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含时滞的快–慢耦合系统的动力学研究进展 ∗
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摘 要 现代机械系统越来越多地采用轻质柔性材料, 使得系统具有不同时间尺度的状态变量, 如果同时考虑

控制环节中不可避免的时滞, 则这种系统是带有时滞的快–慢耦合系统. 本文首先概述了快–慢耦合系统的基础

理论及其发展概况; 然后介绍了含有时滞的快–慢耦合系统的若干非线性动力学问题及研究进展; 最后对进一

步的研究提出了自己的看法.
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1 前 言

现代航天器、工业机器人、大型运输车辆、先

进兵器等越来越多地采用轻质柔性材料. 这使得

其中一些元件刚性很强, 固有频率很高; 而另一些

元件刚性很弱, 表现更多的柔性运动, 其固有频率

相对较低. 在这些系统的动力学模型中, 既包含

动力学时间尺度较快的状态变量, 又包含时间尺

度较慢的状态变量. 若引入适当的无量纲参数来

表示不同动力学时间尺度的比值, 则这些系统可

表示成由快变量和慢变量相耦合的系统 (简称快–

慢系统).例如,在柔性弹簧和轮胎组成的悬挂系统

中, 由于弹簧和轮胎的振动频率存在量级差, 系统

中含有动力学时间尺度不同的状态变量, 系统是

快–慢系统 [1]; 在绳系卫星系统中, 由于子星的高

频振动和系绳的低频摆动相互耦合, 系统中存在

快变量和慢变量的耦合, 系统是快–慢系统 [2]; 在

宏–微机器人中, 大机械手和小机械手具有不同的

动力学时间尺度, 系统是快–慢系统 [3]; 在架空输

电线系统中也含有动力学时间尺度不同的状态变

量, 系统也是快–慢系统 [4]. 此外, 快–慢系统还广

泛应用于描述化学系统 [5]、生态系统 [6]、生物神

经系统 [7-9] 和光电系统中 [10].

下面用一个简单的模型来说明机械系统中

快–慢系统的典型形式. 考察如图 1 所示的二自

由度系统.

图 1 二阶快–慢系统模型

图 1中的 M1 和 M2 为小车质量, K1 和 K2 分

别为两弹簧的弹性系数, 且 K1 ≫ K2, 假设 M1 的

左端固定, 用 y 和 x 分别表示两小车的位移, 则得

到下列微分系统{
M2 ẍ+K2 x−K2 y = 0

M1 ÿ + (K1 +K2) y −K2 x = 0
(1)

记 ω1 =
√
K1/M1, ω2 =

√
K2/M2, ε = ω2/ω1,

p = M2/M1 和 r = p ε2, 并作时间变换 τ = ω2 t,
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那么系统方程 (1) 可写成{
ẍ+ x− y = 0

ε2 ÿ + y + r (y − x) = 0

令 X = (x, ẋ)T ∈ R2, Y = (y, εẏ)T ∈ R2, 那么系统

方程可写成如下矩阵方程的形式{
Ẋ = B11Y +B12X

ε Ẏ = A11Y +A12X

考虑到其中的非线性力, 方程组有如下更一般的

形式 {
Ẋ = F (X,Y , ε)

ε Ẏ = G(X,Y , ε)
(2)

其中 Y ∈ R2 变化速度相对 X ∈ R2 的变化速度要

快得多, 因而称为快变量, 而 X 称为慢变量.

其实, 很多含有小参数和快–慢过程的系统方

程都可以表示为系统 (2) 的形式. 例如, 数学摆的

运动方程为

ẍ+ µ ẋ+ sinx = 0 (3)

如果 µ ≫ 1, 令 ε = 1/µ, 那么上述方程可化为{
ẋ = y

ε ẏ = −y − ε sinx

因此, 具有快–慢变量的自治系统的一般形式

方程为 {
ẋ = f(x, y, ε)

ε ẏ = g(x, y, ε)
(4)

其中 x ∈ Rn 为慢变量, y ∈ Rm 称为快变量.

另一方面, 时滞是自然界中普遍存在的现

象[11],特别是受到主动控制的机械系统,其中控制

器、滤波器和作动器产生的时间滞后效应是难以

避免的 [12-13], 且具有重要影响 [14-16]. 考虑到时滞

效应后, 具有快–慢变量的耦合系统为{
ẋ = f(x, y, xτ , yτ , ε)

ε ẏ = g(x, y, xτ , yτ , ε)
(5)

其中 xτ = x(t − τ), yτ = y(t − τ), 而 τ > 0 表示系

统中的时滞. 这类系统为含有时滞的快–慢耦合系

统, 简称时滞快–慢系统.

时滞系统与常微分系统不同, 其演变不仅依

赖于当前状态, 还依赖于过去某一时间段状态, 它

的初始空间和解空间都是无穷维空间. 研究表明,

含有时滞后, 系统会表现出新的动力学特性和更

复杂的动力学现象 [17-18]; 时滞对神经系统的同步

动力学行为具有重要的影响 [19], 能诱导出复杂的

同步转迁模式 [20]; 时滞对随机动力系统的动力学

特性也具有重要的影响 [21-22]. 由此可见, 含有时

滞后, 快–慢系统的动力学分析比无时滞系统要困

难得多, 但必然会表现出新的非线性特性和更复

杂的动力学现象. 忽略时滞的作用往往会导致错

误的控制设计. 为了提高现代航天器、工业机器

人、大型运输车辆、先进兵器等系统的安全性能

和系统性能, 应该充分考虑时滞对快–慢系统动力

学与控制的影响.

在本文第 2 节, 我们首先叙述快–慢系统的基

础理论和发展概况; 然后在第 3 节, 分别介绍了含

有时滞的快–慢系统的若干动力学现象和研究现

状; 最后在第 4 节, 对全文进行了总结并对进一步

的研究工作提出了自己的看法.

2 快–慢系统的基础理论和发展概况

2.1 快–慢耦合系统发展概况

对常微快–慢系统 (无时滞) 已有大量的研究

工作, 并取得了丰富的研究成果. 在某些区域上,

快–慢系统的快变量会产生激变, 这导致边界层和

内部层等奇异现象的出现, 因此该系统是典型的

奇异摄动系统.在计算外部层、边界层和内部层的

近似相轨线时, 各种经典的奇异摄动法是基本的

工具. 例如, 重新标度法 [23]、多尺度法 [24]、匹配

合成展开法 [25] 等. 众多国内和华裔学者对奇异

摄动法的发展作出了杰出的贡献, 如钱伟长关于

解的合成展开法和弹性板壳统一的内禀理论等都

得到了国内外的高度评价, 郭永怀对变形坐标法

的推广被钱学森称为 PLK 法, 林家翘的解析特征

线法也获得广泛关注.

快–慢系统中快变量和慢变量相互作用, 使得

系统中存在多种分岔和复杂的动力学现象. 一方

面, 慢变量的变化能引起快子系统发生多种分岔,

其中基本的分岔有 saddle node 分岔、pitchfork 分

岔、Hopf 分岔等, 这些分岔与通常意义下的分岔

是有区别的, 若把慢变量看成快子系统中缓慢变

化的分岔参数, 则这些分岔就是国内学者所指的

时变分岔 [26]. 另一方面, 快变量的变化也会影

响慢变量的运动, 特别是, 快子系统中的多种分

岔之间的相互影响可导致快–慢系统中出现更复
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杂的动力学现象. 如 saddle node 分岔与 saddle

node 分岔连接在一起 (简称 “saddle node/ saddle

node” 现象), 这时系统通常会出现张弛振荡, van

der Pol 系统中的张弛振荡已得到广泛的关注. 类

似的有 “saddle node/Hopf” 现象、“Hopf/Hopf” 现

象、“Hopf/homoclinic” 现象等 [7].

近年来, 快–慢系统中复杂的动力学现象得到

广泛的关注. 在生态系统中, 由于各种物种的生理

周期存在较大的差异, 或者因为生态环境的缓慢

变化过程, 系统中快变量和慢变量相互作用导致

复杂的动力学现象,如生态环境的恶化、物种的爆

发和消亡等, 这些动力学现象产生的机制已得到

深入的研究 [6]. 在生物神经系统中, 存在各种快–

慢过程, 这些快–慢过程相互耦合使得系统存在各

种形式的分岔和丰富的放电模式 [7-9],典型的运动

形式是峰放电和簇放电, 通过考察其中各种复杂

的动力学现象是怎样由基本分岔的相互作用力产

生的, 文献 [7-9] 对系统产生各种放电形式的机制

进行了研究, 并进一步在文献 [7] 中对各种放电形

式进行了系统的归纳和分类. 基于数值方法, 文献

[27-28] 研究了时滞对含快–慢变量耦合的 Morris-

Lecar(ML) 神经系统同步的影响, 发现适当大小的

时滞可以加强系统的同步. 另外, 文献 [29] 考察了

含有时滞的 Hindmarsh-Rose(HR)神经元系统中的

族放电模式, 结果表明时滞对族放电的频率和数

量都具有重要影响.

由于快–慢系统广泛存在于许多工程技术领

域, 这类系统的控制问题也得到了广泛的关注. 在

对快–慢系统的控制设计中, 早期对其处理的方法

是简单地忽略快变模态, 从而降低系统的阶数. 然

而, 大量事实证明, 基于这样的简化模型设计的控

制效果往往与设计要求相距甚远 [30]. 为了提高控

制效果, 发展了奇异摄动控制方法对快–慢系统进

行控制设计. 其中的基本思想是文献 [31] 提出的

“快–慢分解的思想”, 文献中指出: 如果慢、快子系

统均是稳定的, 则摄动参数必存在一个稳定上界,

在此范围之内, 整个系统是稳定的. 在对快–慢系

统进行控制设计中, 首先忽略快变量以降低系统

阶数, 然后通过引入边界层校正来提高近似程度.

这两个降阶系统可以近似刻画原系统的动力学行

为, 这实际上是分别对快子系统和慢子系统进行

控制设计, 从而对整个系统进行控制 [30,32].

2.2 快–慢耦合系统的几何奇异摄动理论

考察自治快–慢系统

{
ẋ(s) = f(x(s), y(s), ε)

εẏ(s) = g(x(s), y(s), ε)
(6)

其中 0 < ε ≪ 1, s ∈ [0, L], x ∈ Rn 称为慢变量,

y ∈ Rm 称为快变量, f ∈ Rn, g ∈ Rm 为足够光滑

的函数. 通过关系 s = εt 引入新的无量纲时间变

量 t, 并将 x(ε t) 和 y(ε t) 分别简记为 x(t) 和 y(t),

那么系统 (6) 可表示为{
ẋ(t) = εf(x(t), y(t), ε)

ẏ(t) = g(x(t), y(t), ε)
(7)

其中 s和 t分别称为慢时间尺度和快时间尺度,系

统 (6) 和 (7) 分别称为慢系统和快系统.

在系统 (6) 和 (7) 中, 令 ε → 0, 得到两个简

化系统, 这两个简化的系统的维数通常比原来系

统的维数要小得多, 所以更容易求解. 但是这两

个简化系统能正确地反映原来系统的动力学行为

吗? 为此我们考察两个极限系统.

令 ε → 0, 得慢系统 (6) 的极限系统{
ẋ(s) = f(x(s), y(s), 0)

0 = g(x(s), y(s), 0)
(8)

这是一个代数微分系统 (复合系统).从方程 g(x(s),

y(s), 0) = 0 中可得奇点集合

M0 = {(x, y) : g(x, y, 0) = 0}

我们从方程 g(x, y, 0) = 0解出 y,得 y = h0(x),这时

奇点集合可表示成 M0 = {(x, y) : y = h0(x)}, 在集
合 M0 上系统的行为由系统 (8) 的第一个方程确

定, 这时很自然人们会把 y = h0(x) 代入系统 (8)

的第一个方程得到关于慢变量的系统

ẋ(s) = f(x(s), h0(x(s)), 0)

令 ε → 0, 则得快系统 (7) 的极限系统为{
ẋ(t) = 0

ẏ(t) = g(x(t), y(t), 0)
(9)

在极限系统 (9) 中, 变量 x(t) 是一个不变的量, 这

时可得到一个仅关于快变量的系统

ẏ(t) = g(x, y(t), 0)

在这个系统中 x 看作系统参数, 从这个系统中可

以考察快变量 y(t) 的变化趋势.

然而, 系统 (8) 和 (9) 都不能完全反映原系统

的动力学行为.例如,系统 (8)仅在集合M0上有效;

而在系统 (7) 中, 当 g(x, y, 0) = O(ε) 时, 变量 y(t)
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的变化速度与 x(t) 的变化速度是同阶的, 这时它

显然不能简化成系统 (9). 因此要研究快–慢系统

中复杂的动力学现象, 必须把系统 (8) 和 (9) 结合

起来进行研究, 正确地处理快变量和慢变量的关

系. 几何奇异摄动法通过引入慢变流形 (不变流形

的近似), 恰当地处理了快变量与慢变量的耦合关

系, 具有严格的数学理论基础. 慢变流形从整体上

刻画了快–慢系统的解轨线的形状, 从而可以比较

直观地分析系统的各种分岔和复杂的动力学行为,

这避免了经典的奇异摄动法要进行复杂的相轨线

计算.近年来,几何奇异摄动理论在对快–慢系统的

分析中得到广泛的应用 [6-7]. 几何奇异摄动理论体

系主要包括 Tikhonov 定理 [33]、Fenichel 的一系列

关于不变流形的定理 [34-36] 和建立在 Fenichel 规

范型之上的一系列的交换引理 [37].

Tikhonov 定理叙述如下:

定理 1 (Tikhonov): 假设非线性奇异摄动系统

具有如下形式{
ẋ(s) = f0(x(s), y(s), s) + εf1(x(s), y(s), s) + · · ·
εẏ(s) = g0(x(s), y(s), s) + εg1(x(s), y(s), s) + · · ·

(10)

其中 (x, y) ∈ D × G ⊂ Rn × Rm, D 和 G 为连通开

域, 初始条件为 x(0) = x0, y(0) = y0. 又设极限系

统 {
ẋ(s) = f0(x(s), y(s), s)

0 = g0(x(s), y(s), s)
(11)

有解 x̄(s) 和 ȳ(s), 奇点集为

M0 = {(x, y) : y(x) = h0(x, s)}

又设 y(x) = h0(x, s) 是如下系统

ẏ(t) = g(x, y(t), s) (12)

对任意 x ∈ D, s ∈ R+ 一致有效地渐近稳定的平

衡点, 且 y0 包含在奇点 (x0, h0(x0, s)) 的吸引域内.

那么

lim
ε→0

xε(s) = x̄(s), 0 6 s 6 L

和

lim
ε→0

yε(s) = ȳ(s), 0 < d 6 s 6 L

Tikhonov 定理指出当系统的奇点集具有吸引

性时, 从奇点集附近出发的相轨线很快被吸引到

奇点集上.

Fenichel 系列定理主要讨论了不变流形的存

在性及其性质, 并用不变流形来描述系统的轨

线结构. 下面我们仅叙述 Fenichel 系列定理的

基本内容. 考察自治系统 (6) 和 (7), 这时定

义系统的慢变流形为系统的奇点集合 M0 =

{(x, y) : g(x, y, 0) = 0}. 为此先给出下列假设
(H1) f(x, y, s), g(x, y, s) 是对 (x, y, s) 足够光

滑的函数, 其中

(x, y) ∈ U = D ×G ⊂ Rn × Rm, s ∈ I

且 U 和 I 是连通开域, 0 ∈ I;

(H2) 慢变流形 M0 是一紧集, 相关系统

ẏ(t) = g(x, y(t), 0) (13)

是双曲的;

(H3) 函数 h0(x) 对 x ∈ K 是足够光滑的函

数, 其中 K ⊂ D 是连通紧集, 且 K 的边界为 n− 1

维足够光滑的曲线.

定理 2 (Fenichel 1): 在条件 (H1)和 (H2)假设

下, 若 ε > 0 足够小, 那么存在流形 Mε, 流形 Mε

与慢变流型 M0 为 O(ε) 阶接近且与 M0 是拓扑同

构的, 同时 Mε 为系统 (6) 的局部不变流形.

在假设 (H1) ∼ ( H3) 下, 定理 2 也可表述为如

下定理.

定理 3: 若 ε > 0 足够小, 那么存在足够光滑

的函数 y = hε(x) 其中 x ∈ K, 使得流形

Mε = {(x, y) : y = hε(x)}

为系统 (6) 的局部不变流形.

定理 4 (Fenichel 2): 在 (H1) ∼ ( H3)假设下,设

ε > 0 足够小, 那么存在流形 W s(Mε) 和 Wu(Mε),

它们与 W s(M0)和 Wu(M0)为 O(ε)阶接近且拓扑

同构的, 另外, 它们是 Cr(r < +∞), 在系统 (6) 下

为局部不变流形.

定理 2 指出在慢变流形 M0 附近存在一不变

流形 Mε, 也可以把 Mε 看成是对慢变流形 M0 的

一个小扰动. 定理 4 则更细致地描绘了在慢变流

形 M0 附近的轨线结构.

下面用几何奇异摄动理论来分析 van der Pol

系统中由 saddl enode分岔引起的张弛周期振荡现

象. 采用 Lienard 变量, van der Pol 系统可表示为{
ẋ(t) = −y(t)

εẏ(t) = x(t) + y(t)− y3(t)/3
(14)

该系统的慢变流形为

M0 =
{
(x, y) : x+ y − y3/3 = 0

}
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系统的慢变流形由 3 部分组成, 见图 2(a). 上

下粗线为具吸引性的慢变流形部分, 中间的虚线

部分为不稳定的慢变流形. 在内部层, y(t) 变化很

快, 相轨线很快被吸引到相应的慢变流形上, 这时

y(t) 也是缓慢变化的, 由于 ẋ(t) = −y(t), 所以当轨

线被吸引到上部分的慢变流形上时, 轨线自右向

左运动,当其到达鞍结分岔点 (−2/3, 1)时,轨线被

吸引到下部分的慢变流形上, 这时轨线自左向右

运动,当其到达鞍结分岔点 (2/3,−1)时,轨线又被

吸引到上部分的慢变流形上. 由此系统发生张弛

振动 (relaxation oscillation), 见图 2(b).

图 2 系统 (14) 的慢变流形和相轨线图 (ε = 0.01)

快–慢系统中多种分岔相互作用可导致更复

杂的动力学现象. 下面用几何奇异摄动理论分析

被广泛关注的神经元 Hindmarsh-Rose模型 [9,38]中

复杂的放电现象, 系统方程为
εẋ = y + ax2 − x3 − z + I

εẏ = 1− dx2 − y

ż = b(x− xc)− z

(15)

其中参数值为

a = 3, b = 4, d = 5, xc = −1

2
(1 +

√
5), I = 3.25

ε 为小参数, 因此 z 为慢变量. 系统的慢变流形为

M0 =
{
(z, x, y) : y + ax2 − x3 − z + I = 0,

1− dx2 − y = 0
}

慢变流形的结构见图 3(a), 其中 L1 和 L2 是

具有排斥性的慢变流形部分, L3 是稳定的慢变流

形部分. S1 是 saddle node 分岔点, 在 L1 上, 系

统通过 Hopf 分岔产生具有吸引性的周期轨道, 在

点 H1, 周期轨道与不稳定的 L2 相交形成同宿轨

线而消失, 这时轨线被吸引到 L3 上并通过 saddle

node 分岔又回到周期轨道上, 这样就形成了具有

固定周期的族放电现象, 见图 3(b).

图 3 系统 (15) 的慢变流形和相轨线图 (ε = 0.001)

当快–慢系统的快子系统是高维系统时, 慢变

流形往往具有复杂的结构, 多种分岔通过慢变流

形相互连接和融合在一起, 从而系统具有非常复

杂的动力学行为. 在这种情况下, 可以先用数值的

方法求得慢变流形的形状、确定其稳定性,并找到
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各个分岔点的位置, 再利用几何奇异摄动法分析

相轨线的形状.

2.3 快–慢系统中的分岔延时现象

当快–慢系统的慢变流形上存在转折点时, 系

统会发生分岔延时、慢通过效应等独特的动力学

现象 [39-41], 这时慢变量作为快子系统中缓慢变化

的分岔参数, 引起快子系统的分岔并不是在常规

分岔点上发生, 而是在之后某点上发生真实的分

岔的一种现象, 这也是时变分岔中特有的动力学

现象. 例如, 下列 van der Pol 系统中著名的 ca-

nard(鸭子) 现象{
ẋ(t) = −y(t) + α

εẏ(t) = x(t) + y(t)− y3(t)/3
(16)

其中 1−α = O(ε), 当相轨线到达 saddle-node分岔

点 S 时, 并不立即离开不稳定的慢变流形, 而是沿

着不稳定的慢变流形运动一段时间后才离开, 从

而形成鸭子形状的相轨线, 见图 (4).

图 4 系统 (16)的慢变流形和鸭子形状的相轨线图 (ε =

0.03)

分岔延时现象不会改变相轨线的拓扑结构,

但可以改变相轨线的形状, 从而影响系统的动力

学行为, 如影响分岔发生的时间和位置. 在快–慢

系统的动力学分析中, 若忽略分岔延时效应, 将会

得到错误的结果, 因此, 必须考虑这些独特的动力

学现象 [42].

3 含时滞的快–慢系统的动力学问题

含单个时滞 τ 的快–慢系统方程的一般形式为
dx

dt
= f(t, x, y, xτ , yτ , ε)

ε
dy

dt
= g(t, x, y, xτ , yτ , ε)

(17)

其中 x ∈ Rn 为慢变量, y ∈ Rm 为快变量, f ∈ Rn,

g ∈ Rm. 若重新定义时间尺度, 令 t′ = t/ε, 系统可

写成 
dx

dt′
= ε f(t′, x, y, x τ

ε
, y τ

ε
, ε)

dy

dt′
= g(t′, x, y, x τ

ε
, y τ

ε
, ε)

(18)

若在慢系统 (17) 中有 τ = O(1), 则称系统含慢时

滞 (长时滞); 若在快系统 (18) 中有 τ/ε = O(1), 则

称系统含快时滞 (短时滞). 文献 [43] 中讨论了高

维非线性时滞快–慢系统的约化问题, 基于中心流

形约化, 提出一种方法, 把时滞快–慢系统约化成

慢变流形上的仅含慢变量的常微分系统, 从而得

到系统稳定性的结果.

3.1 线性时滞快–慢系统解的收敛性

文献 [44] 对线性时滞快–慢系统进行了研究,

首先讨论了其对应的极限系统解的存在性和唯一

性, 进一步讨论了原系统的解收敛到极限系统解

的条件. 文献 [45] 研究了下列含多时滞线性系统

d

dt
{E(ε)x(t)} =

h∑
k=0

Bk x(t− ωk) + f(t) (19)

这里 0 < ω0 < ω1 < · · · < ωh 和

Bk =

(
Bk11 Bk12

Bk21 Bk22

)
, E(ε) =

(
In 0

0 ε Im

)
其中 x(t) ∈ Rn+m, Bk11 和 Bk22 分别为 n 阶方

阵和 m 阶方阵, Bk12 和 Bk21 分别为 n × m 阶和

m × n 阶矩阵, In 和 Im 分别为 n 阶和 m 阶单位

阵. 文中指出若 detBk22 ̸= 0, 那么系统 (19) 对应

的极限系统的解存在且唯一. 当 f(t) 为指数级有

界时,基于 Laplace变换给出了系统 (19)解的表达

式, 并给出解的收敛定理. 有关这方面的研究还可

参考 Magalhães 的工作 [46].
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3.2 非线性时滞快–慢系统解的收敛性

文献 [47]考察了含有小时滞的非线性快–慢系

统解的收敛情况, 给出了相应的收敛定理, 但系统

的解并不收敛到对应的极限系统的解. 这说明用

经典的奇异摄动法, 通常得不到时滞快–慢系统解

的渐近展开式. 如考察系统{
ẋ(t) = 1

ε ẏ(t) = x(t) y(t− ε τ)− y3(t)
(20)

令 ε = 0, 得慢变流形

M0 =
{
(x, y) : y = 0 或 y = ±

√
x
}

令 τ = 1, 在 x < −π/2 时, 系统的慢变流形

y = 0 不稳定, 见图 5(a), 这时由于非线性项的作

用, 系统发生周期运动; 在 x ∈ (−π/2, 0) 时系统的
慢变流形 y = 0稳定,这时相轨线被吸引到慢变流

形 y = 0 上; 当 x > 0 时, 慢变流形 y = 0 不稳定,

而慢变流形 y =
√
x(y = −

√
x) 稳定, 所以相轨线

被吸引到慢变流形 y =
√
x(y = −

√
x) 上去. 从轨

线图 5(b) 可以看到, 以极限系统作为零次近似系

统是不能得到原系统解轨线的渐近展开式的.

图 5 系统 (20) 的慢变流形和相轨线 (ε = 0.01, τ = 1)

3.3 时滞引起内部层等现象

在对二阶线性时滞系统的边界值问题的讨论

中, 人们发现当二阶导数项含有小参数时, 时滞与

奇异摄动相互作用可导致内部层、多相运动及共

振等现象的出现 [48-51]. 在文献 [48] 中考察了下列

系统的边值问题{
ε2ẍ(t)− x(t) + αẋ(t− τ) + βx(t− τ) = 0

x(t0) = a, t0 ∈ (−τ, 0), x(td) = b
(21)

若令 ẋ(t) = y(t), 则系统可表示成时滞快–慢系统
ẋ(t) = y(t)

ε2ẏ(t) = x(t)− αy(t− τ)− βx(t− τ)

x(t0) = a, t0 ∈ (−τ, 0), x(td) = b

运用分步法, 文献 [48] 求得系统具有如图 6 的边

界层和内部层结构, 其中内部层是由时滞引起的.

图 6 系统 (21) 的边界层和内部层结构, 其中区域Ⅰ和

Ⅲ是边界层, 区域Ⅱ是由时滞引起的内部层

文献 [49]研究了具有高频率快速振荡的系统,

指出时滞会导致多相运动 (multiphase behavior).

文献 [50]中对具有转折点的系统进行了研究,指出

时滞在某些区域上会引起共振现象.文献 [51]中对

具有小时滞的系统进行了讨论, 指出当小时滞与

小参数 ε 同阶, 时滞会对系统的解产生本质的影

响, 时滞在内部层会导致振荡解, 这个振荡解可延

续到整个区间.

3.4 长时滞导致的复杂动力学现象

含有长时滞的一阶非线性奇异摄动系统有着

复杂的动力学行为, 如含有长时滞的 Logistic 方程

和光电系统中提出的 Ikeda 方程可以产生方波形

式的振荡解、脉冲形式的振荡解以及混沌解. 考

察下列被广泛讨论的一阶时滞系统

ε ẋ(t) = −x(t) + f(x(t− 1), λ) (22)

以该方程为模型的有生物系统 [52]、生理系统 [53]

和光电系统 [54] 等. 当 ε → 0 时, 得到一个离散映

射

xn+1 = f(xn, λ) (23)
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若令

f(x(t), λ) = λx(t) (1− x(t))

则 (23) 就是 Logistic 映射

xn+1 = λxn (1− xn) (24)

当 λ 变大, Logistic 映射会通过倍周期分岔通向混

沌; 这对应原系统的解由 square-wave 振荡变成混

沌运动,见图 7. 在这种情况下, Chow和 Hale等 [55]

图 7 系统 (22) 的时间历程图 (ε = 0.01)

对系统 (22) 解的性质进行了细致的分析, 在一定

的条件下给出了 Hopf分岔图, 并且指出这些 Hopf

分岔周期解可以转变成 square-wave 振荡解. Hale

和 Huang[56] 对系统 (22) 带有如下非线性项进行

了研究

f(x, λ) = −(1 + λ)x+ a x2 + b x3 + o(x3) (25)

文中指出当 β = a2 + b ̸= 0 时, 映射 (23) 出现超临

界 (β > 0)或亚临界 (β < 0)周期–2分岔,这分别对

应于原系统出现 square-wave 振荡解和 pulse-wave

振荡解的情况, 这时在内部层系统分别出现异同

宿轨道. 文献 [57] 求得该系统只带有平方非线性

项时的振荡解的解析表达式. Chow和 Huang[58]对

如下混合系统进行了研究{
ε ẋ(t) = −x(t) + g(y(t), λ)

y(t) = f(x(t− 1), y(t− 1), λ)
(26)

指出当映射 F (y, λ) = f(g(y, λ), y, λ)存在周期–2解

时,原系统出现 square-wave振荡解,且在内部层系

统存在异宿轨线.

文献 [59] 研究了含有长时滞的二阶非线性奇

异摄动系统, 系统方程如下

ẍ(t) + x(t) + ε α1 ẋ(t)− ε x3(t) +

ε α2 ẋ(t−
τ

ε
) = 0 (27)

令 s = εt, 得对应的慢系统为

ε2 ẍ(s) + x(s) + ε2 α1 ẋ(s)− ε x3(s) +

ε2 α2 ẋ(s− τ) = 0

若时滞项不存在, 系统为一高频系统. 带上时滞项

后, 系统产生拟周期振动 (见图 8). 系统的振幅在

慢变流形上缓慢变化. 文献 [59] 用多尺度法得到

慢变流形上的系统仍为一时滞系统, 原系统可发

生 Hopf-Hopf 分岔.

图 8 系统 (27) 拟周期振动解时间历程图, 其中周期

振动解的振幅在慢变流形上缓慢变化 (ε = 0.02,

τ = 1, α1 = 0.16, α2 = 2.5)

文献 [60]讨论了光电系统中的二阶时滞快–慢

系统模型, 利用能量函数分析的方法, 从理论上证

明了系统存在脉冲形振荡解. 文献 [61] 考察了时

滞对脉冲振荡解的影响, 发现时滞不仅可以影响

脉冲周期解的形态, 还可以改变脉冲振荡的稳定

性, 可以使系统出现更复杂的运动, 甚至产生混沌

运动.
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3.5 时滞快–慢系统的分岔延时现象

与由常微分方程描述的快–慢系统一样, 时滞

快–慢系统也存在分岔延时、慢通过效应等独特的

动力学现象 [62]. 文献 [63] 考察了时滞反馈对分岔

延时的影响,结果表明,加上适当的时滞反馈项后,

系统仍然存在分岔延时现象. 文献 [61] 的研究表

明时滞会影响分岔发生的时间, 在一定条件下会

推迟分岔的发生. 在文献 [64] 中, 通过中心流形约

化,把文献 [41]的结果推广到时滞快–慢系统中,给

出了系统发生 Hopf 分岔延时的充分条件, 并给出

了计算进入–逃逸函数的方法. 如时滞快–慢系统{
ẋ(t) = y2(t) + 1

ε ẏ(t) = −x(t) y(t− ε)− y3(t)
(28)

系统的慢变流形为

M0 =
{
(x, y) : y = ±

√
−x 或 y = 0

}
令 t′ = t/ε, 得对应的快子系统为

ẏ(t′) = −xy(t′ − 1)− y3(t′)

通过对快子系统进行稳定性分析, 可知在慢变

流形 {(x, y) : y = 0, x > 0} 上存在转折点 Pc =

(π/2, 0), 慢变流形 {(x, y) : y = 0, 0 < x < π/2} 稳
定, 而慢变流形 {(x, y) : y = 0, x > π/2}不稳定. 当

相轨线从左边通过转折点 Pc 时, 相轨线并不立即

离开不稳定的慢变流形 {(x, y) : y = 0, x > π/2},即
没有发生真实的分岔, 而是过一段时间之后, 在某

点 P̄c 处发生真实的分岔, 相轨线离开不稳定的慢

变流形, 见图 9.

图 9 系统 (28) 的慢变流形和相图, Pc 为转折点, 分岔

延时到 P̄c 发生 (ε = 0.01)

文献 [65]研究了一类含时滞的快–慢耦合系统

的分岔延时现象, 发现慢变时滞可以改善系统的

稳定性. 文献 [66] 受此工作启发利用慢变时滞来

改善小世界网络系统的稳定性.

4 展望

快–慢耦合系统的典型特征是含有不同动力

学时间尺度的状态变量. 要正确地揭示其动力

学行为, 就必须采用适当的方法处理好具有不同

动力学时间尺度的状态变量之间的关系, 在这方

面已有很多成功的范例, 如经典的奇异摄动法、

平均法、多尺度法、匹配合成展开法等. 然而,

要分析快–慢系统中复杂的动力学行为, 几何奇异

摄动法是有效的工具. 对时滞快–慢耦合系统来

说, 由于初始空间和解空间均为无穷维的空间, 目

前主要还是在维数是有限的物理状态空间来理解

Tikhonov定理和 Fenichel关于不变流形的理论.如

何从状态空间来研究时滞快–慢耦合系统的不变

流形以及系统动力学特征仍然是一个有待解决的

基本问题.

极限系统常常比原系统要简单很多, 人们总

是希望能够用极限系统来近似原快–慢系统, 但是

如果时滞出现在快变量中, 即使是时滞量非常小,

原系统的解也并不一定收敛到极限系统的解. 因

此, 需要研究在什么条件下, 时滞快–慢耦合系统

的动力学可以通过其极限系统的动力学得到. 含

有长时滞的系统是实际应用中一种常见的快–慢

系统, 长时滞常常会导致非线性系统的复杂动力

学行为,典型的如 square-wave振荡解,当参数变化

时, square-wave 振荡解会演化成混沌运动. 一阶非

线性系统中的这种方波形式的解已得到充分的研

究, 但对高价系统的研究并不多见. 从应用的角度

看, 有必要发展更有针对性的解析或半解析方法

求解这类特殊形式的高阶微分方程.

时滞对快–慢系统的非线性动力学具有重要

的影响, 它可以改变解的形态, 也可以改变解的稳

定性等, 但目前有关动力学的很多结论都是在时

滞为常数的情况下得到的, 对随时间变化的时滞,

由于理论分析上的固有困难, 这方面的结果还很

少. 值得注意的是, 尽管在很多情况下, 时滞对

系统稳定性是不利因素, 但是也可以成为有利因

素. 深入挖掘时滞快–慢耦合系统的独有动力学特

性是一个很有意义的课题

在无时滞情形, 快–慢系统有各种各样的范式

系统, 它们的形式比较简单, 但可以刻画原系统的

定性性质, 因而对系统的动力学分析和控制设计
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具有重要的意义. 但对含有时滞的快–慢系统尚未

见到类似的结果, 值得进一步研究. 这里的主要问

题是将原系统约化到范式系统, 各步骤采用的变

换要足够简单, 否则所得结果过于复杂而失去其

实用价值.
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Abstract Modern mechanical systems tend to adopt light flexible materials, and thus involve state variables

with different time scales. Taking the unavoidable delay in control path into consideration, such kind of systems

can be modeled as slow-fast system with time delay. In this paper, some basic facts of slow-fast systems are

given firstly. Then, advances in the nonlinear dynamics of slow-fast systems with time delay are presented. And

finally, several problems for future investigation are suggested.
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