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弹性大变形问题中的应力状态描述、

奇异性问题和余能原理*

高玉臣 金 明 † 兑关锁

北京交通大学土建学院力学所, 北京 100044

摘 要 对弹性大变形理论中的 3 方面问题进行了综述. 首先, 对各种应变度量的共轭应力进行综述. 大变形

问题引起的应力状态描述的复杂性引起了许多学者的兴趣, 对这个问题的研究也促进了大变形弹性理论的发

展. 在各种特定问题中, 人们提出了不同的应力张量来描述应力状态, 如 Cauchy 应力张量、第一类和第二类

Piola-Kirchhoff 应力张量以及 Jaumann 应力张量等. 最近, 第一作者提出了 “基面力” 的概念, 可以描述不同

应力张量的一些共同本质特征; 和其它应力张量相比, 用 “基面力” 描述应力状态更清晰、更容易理解. 以 “基

面力” 为出发点, 对应力状态的各种描述进行了讨论和比较, 给出了在各种边界条件下, 用 “基面力” 表示的控

制方程.

其次, 综述了大变形弹性力学中一些奇异性问题, 包括橡胶类材料的裂纹和缺口尖端的应力奇异性、集中

力作用点处的应力奇异性和楔体接触的奇异性问题. 介绍用 “基面力” 的概念求解应力奇异性指数的方法, 并

和已有的研究结果进行比较.

最后, 回顾大变形弹性问题中余能原理的研究进展. 此问题已经困扰着人们近百年. 介绍了用 “基面力”

所描述的一种余能原理.
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1 引 言

1.1 共轭应力

连续介质力学中的基本概念——应力张量是

由 Cauchy 在 180 多年前提出的. 此后, 对于不考

虑变形变化历史的力学问题, 如固体力学中的小

变形问题和流体力学问题等, 应力状态的描述就

已是十分清楚的概念了. 但是, 对于固体力学中的

弹性大变形问题, 由于物质微元的变形较大, 必须

考虑初始构形和当前构形的差别, 这就导致应力

状态描述的复杂性. 目前, 人们经常使用 3 种应力

张量, 即 Cauchy 应力张量, 第一类 Piola-Kirchhoff

应力张量和第二类 Piola-Kirchhoff应力张量. 在初

始构形或当前构形上,采用不同的物质单元、不同

的基矢量来计算力的分量, 可获得以上 3 种应力

张量的直观定义. 除了这 3 种应力张量的直观定

义外, 还可通过弹性应变能对不同种类应变张量

求导,给出许多应力张量的解析定义,如 Biot应力

张量. 下面简要介绍这些应力张量.

在连续介质力学中, 变形梯度 F 是确定变形

状态的一个基本的张量. 由极分解定理, 存在唯一

的对称正定张量 U 和 V , 和正交张量 R, 满足

F = R ·U = V ·R (1)

式中 U 和 V 分别称为右伸长张量和左伸长张量,

R 称为转动张量. 由于 U 是对称正定的, 所以有

U = λ(i)gi⊗gi,式中 λ(i) 和 gi 分别为 U 的主伸长

和与之对应的一组正交的单位特征向量. Hill[1] 曾
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引入了一类应变度量, 现在被人们称为 Hill 应变

E(U) = f(λ(i))gi ⊗ gi (2)

其中 f() 为光滑的、单调递增的标量函数, 且满足

f(1) = 0 和 f ′(1) = 1, E(U) 是一种 Lagrangean 型

应变. Seth[2] 引入了一类应变度量 Em

Em =
1
m

(Um − I) , m = ±1,±2, · · ·
E0 = ln U , m = 0

(3)

式中, I 为二阶单位张量. 当 Hill 应变 (2) 中的

f(λ) =





1
m

(λm − 1) , m = ±1,±2, · · ·
lnλ, m = 0

(4)

时, Hill 应变就化为式 (3). 所以, Em 为 Hill 应变

中的一类. 式 (3) 中 E1, E2, E−2 和 E0 分别称为

名义应变或 Biot 应变、Green 应变、Almansi 应变

和对数应变. 郭仲衡等 [3] 称 Em 为 Seth-Hill 应变

或 Seth 应变.

下面的应变度量称为 Doyle-Ericksen 应变

Gm =
1
m

(V m − I) , m = ±1,±2, · · ·
G0 = lnV , m = 0

(5)

式中 G−2 和 G0 分别称为 Eulerian应变和 Hencky

对数应变或 Hencky 应变.

根据 Hill [1] 提出的定义, 一个应力张量 T (m)

称为与一个应变张量 Em 共轭,若 T (m) : Ėm 表示

外力对当前构型上单位体积物质上所作的功对时

间的导数, 即

ẇ = T (m) : Ėm (6)

式中 (·)代表 ()对时间的导数, w 为外力对当前构

型上单位体积物质上所作的功. 特别地, T (1) 称为

Biot 应力张量、名义应力张量或 Jaumann 应力张

量; T (2) 和 T (−2) 分别称为第二类 Piola-Kirchhoff

应力张量和加权对流应力张量.

一些 Seth-Hill 应变的共轭应力的张量表示是

众所周知的, 如:

(1) 应变 E2 的共轭应力, 即第二类 Piola-

Kirchhoff 应力张量可表示为

T (2) = JF−1 · σ · (F−1
)T

(7)

式中 σ 为 Cauchy 应力张量, J 为变形后与变形前

的体积比, F−1 为变形梯度 F 的逆.

(2) 名义应变或 Biot 应变 E1 的共轭应力, 即

Jaumann 应力张量或 Biot 应力张量可表示为

T (1) =
1
2

(
T (2) ·U + U · T (2)

)
(8)

(3) Almansi 应变 E−2 的共轭应力, 即加权对

流应力张量可表示为

T (−2) = JF T · σ · F (9)

(4) 应变 E−1 的共轭应力, 由郭仲衡等 [3] 引

入, 可表示为

T (−1) =
1
2

(
T (−2) ·U−1 + U−1 · T (−2)

)
(10)

(5) 对数应变 E0, 即 lnU 的共轭应力, 由

Hoger 引入, 表达式见文献 [4].

另外, 由关系

T (−m) = Um · T (m) ·Um, m = ±1,±2, · · · (11)

可知, 无须分别对正负 m 都给出 T (m) 的抽象表

示.

当 m ≥ 3 时, 已有许多学者对任意 Seth-Hill

应变 Em 所对应的共轭应力 T (m) 的不变性表示

进行了研究. 郭仲衡等 [3,5] 利用张量方程推导了

其显式张量公式; 对具有任意特征根的右伸长张

量 U , Xiao[6] 给出了共轭应力 T (m) 的统一不变性

表示公式. 兑关锁等 [7,8] 提出了另一类应力 T (m)

的显式表示公式, 其表示仅含有 Um 标准表示的

系数; 利用 Hill 主轴法, Farahani 等 [9] 给出了与

Seth-Hill 应变 Em 相关的两个共轭应力分量间的

关系.

关于对数应变 lnU 的共轭应力 T (0), 除

Hill[10,11] 和 Hoger[4] 的研究工作外, 近些年还有一

些研究工作. 把 T (0) 作为 T (m) 的一种特殊情况,

对具有任意特征根的右伸长张量 U , Xiao[6] 给出

共轭应力 T (m) 的统一不变性表示; Farahani等 [12]

也得到了关于 T (0) 的一些关系; 最近, 兑关锁 [13]

基于 6种不同的方法系统地研究了 T (0) 的不变表

示形式.

对式 (2) 的一般应变度量, Hill[1,11] 曾给出

了共轭应力分量的表示形式; 随后, 郭仲衡等 [14]

和 Scheilder[15] 推导出共轭应力更紧凑的表达形

式; 对具有任意特征根的右伸长张量 U , Xiao [6]

给出了一种统一的不变表示形式. 利用 Hill 主轴

法, Farahani 等 [12] 给出了不同 Hill 应变共轭应力

之间的关系. 对于式 (2) 中一般形式的 Hill 应变,
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尽管其共轭应力表达式很复杂, 但如何用坐标无

关的形式来表达的问题已基本解决.

对于 Hill 应变, 存在的共轭应力, 人们自然会

想到对式 (5)中Doyle-Ericksen应变,也可能存在共

轭应力. 但 Ogden[16,17] 曾证明, 对 Doyle-Ericksen

应变, 如果用物质导数, 一般并不存在共轭应力.

对于式 (5)中以左伸长张量表示的 Hencky对

数应变 lnV , Ogden[16,17] 和 Hoger[4] 曾用不同的方

法证明, 如果用物质导数, Hencky 对数应变 lnV

并不存在共轭应力; Lehmann等 [18] 提出了一种客

观导数代替物质导数的方法, 使得 Cauchy 应力与

Hencky 对数应变 lnV 共轭; Lehmann 等 [19] 给出

了 Hencky 对数应变 lnV 共轭应力的一类抽象表

示形式. 利用 Kronecker 张量积关系, Nicholson[20]

进一步研究了 Hencky 对数应变 lnV 的共轭应力.

因此, Doyle-Ericksen 应变的共轭应力如何？仍然

是一个没有搞清楚的问题.

如此多的应力定义使问题变得非常复杂. 事

实上, 这些定义应源自同一物理本质. 下面几个问

题值得思考:

(1) 是否真正需要引进如此多的应力张量来

描述一点的应力状态？

(2) 是否存在比各种应力张量更简捷的概

念？

(3) 不同应力张量间的内在关系如何？

(4) 应力张量的表示能否摆脱坐标系？

高玉臣 [21,22] 提出了 “基面力” 的概念. 利用

“基面力” 可以构造一些不同的应力张量. 这说明

不同的应力张量具有某些共同的结构. 因此, 利用

“基面力” 可以使应力张量的结构变得更清晰. 作

为一个比喻, 对于应力状态来说, 各种应力张量就

像同一个人身上穿的不同衣服.利用 “基面力”, 弹

性大变形问题的控制方程,如平衡方程、边界条件

和本构关系, 可以表示成很简捷的形式. 因而, 从

这个角度来说,不同应力张量可以用 “基面力 (base

forces)” 来代替.

此外,在求解具体问题的时, “基面力”为我们

提供了一个很好的工具. 例如, 利用 “基面力”, 高

玉臣等 [21∼47] 研究了一系列困扰人们多年的问题,

详细综述见 1.2 节和 1.3 节.

第 2部分将回顾 Cauchy应力、第一类和第二

类 Piola-Kirchhoff 应力分量的直观定义. 第 3 部分

介绍 “基面力” 的概念及其性质.

1.2 一些奇异性问题

1.2.1 裂纹或缺口尖端场

众所周知, 裂纹或缺口尖端附近的应变是奇

异的, 就是说, 和远场的应变相比, 尖端附近的

应变趋于无穷大. 由于橡胶类材料可以发生很大

的弹性变形, 所以, 要分析这类材料的裂纹或缺

口尖端附近的应变分布情况, 就不能以弹性小变

形理论为基础. 在这种情况下, 几何非线性和物

理非线性这两种非线性因素使问题的分析变得十

分复杂. 寻找裂纹尖端的渐近解是考虑大应变

的断裂力学中的一个基本问题. 第一次用精确的

非线性有限变形弹性理论处理裂纹问题是 Wong

等 [48] 的工作. 之后, 这个问题引起了许多学者兴

趣. Knowles[49,50] 和 Sternberg[51,52] 对他们自己在

裂纹尖端渐近性质方面的研究工作曾做过详细的

综述. Abeyaratne[53] 对 II 型裂纹和Ⅰ型界面裂纹

的渐近性质的研究情况也做过详细的综述. 下面

介绍最近的研究进展.

1.2.1.1 I 型裂纹

(i) 平面应变问题

(1) 可压缩材料

对于可压缩的 Blatz-Ko 材料中平面应变Ⅰ型

裂纹问题, Knowles 和 Sternberg[54] 最早进行了系

统的分析. 分析结果表明, 裂纹尖端处于单向拉伸

状态, 但是这些分析结果不完善. 后来 Knowles

和 Sternberg[55] 为改进他们的分析结果, 又进行

了繁琐的二次渐近分析. Lund 和 Westmarm[56] 的

有限元计算结果证实了 Knowles 和 Sternberg[54,55]

的二次渐近分析结果. 对于可压缩的 Blatz-Ko 材

料, Fowler[57] 指出, 由于椭圆条件得不到满足, 会

从裂纹尖端出现一条 “静弹性激波带 (elastostatic

shocks)”,在这个激波带附近,位移梯度和应力都是

不连续的.

高玉臣 [23,30] 曾建议用两类形式的应变能密

度函数来描述橡胶类材料的本构关系. 按照这两

类形式的应变能密度函数, 提出了一种分区的方

法来求解裂纹尖端的渐近特征. 高玉臣 [32] 指出,

Knowles 和 Sternberg 的渐近解与高玉臣等得到的

渐近解 [23,29,30] 具有相同的性质, 即裂纹尖端都是

处于单向拉伸状态. 对一种 Hadamard型材料中的

裂纹, Le[57] 给出了一个渐近分析结果.

对于可压缩的 Blatz–Ko 材料, Betra 等 [59] 用

有限元法分析了一个椭圆型空穴和一个在边缘的
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半个椭圆型空穴附近的应变场. 他们的计算结果

表明, 空穴附近的应力, 主伸长是有限的, 而应力

集中系数与远场的拉力有关.

(2) 不可压缩材料

对于不可压缩的 neo-Hookean 材料,

Knowles[60]得到了 I型裂纹尖端场的渐近解. Wang

等 [61] 利用有限元法计算了 Mooney材料中 I型裂

纹的 J积分. Stephenson [62]研究了一类材料中 I型

裂纹尖端场的理论解, Mooney-Rivilin 材料是其中

之一. Abeyaratne 等 [63] 得到了一类不可压缩幂强

化材料的解,在这个解中存在两条 “静弹性激波带

(elastostatic shock)”, 这两条激波带源自裂纹尖端;

在这两条激波带的两侧应力和位移梯度发生突变.

用有限元法, Quigley 等 [64] 证实了 Knowles[60] 和

Stephenson[62] 的渐近解. 用 Fowler[57] 建议的一种

不可压缩材料的应变能函数, Hao[65] 研究了面内

裂纹尖端附近的力学行为.

(3) 缺口尖端

当顶端角度趋于零时, 缺口就退化为裂纹. 所

以, 缺口尖端的应力场是断裂力学中的一个基本

问题.用高玉臣 [23,30]建议的两类应变能密度函数,

高玉臣及其合作者 [26,27,45] 得到了不可压缩和可

压缩材料缺口尖端应力场. 用这两类应变能函数

得到的结果具有共同的特点.

(4) 界面裂纹

对 Knowles 和 Sternberg[54] 建议的一种可压

缩材料的应变能函数, Herrmann[66] 得到多种渐近

形式的变形, 每个解都满足平面应变状态下平衡

方程. 为改进其渐近解, Herrmann [67] 对文献 [66]

的变形结果进行了 “二阶渐近处理 (a second-order

treatment)”. 高玉臣等 [24] 分析的结果表明, 若考

虑大变形, 就会消除裂纹尖端的应力振荡奇异性.

对 Knowles和 Sternberg [54] 和高玉臣 [23,30] 中

所建议的几种本构关系,高玉臣 [40] 比较了解的结

构, 发现这些解具有共同的特点. 但对界面裂纹尖

端处的应力状态而言, 高玉臣 [23,30] 所建议的两种

本构关系存在差异.基于高玉臣在文献 [30]中提出

应变能函数, 界面裂纹尖端处于单向拉伸状态, 而

基于高玉臣在文献 [23] 中提出的应变能函数, 界

面裂纹尖端并不是单向拉伸状态.

(5) 一般理论

在任意载荷作用下, Le 等 [68] 对一类 Ogden-

ball 可压缩橡胶类材料的平面应变裂纹问题进行

了讨论, 他们认为各种情况下的裂纹尖端变形奇

异场只相差一个刚体旋转项. 文献 [68] 中还对裂

纹尖端场的渐近解的研究情况进行了详细综述.

(ii) 平面应力问题

由于厚度方向的收缩, 平面应力状态下的裂

纹尖端应力场的分析比平面应变状态下的要复杂

得多.

(1) 可压缩材料

高玉臣等 [25] 得到了平面应力问题在扩展区

的解, 这个解也适用于一类平面应变问题 [23], 但

不适用于两种材料的界面裂纹问题. Tarantino[69]

得到了可压缩 Mooney-Rivlin 超弹性薄膜中的一

个 Airy 应力函数, 并计算了裂纹尖端应力奇异场.

Tarantino[70] 还得到了可压缩 neo-Hookean 材料中

缺口尖端的一个渐近解.对高玉臣 [30] 建议的一类

形式比较简单的应变能函数,高玉臣等 [37] 得到了

一个渐近解. 对 neo-Hookean 材料, Legrain 等 [71]

用广义有限元法 (extended finite element method)

—— 一种无网格方法, 给出了裂纹尖端应力场渐

近性质的数值解.

(2) 不可压缩材料

对处于双向拉伸应力状态的 neo-Hookean 材

料, Wong等 [48] 在渐近解框架的基础上,得到了在

无穷远处双向拉伸平面应力问题的一个近似的全

场解, 这个解和实验结果吻合得很好.

对不可压缩广义 neo-Hookean 材料薄膜,

Geubelle 等 [72] 给出了裂纹尖端应变和应力的一

个渐近解, 这个解可以用有限元法加以验证.

(3) 缺口尖端

对高玉臣 [23] 建议的一类应变能函数, 高玉

臣等 [44] 将缺口尖端分为扩张区和收缩区, 得到

了薄膜缺口尖端应力应变场的渐近解. 对于不可

压缩 neo-Hookean 薄膜材料中的缺口尖端应力场,

Tarantino[73] 给出了一个渐近解.

(4) 界面裂纹

对两种性质不同的 neo-Hookean 薄膜材料的

界面裂纹, Knowles 等 [74] 构造了应力和位移的

渐近场. Ravichandran 等 [75] 用有限元法验证

了 Knowles 等 [74] 的解. Geubelle 等 [76] 给出

了广义 neo-Hookean 薄膜材料中裂纹尖端应力应

变奇异场的一个渐近解, 并用有限元法进行了验

证. Geubelle[77] 对广义 neo-Hookean 薄膜材料模

型的渐近解、数值解和实验结果进行了归纳总结.

Ru[78] 的分析结果表明, 不论载荷形式如何, 变形

后裂纹面间的张开角总是 180◦. 对可压缩的调和
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型材料, Ru[79] 用复变函数方法得到了界面裂纹的

一个全场解.

1.2.1.2 II 型裂纹

Knowles[80] 和 Stephenson[62] 的分析结果都表

明, 与线弹性情况相比, II 型裂纹的有限变形场具

有一些特殊性质. 例如, 既便载荷关于裂纹面是反

对称的, 裂纹面在裂纹尖端也是对称地张开的. 对

具有半个椭圆缺口的 Blatz-Ko 材料半平面, Batra

等 [59] 的有限元计算结果表明,在缺口尖端应力和

主伸长是有限值, 并且应力集中系数依赖于远场

载荷的大小.

1.2.1.3 混合型裂纹

对高玉臣 [23] 建议的一种可压缩材料的应变

能函数, 高玉臣等 [29] 的分析结果显示, 即使在复

杂载荷作用下, 裂纹尖端仍处于单向拉伸应力状

态. 对于可压缩的调和型材料, Ru[81] 用二阶渐近

方法, 分析了两种材料缺口的变形, 分析结果表明

缺口尖端的张开角不论载荷形式如何, 总是 180◦.

用高玉臣 [30] 建议的一种应变能函数, 高玉臣等
[46] 用渐近方法和有限元法分析了可压缩材料在

平面应变状态下的混合型裂纹的渐近性质. 分析

结果表明, 既使是在纯剪切状态下, 裂纹尖端仍处

于单向拉伸状态, 只是拉伸的方向有一定的旋转.

对可压缩调和型材料, Ru[82] 的分析结果表明, 在

混合型裂纹尖端有一条局部的非椭圆性的变形带

(nonelliptical deformation bend).

1.2.1.4 扩张区和收缩区

尽管 Knowles和 Sternberg[54] 最早对 Blatz-Ko

材料的裂纹问题进行了系统的分析, 但他们的分

析并不完善. 后来, Knowles和 Sternberg[55] 又进行

了二阶近似分析来改进分析结果. Herrmann[66,67]

用相同的方法分析了界面裂纹问题. 他们的分析

过程都非常繁琐, 论文的篇幅也很长. 关于这个问

题的进一步评述见本文 4. 1节. 后来,许多学者用

不同的弹性本构模型对上述问题进行了类似的研

究 [47,62,68,70,72∼76,78,82]. 这些论文的篇幅都很长.

高玉臣等 [23,30] 提出了分区的解法,改进了裂

纹尖端渐近分析方法. 为了证明分区方法的必要

性, 高玉臣等 [23∼27,29,30,32,35,37,44∼47] 用不同的本

构模型对一系列裂纹和缺口问题的奇异性进行了

分析. 结果表明, 在裂纹尖端和缺口尖端都存在扩

张区和收缩区. 所以, 分区方法是十分必要的. 对

不同的弹性本构模型, 渐近解的主项是相同的. 而

忽略扩张区的其它解法都有矛盾.

1.2.2 集中力

集中力作用下的半平面线弹性问题, 即著名

的 Boussinesq 问题, 已由 Boussinesq 解决 [83]. 但

是直到最近, 其非线性问题才由 Simmonds 等 [84]

开始研究. Warme 等 [85] 曾进行过详细的综述.

1.2.2.1 拉力情况

Simmonds 等 [84] 研究了一个受拉力 P 作用

的弹性半空间 (z ≥ 0), 见图 1. 他们采用了两

种应变能函数, 一种是广义 neo-Hookean模型或称

Knowles 幂次模型 [86], 其应变能的表达形式为

U =
1
2b

{[
1 +

b

n
(I − 3)

]n

− 1
}

(12)

式中 I 是右 Cauchy-Green应变张量的第一不变量,

b 和 n 是材料常数.

图 1 拉力作用下的弹性半空间

为了描述变形,使用无量纲化的球坐标系 ξ, φ

和 θ 作为初始构形上的坐标, 这样就有

(x, y, z) =

√
P

µ
ξ(sinφ cos θ, sinφ sin θ, cos φ) (13)

式中 P 是拉力、µ 是剪切模量. 变形后, 位置向量

ρ̄ 由下列柱坐标系表示

ρ̄ = ρ̄(ξ, φ)er(θ) + ξ̄(ξ, φ)ez (14)

式中

er = ex cos θ + ey sin θ (15)

式中 ex, ey 分别是 x, y 方向上的单位向量.

当 ξ → 0 时, 假设渐近解的映射函数为

ρ̄ = ξαF (φ) + o(ξα)

ξ̄ = ξβG(φ) + o(ξβ)
(16)
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经过分析和计算, 可得渐近解

G = G0 =
1
β

(
nn−1

2πbn−1

) 1
2n−1

F =
2√
βG0

sin
φ

2

(17)

式中

β =
2n− 3
2n− 1

, α =
2n

2n− 1
(18)

由于 β > 0, 方程 (18) 要求 n >
3
2
.

Simmonds 等 [84] 的分析结果表明, 在拉力作

用点附近, 材料是处于单向拉伸状态的. 进一步分

析表明, 对于 Blatz-Ko 材料不存在映射函数 (16)

的渐近解, 就是说, Blatz-Ko 材料不能承受拉力.

Knowles[86] 的分析结果表明, 当材料足够刚硬时,

广义 neo-Hookean 材料能够承受拉力的作用.

以高玉臣建议的应变能函数 [23] 为基础,高玉

臣等 [28] 分析了一个拉力作用下的橡胶锥体,当锥

体的锥角为 180◦ 时, 问题就变成 Simmonds 等考

虑的问题 [84]. 详细的综述见 4.2 节.

对几种各向同性可压缩和不可压缩超弹性材

料弹性半空间受拉力的情况, Warne 等 [87,88] 给出

了有限变形问题的渐近解.

超弹性材料能否受拉力是一个有趣的问题.

为确定可压缩超弹性材料能否承受拉力而发生有

限位移, Warne 等 [85] 对一系列应变能函数进行了

渐近分析. 分析结果表明, 只要对材料常数加以一

定的限制, Antman[89] 和高玉臣等 [30] 建议的本构

模型可以承受拉力. 但另一些本构模型不能承受

拉力, 其中包括一类特殊的 Hadamard 材料、广义

Blatz–Ko 材料、广义 Hadamard 材料、高玉臣 [23]

建议的一种本构模型以及一种生物材料的本构模

型.

1.2.2.2 压力情况

如 Simmonds 和 Warne 等 [84,85] 的观点, 对于

集中压力作用下的弹性半空间, 大变形问题仍是

一个没有解决的问题. 小变形情况的问题比较简

单, 只要将拉力问题的解加一个负号便得到压力

问题的解. 但对于大变形, 这两种情况是完全不同

的两种问题.

对高玉臣 [23] 建议的一种应变能函数, 高玉

臣 [36] 分析了这种受压情况下的非线性 Boussineq

问题. 分析结果表明, 在压力附近, 应力场中存在

扩张区和收缩区, 并给出了渐近解. 详细综述见 4.

2节. 对在压力作用下的几种不可压缩材料的弹性

半空间, Lee 等 [90] 给出了渐近解.

1.2.3 角点接触问题

线弹性材料的光滑表面接触问题是由 Hertz

解决的 [91], 这是接触问题的第一个理论解. 两个

光滑表面的一般接触问题可由积分方程法和有限

元法来解. 但角点接触问题却不能在小变形理论

的框架下来求解. 这是因为, 在小变形弹性理论的

模型中, 角点接触不是一个面, 而只是一个点. 所

以,求解角点接触问题时,只有大变形理论才有效.

Aleksandrov 等 [92] 用渐近方法求解了楔形体与任

意形状基础的接触问题.用Wiener-Hopf方法, Kip-

nis 等 [93] 求解了受任意形状刚性楔体作用的弹性

楔体问题. Filippova[94] 分析了有预应力的不可压

缩 neo-Hookean 材料受光滑刚性楔作用的三维接

触问题.

平面应变状态下, 橡胶缺口和刚性楔的接触

问题是一个基本问题. 对于可压缩的橡胶材料, 用

高玉臣建议的本构模型 [23,30], 高玉臣等 [34,41] 给

出了渐近解. 这个解说明, 在橡胶缺口附近, 存在

扩张区和收缩区. 对于 Knowles等 [53] 建议的一种

可压缩橡胶材料的本构模型,高玉臣等 [43] 也给出

了一个渐近解, 这个解和有限元的计算结果一致.

和文献 [34] 的结果类似, 变形后, 在橡胶缺口同样

存在着扩张区和收缩区.

另外一个基本问题是三维情况下的角点接触

问题. 用高玉臣 [23] 建议的本构模型, 高玉臣等
[38,39] 给出了轴对称情况下的一个渐近解. 在这类

问题的变形场中, 都存在着扩张区和收缩区. 关于

这类问题的详细综述, 见 4.3 节.

1.3 余能原理

在上述问题中, “基面力” 可以作为一种可以

选择的求解工具. 与小变形情况类似, 可以建立弹

性大变形的势能原理, 没有任何困难. 当采用基面

力 T i 和位移梯度 ui 时, 势能原理的表达形式还

可以变得非常简捷 [21,22].

但对弹性大变形问题, 情况就大不一样, 是

否存在像小变形情况中以应力为独立变量的余能

原理？从上世纪初提出这个问题以来, 人们提出

了多种形式的余能原理 [95∼108], 但都存在矛盾.

至今仍未给出余能原理的适当表达形式. 正如

Levinson[97] 指出的, 利用第二类 Piola-Kirchhoff 应

力作为基本未知量, 不可能建立和小变形情况类
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似的大变形余能原理, 其原因是公式中包含一个

“令人讨厌” 的项. 尽管如此, Levinson[97] 仍给出

了一个种新的大变形余能原理. 在这个余能原理

中, 他采用了第一类 Piola-Kirchhoff 应力 τ 为基

本未知量. 然而, Levinson[97] 未证明这类应力的

共轭量, 即变形梯度 F , 可以唯一地通过第一类

Piola-Kirchhoff 应力 τ 表示出来. Veubeke [100] 基

于变形梯度张量极分解定理, 建立了一种余能原

理, 在余能泛函中仅含有应力和刚体转动项. 但

Veubeke[100] 的余能泛函仍不是一种纯余能原理.

Ogden[102] 讨论了表示这种刚体转动的可能性和

唯一性, 并给出了若干限制条件. 但是这些限制条

件似乎是不正确的, 因为确定主轴的方位并不等

价于确定单元的转轴的方位. Gao[106∼110] 对余能

原理进行了研究. Gao 等 [106] 讨论了 Levinson[97]

称之为 “令人讨厌”的项,并且称它为 “裂隙函数”,

其后, 在文献 [107] 中, 将 “裂隙函数” 通过第一类

和第二类 Piola-Kirchhoff 应力表示了出来, 从而消

去了位移项, 得到了一种余能原理. 然而, 该原理

中包含着第二类 Piola- Kirchhoff应力张量的逆,这

是很难求得的且有可能不存在. 此外, Gao [107] 的

余能公式与线弹性情况也不相似.

为了消除现有各种弹性大变形的余能原理中

存在的矛盾, 高玉臣 [42] 采用 “基面力” 作为状态

变量, 来代替第一、二类 Piola-Kirchhoff 应力张量,

建立了一种余能原理. 使含有转动的变形梯度可

由 “基面力”T i 唯一确定, 此原理将在第 5 节中作

简要介绍.

2 三种应力张量的直观定义

Cauchy 应力张量、第一类和第二类 Piola-

Kirchhoff 应力张量的直观定义已在许多教科书中

给出 [16,17,21,111∼124]. 为了系统阐述本文的主要观

点, 下面对这应力的定义做一简要概述.

2.1 Cauchy 应力张量的分量

早期, 人们对应力张量的定义强调其分量, 一

般采用笛卡尔坐标系. 让我们考虑一个物体的当

前构形. 用 xi(i=1, 2, 3)表示当前构形的笛卡尔坐

标系, ei 表示沿坐标轴向的单位矢量. 为了描述某

一点的应力状态, 我们围绕此点取一个正六面体

微元, 这个点的矢径用 Q 表示, 在当前构形上, 正

六面体的边长记为 dx1,dx2,dx3, 见图 2.

我们用 dσi 表示作用在正六面体 3 个正侧面

上的力, 用 σi 表示此 3 个正侧面上的应力, 则

σi =
dσi

dxi−1dxi+1
(19)

式中约定指标满足 3+1=1, 1−1=3. 此外,用 σji 表

示 σi 在 ej 方向的分量. 即

σi = σjiej (20)

σji 称为 Cauchy 应力张量的分量. σji 完整表

达了 Q 点应力状态.

图 2 当前构形的正六面体微元

2.2 第一类 Piola-Kirchhoff 应力张量的分量

对于大变形固体, 应该区分当前构形和初始

构形. 考虑一个物质点, 在初始构形中用位置矢

量 P 表示, 包含该点的正六面体微元见图 3.

图 3 当前构形的平行六面体微元 (其原来形状是正

六面体)

用笛卡尔坐标 Xi 表示正六面体微元边长. ei

表示沿 Xi 方向的单位矢量, 则 ei =
∂P

∂Xi
, ei

是一组标准正交矢量. 那么正六面体微元的边为

e1dX1、e2dX2 和 e3dX3. 变形后,正六面体变为平

行六面体,边长为 Q1dX1, Q2dX2 和 Q3dX3,其中

Q 为变形后物质点的位置矢量, 且 Qi =
∂Q

∂Xi
. 显

然, e1, e2 和 e3 在变形后分别变为 Q1, Q2 和 Q3.
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一般情况下, Qi 并不一定是正交矢量. 平行六面

体 3 个正侧面上的力分别表示为 dT i. 假设变形

前, dT i 就作用在初始正六面体相应的侧面上. 用

τ i 表示相应侧面上初始单位面积上的力

τ i =
dT i

dXi−1dXi+1
(21)

式中 dXi → 0. 如果在初始基矢 ej 上分解 τ i, 则

τ i = τ jiej (22)

式中 τ ji 就是第一类 Piola-Kirchhoff应力张量的分

量.

2.3 第二类 Piola-Kirchhoff 应力张量的分量

若在当前构型上的 3个基矢 Qj 上分解 τ i,则

有

τ i =
ji∑

Qj (23)

ji∑
为 Piola-Kirchhoff 应力张量的分量.

2.4 绝对符号

从现代的观点来看, 一个张量可以用基矢的

并矢求和来表达. 那么 Cauchy 应力张量 σ、第

一类 Piola-Kirchhoff 应力张量 τ 和第二类 Piola-

Kirchhoff 应力张量 T (2) 可写成

σ = σjiej ⊗ ei = σi ⊗ ei

τ = τ jiej ⊗ ei = τ i ⊗ ei

T (2) =
ji∑

ej ⊗ ei = τ i
0 ⊗ ei

(24)

式中

τ i
0 = σjiej (25)

注意, 式 (23) 中的 τ i 和式 (25) 中的 τ i
0 是不同

的. 因为 σ, τ 和 T (2) 是这 3 个应力张量的绝对

表示, 在坐标变换时, 它们是不变量. 上面给出的

3个应力张量具有不同的功能,在许多书中都有详

细介绍, 见第 2 部分开始时引用的文献.

3 “基面力” 和应力张量

下面我们简单阐述 “基面力” 的概念, 详细论

述请见文献 [21, 22, 124].

3.1 “基面力” 的定义

在当前构形上建立一个拉格朗日坐标系 xi,

xi 为曲线坐标系. Q 表示当前构形中物质点的位

置矢量. Qi 表示物质点的基矢量, 即 Qi =
∂Q

∂xi
.

当前构形中平行六面体微元的各边表示为 Q1dx1,

Q2dx2 和 Q3dx3, 见图 4.

图 4 当前构形的平行六面体微元

我们用 dT i 表示作用于微元体 3 个正侧面上

的力, 当 dxi (i = 1, 2, 3) 趋向于零时, 有极限值

T i =
dT i

dxi−1dxi+1
(26)

式中约定指标满足 3 + 1 = 1 和 1− 1 = 3. T i 就称

为 “基面力”.

在式 (19) 中, 当 xi 是当前构形的一个笛卡尔

坐标时, T i 就变为 σi. 在式 (21) 中, 当 xi 是初

始构形的一个笛卡尔坐标时, T i 就变为 τ i. “基面

力”T i 与 Cauchy应力张量、第一类 Piola-Kirchhoff

应力张量和第二类 Piola-Kirchhoff 应力张量的关

系在 3. 4 节中讨论.

3.2 “基面力” 的功能

为了说明 “基面力”T i 的功能, 需要在初始构

形和当前构形上定义一些几何量. 现在, 把 xi 看

作拉格朗日坐标,用 P 和 Q表示一个物质点在变

形前后的位置矢量, 那么, 对每个物质点, 可以得

到的两组基矢量

P i =
∂P

∂xi
, Qi =

∂Q

∂xi
(27)

P i 和 Qi 分别称为初始和当前构形的基矢. 用 VP

和 VQ 表示初始和当前的基容, 则

VP = (P 1,P 2,P 3), VQ = (Q1,Q2,Q3) (28)

式中括号表示 3 个矢量的混合乘积.

用 “基面力”T i, 可以给出初始构形或当前构

形上的力边界条件

mi

VP
T i = σ̄0 或

ni

VQ
T i = σ̄ (29)
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式中 σ̄0 为初始单位面积上给定的边界力, σ̄ 为当

前单位面积上给定的边界力. 且 mi = m ·P i,式中

m 为初始面积上的局部单位法向量; ni = n · Qi,

式中 n 为当前面积上的局部单位法向量.

用 “基面力”T i, 平衡方程可写成

∂T i

∂xi
+ ρ0VP f = 0 (30)

或
∂T i

∂xi
+ ρVQf = 0 (31)

式中 ρ0和 ρ分别是变形前和变形后的质量密度, f

是单位质量物质受到的力, 即体力. 用不同的应力

张量, 如 Cauchy 应力张量、第一类 Piola-Kirchhoff

应力张量和第二类 Piola-Kirchhoff 应力张量等表

达的平衡方程只是式 (30) 和 (31) 的变化形式. 式

(30) 和 (31) 不仅形式简捷, 而且在具体使用时易

于计算.

3.3 可压缩材料弹性定律

当我们使用 “基面力”T i 去描述应力状态时,

我们应该使用它的共轭变量来描述变形. 令 u 表

示位移, 那么

Q = P + u, Qi = P i + ui (32)

式中 ui =
∂u

∂xi
为位移梯度. 用 U 表示初始构型上

单位体积的应变能. 考虑一个平行六面体微元, 见

图 4. 设虚位移为 δu, 则由虚位移原理得

T i · δui = VP δU T iu̇i = VP U̇ (33)

式中 (·) =
d
dt

(). 因此

T i = VP
∂U

∂ui
(34)

式 (34) 为用应变能表示的 “基面力”T i. 因此, 位

移梯度 ui 正是 “基面力”T i 的共轭变量.

用平衡方程 (30) 或 (31), 弹性定律 (34), 位移

边界条件和力边界条件 (29),我们可以看到一个大

变形弹性力学问题可以用 “基面力”T i和位移梯度

ui 来描述.

3.4 应力张量的结构

正如在式 (26)所提及的,式 (19)中的 σi 和式

(21) 中的 τ i 是 T i 的特殊情况. 通过 “基面力”T i,

式 (24) 中的应力张量可写成

σ =
1

VQ
T i ⊗Qi, τ =

1
VP

T i ⊗ P i

T (2) =
1

VP
F−1 · T i ⊗ P i (35)

式中 F−1 表示变形梯度 F 的逆. 很容易证明在式

(35) 中的 3 个表达式均是张量. 其它应力张量也

可以用 “基面力” 表示, 例如, 把式 (35) 中的第二

类 Piola-Kirchhoff 应力张量表达代入式 (8), 我们

可以用 “基面力” 表示 Biot 应力张量

T (1) =
1

2VP

[
P i ⊗ T i ·R + (P i ⊗ T i ·R)T

]
(36)

式中 R 是式 (1) 中定义的旋转张量.

从式 (35)和 (36)中,我们可以看出 Cauchy应

力张量、第一类 Piola-Kirchhoff 应力张量、第二类

Piola-Kirchhoff 应力张量和 Biot 应力张量都是由

T i 配以不同基矢构造出来的,构造的框架相同.所

以, 从直观和分析两方面看, 各种应力张量都可用

“基面力” 构造出来. 打一个比方, 对应力状态来

说, 各种应力张量相当于同一个人穿的不同衣服.

3.5 一些与坐标无关的绝对表达式

由上面的讨论我们知道, “基面力”T i 可以代

替各种应力张量. 下面将会看到, 不用坐标系也可

用 “基面力” 来表达应力张量 [22]. 在当前构形中,

考虑一个四面体微元, 其边用向量 a, b 和 c 表示,

见图 5. a0, b0 和 c0 表示向量 a, b 和 c 在变形前

对应的向量. 用 Ha, Hb 和 Hc 表示与 3条边 a, b

和 c 对应的侧面上的力, 用 Hn 表示底面上的力.

现在可以想象, a, b 和 c 的基矢为 Q1, Q2 和

Q3,那么,从式 (35)的第一个方程可以得到 Cauchy

应力张量

σ =
1

3V
(Ha ⊗ a + Hb ⊗ b + Hc ⊗ c) (37)

式中 V 是四面体微元当前的体积. 类似地, 可以

想象, a0, b0 和 c0 初始基矢为 P 1, P 2 和 P 3, 那

么,由式 (35)的第 2个方程可以得到第一类 Piola-

Kirchhoff 应力张量

τ =
1

3V0
(Ha ⊗ a0 + Hb ⊗ b0 + Hc ⊗ c0) (38)

式中 V0 为四面体微元初始的体积. 将图 5 中的顶

点循环, 不难证明以下公式

σ =
1
V

Hi ⊗ ρi, τ =
1
V0

Hi ⊗ ρi0, i = a, b, c, n (39)
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式中 ρi 是在当前构形上, 从四面体微元的形心到

每个侧面中心的矢量, ρi0 是 ρi 的初始矢量. 因

为四面体微元处于平衡状态, 所以有 Ha + Hb +

Hc + Hn = 0. ρi 的初始点可以任意选择, 式 (39)

也适用于任意多面体. Cauchy 应力张量和第一类

Piola-Kirchhoff 应力张量的积分表达式为

σ =
1
V

∮
σn ⊗QdS, τ =

1
V0

∮
σn

0 ⊗ PdS0 (40)

式中 V 为当前构形中包含一个物质点的、任意小

的空间区域的体积, dS 表示区域 V 表面的当前

面积微元, σn 是当前构形上这个任意小空间区域

表面上的应力向量, Q 是当前构形上这个任意小

的空间区域表面上点的位置矢量. V0 为初始构形

中包含一个物质点的、任意小的空间区域的体积,

dS0 表示这个空间区域表面的面积微元, σn
0 是这

个空间区域表面变形前单位面积上的力, P 是初

始构形上这个任意小的空间区域表面上点的位置

矢量.

众所周知, 张量与坐标系的选择无关, 有绝

对性. 然而, 式 (35) 必须在一个坐标系中给定.

当我们使用式 (39) 和 (40) 时, 就不再需要坐标

系.

(a) 变形前 (b) 变形后

图 5 四面体的 3 个侧面和底面上的作用力

4 弹性大变形中 3 类典型的奇异点问题

橡胶类材料中的裂纹尖端应力场、集中力附

近的应力场以及刚性楔和橡胶缺口接触处的应力

场是 3 类典型的弹性大变形奇异点问题. 这一节

将说明 “基面力” 结合分区方法在求解以上 3 类

问题中的应用.

4.1 裂纹或缺口尖端应力场

众所周知, 裂纹和缺口尖端的应变是奇异的,

就是说, 和远场相比, 尖端的应变趋于无穷大. 对

于能发生很大弹性应变的橡胶类材料, 裂纹尖端

的应变趋于无穷大, 因此, 小变形弹性理论在这里

并不适用. 裂纹尖端的几何非线性和物理非线性

使得问题非常复杂. Knowles 等 [53] 最早对这个

问题进行过系统的分析. 他们发现在裂纹尖端附

近的应力状态是单向拉伸状态. 他们采用如下形

式的应变能密度来导出平面应变的弹性本构关系,

这种弹性本构关系既适用于小应变情况, 也适用

于大应变情况.

U = (AI + BJ + CIJ−2)n (41)

式中 I为右 Cauchy–Green应变张量的第一不变量;

J 为变形后与变形前的体积比; A, B, C 和 n 为材

料常数. 分别用 xα和 yα(α = 1, 2)表示变形前和变

形后的笛卡尔坐标. 裂纹位于 x2 = 0, −b < x1 < b,

见图 6.

(a) 变形前 (b) 变形后

图 6 单向拉伸无限大平面中的裂纹

问题的关键是弄清楚裂纹尖端附近的渐近特

性. 下面先回顾一下 Knowles 等提出的解决办法.

为了描述右边裂纹尖端的初始构型, 引入如下极

坐标

x1 − b = r cos θ, x2 = r sin θ (42)
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假定在裂纹尖端附近, 从初始构型 xα 到当前

构型 yα 的映射函数为

y1 = b + rm1υ1(θ) + o(rm1)

y2 = rm2υ2(θ) + o(rm2)
, −π ≤ θ ≤ π (43)

式中 yα 为变形后物质点的笛卡尔坐标.

考虑到裂纹尖端的变形是关于 x1轴对称的这

一特点, 有

υ1(θ) = υ1(−θ), υ2(θ) = −υ2(−θ), −π ≤ θ ≤ π

(44)

为了简化分析, 令

m1 = m, m2 = 4− 3m, 1 < m <
4
3

(45)

经过一段繁琐的推导, 最后得到如下两个方

程

pϋ2 + (n− 1)ṗυ̇2 + (4− 3m)·
[3(1−m)(2n− 1) + 1]pυ2 = 0

6(1−m)(n− 1)wυ̇2 − (4− 3m)ẇυ2 = 0

(46)

式中 n 为材料常数

p = (4− 3m)2υ2
2 + υ̇2

2

w = pn−1(B − 2Cpq−3)

q = mυ1υ̇2 − (4− 3m)υ2υ̇1

(47)

式中
·
() =

d
dθ

(). 边界条件是

υ̇2(±π) = 0, w(±π) = 0 (48)

因为式 (46) 中的第一个方程中只含有 υ2, 所

以可以解得 υ2 的解析解

υ2(θ) = a sin
θ

2


1−

2k2 cos2
θ

2
1 + ω(θ)




1
2

[ω(θ) + k cos θ]
k
2

ω(θ) =
(
1− k2 sin2 θ

) 1
2 , k = 1− 1

n
(49)

式中 a 是一个任意常数. 由于特征值 m 为

m = 1 +
1
6n

(50)

式 (46) 中第 2 个方程化为

2(n− 1)wυ̇2 + (2n− 1)ẇυ2 = 0 (51)

经过分析可以得到 w ≡ 0 (−π ≤ θ ≤ π). 进而

得到

3(2n− 1)υ2υ̇1 − (6n + 1)υ̇2υ1 + 6n

(
2C

B

) 1
3

p
1
3 = 0,

−π ≤ θ ≤ π

(52)

由于 υ2(0) = 0, 所以裂纹尖端点 (即坐标原点) 是

方程 (52) 的一个奇异点.

Knowles 等 [54] 认为 υ1 应具有如下形式

υ1(θ) = K(χ) |υ2(θ)|χ−1 + P (θ, χ) (53)

式中

χ =
2(6n− 1)
3(2n− 1)

,
1
2

< n < ∞ (54)

P (θ, χ)在 θ = 0处是非奇异的. 这样 υ1 在 θ = 0处

的非奇异性决定于参数 χ,也就是决定于材料常数

n. 在 Knowles 等 [54] 的长达 41 页的文章中, 关于

υ1 的非奇异性论证就占了很大的篇幅. 在这个论

证中, 还根据材料常数 n 取不同的值, 分为许多种

情况加以讨论. 后来, Knowles 等又对这一问题进

行了二阶渐近分析, 其研究结果发表在另一篇长

达 33页的文章 [55] 中. 继 Knowles等 [54,55] 的研究

工作之后, 针对不同的弹性本构关系, 不同的边界

条件, 人们对这一问题又进行了许多研究, 其中的

一些研究是建立在 υ1 非奇异的前提下进行的, 所

以这些推导过程都十分繁琐. 关于公式 (42)∼(54)

的推导过程可以在文献 [54] 中查到.

问题是 υ1(在 θ = 0 处) 的非奇异性是否必

要？人们会问, 是否一定存在一系列关于 υ1 和 υ2

的、统一的映射函数, 来描述裂纹尖端的变形？

如果不能这样做, 能否将裂尖附近的整个区域, 即

−π ≤ θ ≤ π, 分解为一些子区域, 在每个子区域上

具有不同的映射函数？

基于上述考虑,高玉臣 [23] 对裂纹尖端奇异场

提出了不同于 Knowles 等的渐近分析方法. 下面

对高玉臣提出的方法做一回顾, 关于以下式 (55)∼
(68) 的详细推导过程, 请参见文献 [23].

高玉臣建议如下应变能函数来描述裂纹尖端

的弹性行为

U = a
[(

IJ−2/3
)n

− 3n
]

+ b
(
J2 − 1

)m
J−2l (55)

式中 a, b, n, m 和 l 都是材料常数. 图 7 为裂纹

尖端区域变形示意图. 变形前, 物质点的极坐标为



104 力 学 进 展 2011 年 第 41 卷

(R,Θ); 变形后, 该点的坐标为 (r, θ). 坐标原点选

在裂纹尖端点,在裂纹尖端附近, R和 r 都非常小.

考虑到变形后裂纹尖端处于单向拉伸状态, Θ 和 θ

的变化范围分别是 −π ≤ Θ ≤ π 和 −π

2
≤ θ ≤ π

2
.

(a) 变形前 (b) 变形后

图 7 裂纹尖端的变形模式

为了描述变性特征, 将裂纹尖端区域分为 Λ1,

Λ′1 和 Λ2 3 个部分, 见图 7. 变形前, Λ1(0 < Θ ≤ π)

和 Λ′1 (−π ≤ Θ < 0) 分别为上弹性半空间和下

弹性半空间的绝大部分. 变形后, 由于裂纹尖端的

上、下两表面的夹角由变形前的 0◦ 变为变形后的

180◦, 见图 7(a) 和 7 (b), Λ1 和 Λ′1 几乎变成了一条

线,这条线处在 θ =
π

2
和 θ = −π

2
附近.所以 Λ1 和

Λ′1 称为收缩区. 相反,变形前, Λ2 为 Θ = 0附近一

条非常小的区域;但变形后, Λ2 几乎占据了整个弹

性半空间,即 −π

2
≤ θ ≤ π

2
这个区域,所以 Λ2 称为

扩张区. 由于收缩区和扩张区的变形特点不同, 所

以不存在统一形式的映射函数. 因此, 应该用不同

的映射函数来描述裂纹尖端的变形. 在收缩区 Λ1,

映射函数可设成

r = R1−δϕ(Θ), θ =
π

2
−Rγψ(Θ), 0 < Θ ≤ π

(56)

式中 δ 和 γ 为待定常数. 由奇异性的匹配关系, 有

γ =
6s− n

3s + n
δ (57)

式中 s = m− l. 由式 (56)表示的映射函数,可

导出应力表达式, 然后代入平衡方程, 最后得到关

于 ϕ 的方程

ϕ′′ + (1− δ)ϕ


1− δ(2− e)− δ(1− δ)2(1− e)2

ϕ′2

ϕ2
+ e(1− δ)2


 = 0

(58)

式中 ()′ =
d

dΘ
(), e =

3s + n

3s(2n− 1)− n
. 关于 ϕ 的边

界条件是

ϕ(0) = 0, ϕ′(π) = 0 (59)

考虑到裂纹扩展中能量释放率的关系, 有

δ =
n + 3s

6ns
(60)

这个结果可以由方程 (58) 在边界条件 (59) 下的

数值解来验证. 实际上, 函数 ϕ 等价于 Knowles

等 [54] 中的 υ2, 即式 (46) 中的函数 υ2. 决定 ψ 的

方程是
na

3
pn − sbq

2
3n+2s = 0 (61)

式中

p = (1− δ)2ϕ2 + ϕ′2

q = ϕ[γϕ′ψ − (1− δ)ϕψ′] (62)

比较 Knowles 等 [54] 中出现的式 (47) 中的 p, q 与

上式中的 p, q, 可以看出, 它们具有同等重要的地

位. 对于来讲, 方程 (61) 最终和方程 (52) 相似. 当

然, 在 θ = 0 处, ψ 具有奇异性, 而这正是解的自然

属性. 当 θ → 0 时, 收缩区 Λ1 的解应和扩张区 Λ2

的解相匹配, 而与另一个收缩区 Λ′1 无关.

下面考虑扩张区 Λ2 的映射函数. 令

r = R1+βρ(ξ), θ = ω(ξ),

ξ = ΘR−α, −∞ ≤ ξ ≤ ∞ (63)

由奇异性的匹配关系, 有

α =
6s− n

3s− 2n
β (64)

经过一段繁琐的推导, 最终得到关于 ρ 和 ω 的方

程

ρ′′

ρ
− ω′2 − 1

∆
µ

(1 + β)
ρ′2

ρ2
(1 + Ω −Q) ·

[
1
3
(1− 2Ω)− 2s− 1

4n− 3
Q

]
= 0

ω′′

ω′
+ 2

ρ′

ρ
− 1

∆
µ

(1 + β)
ρ′

ρ
(1 + Ω −Q) = 0

(65)

式中 ()′ =
d
dξ

(), 以及

Ω =
ω′2ρ2

ρ′2
, Q =

3sbυ2s+
2n
3 u1−n

naρ′2

∆ = 1 + 2Ω +
3(2s− 1) (2n− 1 + Ω)

(4n− 3) (1 + Ω)
Q

u = ρ′2 + ρ2ω′2, υ = −(1 + β)ρ2ω′

µ =
3n(2s− 1)β
(3s− 2n)

(66)
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边界条件是

ρ′(0) = 0, ω(0) = 0

ω(±∞) = ±π/2
(67)

式中 ρ(0) 是一个不确定的参数, 它表示变形场的

幅度或大小. ω′(0) 可以由式 (67) 第 2 个条件来确

定. 在收缩区 Λ1(θ → 0) 和扩展区 Λ2(ξ → ∞) 之

间, 应力和位移要连续. 所以, 可以得到奇异性指

数的匹配条件

β =
3s− 2n

3s + n
δ (68)

除此之外, 还要求 ϕ(0) 的大小和 ρ(0) 相关联.

在文献 [54, 55] 中, 上述 3 个区域 Λ1, Λ′1 和

Λ2 被当作一个区域来处理, 用了单一的一个映射

函数来描述裂纹尖端的变形, 没有单独考虑扩张

区 Λ2, 所以导致了一些矛盾的结果. 实际上, 他们

的解只适用于收缩区 Λ1 和 Λ′1. 不考虑扩张区 Λ2,

他们就想将两个收缩区匹配在一起, 还要求映射

函数 ψ (或 υ1) 非奇异. 这是导致矛盾的原因.

4.2 集中力

用应变能式 (55) 表示的应变能函数, 高玉臣

等 [28] 分析了图 8 所示的拉力作用下橡胶锥体的

奇异性问题.分别用球坐标 (R,Θ ,Φ)和 (r, θ, φ)表

示一个物质点在变形前和变形后的位置.

集中力附近的变形可用下列渐近形式的映射

函数来描述

R = r1+βf(ξ), Θ = g(ξ), Φ = φ, ξ = θr−α

(69)

(a) 变形前 (b) 变形后

图 8 集中力作用下的橡胶锥体

经推导, 可以得到

ξ = sin
Θ
2

[
P

4nπa(1− cosΘ0)

]−α/2

·
(

3sb

na

) α
4s

(1 + β)−1−α (70)

和

r = −R
1

1+β f
−1
1+β
0

rθ = ξr1+α = R
1+α
1+β f

− 1+α
1+β

0 ·
[

P

4nπa(1− cosΘ0)

]−α
2
·

(
3sb

na

) α
4s

(1 + β)−1−α sin
Θ
2

(71)

比较式 (71) 和式 (16) 和 (17), 我们可以看到

上述结果和 Simmonds 等 [84] 得到的结果一致. 由

于应变能函数的形式与 Simmonds 等 [84] 的应变

能函数形式不同, 得到的解只是在一些常数上有

差别.高玉臣等 [33] 还给出了拉力作用下橡胶锥体

的有限元数值计算结果.

正如 Simmonds 等 [84] 指出的那样, 进一步要

研究的是集中压力作用下的弹性半空间问题. 在

小变形情况下, 只要在拉力载荷解的前面加一个

负号便得到压力载荷问题的解. 但对于大变形问

题, 压力问题和拉力问题是完全不同的两个问题,

情况要复杂得多. 用高玉臣 [30] 建议的一类应变

能函数, 高玉臣 [36] 给出了压力情况下的分析结

果. 求解过程有以下两个特点: (1) 恰当的分区方

式; (2) 用 “基面力” 推导各方程. 下面是求解的主

要步骤.

设变形前的单位体积物质在变形后储存的应

变能表达式为 [30]

U = a
(
In + In

−1

)
(72)

式中 a 和 n 为材料常数; I 为右 Cauchy-Green 应

变张量的第一不变量; I−1 = C−1 : I, C−1 表示

右 Cauchy–Green 应变张量 C 的逆. I 表示单位张

量. 为简化分析过程而不失一般性, 进一步假设材

料是不可压缩的, 即 J ≡ 1. 由此得到 “基面力” 的

表达形式

T i = 2naVP

(
In−1pijQj − In−1

−1 qijpjkQk + σQi
)

(73)

式中 VP 为初始构型的基容,由式 (28)的第一项给

出; σ 为静水压力, 是待定的. 图 9 为压力作用下

的弹性半空间的剖面图以及变形前后的形状的示

意图.
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(a) 变形前 (b) 变形后

图 9 压力作用下变形前、后的弹性半空间的剖面图

假定集中力附近的区域可以分为两个轴对称

的子区域. 一个是扩张区 EX, 变形前扩张区 EX

是位于集中力作用线上的一个很窄的区域, 见图

9(a). 变形后, 扩张区 EX 变得非常宽, 几乎占据

了整个区域, 见图 9(b). 另一个区域是收缩区 SH,

变形前,收缩区非常宽,几乎占据了整个区域,见图

9(a). 变形后,收缩区 SH 变为非常窄的一层,是绕

集中力作用线回转而成的很薄的一层, 见图 9(b).

在收缩区和扩展区中的两个典型的三角形 A和 B

分别标识在图 10(a) 和 10(b) 中. 在变形过程中, A

的中心角是收缩的, B 的中心角是扩张的.

(a) 变形前 (b) 变形后

图 10 收缩区和扩张区中典型的三角形变形

用物质点在变形前后的球坐标 (R,Θ ,Φ) 和

(r, θ, φ) 来表示这个物质点位置. 对于扩张区 EX,

在集中力附近, 当 r → 0 时, 假设如下渐近形式的

映射函数

R = r1−δh(θ), Θ = rγm(θ), Φ = φ, θ < θ∗

(74)

式中的 δ 和 γ 是正的指数, θ∗ 表示 θ 在扩张区边

界上的值.

考虑材料的不可压缩性, 可以得到 “基面力”

的表达形式

T r = 2nar2−2nδpn−1 sin θ·
{ [

t− (1− δ)2 h2
]
er − (1− δ) hh′eθ

}

T θ = 2nar1−2nδpn−1 sin θ·
[− (1− δ)hh′er +

(
t− h′2

)
eθ

]

T ϕ = 2nar1−2nδpn−1teϕ

(75)

式中 er, eθ 和 eϕ 是坐标线上的单位向量, ()′ =
d
dθ

()

p = h′2 + (1− δ)2 h2, t = r2nδp1−nσ (76)

数值结果显示,将整个区域分为收缩区 SH 和

扩张区 EX 是合理的, 见文献 [36].

高玉臣 [31] 还给出线载荷作用下楔体问题的

一个解. 这类二维问题的求解过程比三维轴对称

问题要简单, 而分区的方法是类似的.

综上所述,对于拉力,只有一个收缩区;而对于

压力, 整个区域必须分为扩张区和两个收缩区, 对

这两种不同的区域, 要分别假设不同的映射函数.

4.3 角点接触问题

高玉臣等 [34] 给出了刚性楔和橡胶缺口接触

问题的一个解.对于平面应变问题,用式 (72)描述

的本构关系,可以得到式 (34)表示的 “基面力”. 对

图 11 中的两个收缩区和一个扩张区, 变形特点应

分别加以考虑. 在角点接触问题中, 如何满足变形

后表面的接触条件是一个关键问题. 这种条件是

收缩区的一个边界条件.

(a) 变形前 (b) 变形后

图 11 刚性楔和橡胶缺口的接触问题 (2A为楔角, 2B

为缺口的夹角)

设收缩区的映射函数为

R = r1+βf(ξ), Θ = g(ξ), ξ = r−α(θ − π + A),

−∞ < ξ < 0
(77)
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式中 α 和 β 是正的指数, A 和 B 分别是楔角角度

的一半和橡胶缺口角度的一半. 又设扩张区的映

射函数是

R = r1−δh(θ), Θ = rγm(θ), |θ| < π −A (78)

当 B =
π

2
时,橡胶缺口退化为一个弹性半空间. 这

时, 可以得到收缩区的解析解

f = f0

(
1 + K2ξ2

) 1
2 , g =

π

2
+ arctg (Kξ) ,

K =
(2n− 1)

1
2n f−2

0

1 + β

(79)

5 弹性大变形的余能原理

高玉臣 [42] 建立了一种弹性大变形问题的余

能原理, 介绍如下:

5.1 基本原理

由上面的讨论, 可以认为 ui 可通过本构方程

(34) 和力矩平衡条件表示为 T i 的函数. 因此, 我

们引入一新的余能函数 UC(T i) 如下

UC =
1

VP
T i · ui − U (80)

其中 UC 称为变形前单位体积物质对应的余能.由

方程 (34) 和 (80), 可得

ui = VP
∂UC

∂T i
(81)

系统总余能定义为

πC =
∫

D

UCdV0 −
∫

Su

ū · σ0dS0 (82)

式中 dV0 和 dS0 分别表示在变形前区域 D 内的

体元和边界面元, ū为位移边界 Su 上的给定位移,

σ0 为变形前位移边界 Su 上的面力. σ0 不是独立

的变量, 须由边界上的平衡条件 —— 式 (29) 中的

第一个方程来确定, 即

σ0 =
mi

VP
T i (83)

余能原理的含义为:当 T i 满足平衡方程 (31)和力

边界条件 (29) 时, 如果系统的总余能 πC 取驻值,

则存在位移场 λ, 使得式 (81) 中的 3 个向量分别

为 λ 对 xi 导数, 即

ui =
∂λ

∂xi
(84)

在边界 Su 上, 使得

λ = ū (85)

应注意,由于没有给定 Qi,力矩平衡条件对 δT i 无

约束作用.

5.2 位移梯度的确定

首先, 我们可以引入中间标架 N i, 使得

V = Qi ⊗N i, R = N i ⊗ P i (86)

式中 V 为式 (1) 的左伸长张量, N i 为 N i 共轭向

量.

显然, ui 包含单元变形与刚体旋转两部分. 虽

然无人怀疑变形部分可由应力状态唯一确定, 即

由 “基面力”T i 唯一确定, 但人们很难相信刚体旋

转也可由 “基面力”T i 唯一确定. 实际上, 考虑由

高玉臣 [42] 给出的力矩平衡条件恰恰提供了 3 个

确定刚体转动的方程, 即

T i × (P i + ui) = 0 (87)

由式 (87) 中的 3 个条件, 再加上弹性定律 (34), 可

确定位移梯度 ui.

设

N i = P i + ui
r

, Qi = N i + ui
d

(88)

根据式 (32) 有

ui = ui
r

+ui
d

(89)

对于各向同性材料, 可以证明式 (87) 等价于

T i ×N i = 0 或 T i × ui
r

+T i × P i = 0 (90)

由于 ui
r
仅含 3 个未知的标量, 由式 (90) 可完

全可确定 ui
r

. 实际上, ui
r
是由刚体转动确定的. 设

e 为转轴方向单位向量, α 为转角, 则

ui
r

= 2 sin
α

2
e×

(
cos

α

2
P i + sin

α

2
e× P i

)
(91)

式 (90) 和 (91) 给出了一个确定 α 和 e 的条件, 即

T i × [cos α P i + (1− cos α) ·
(e · P i) e + sinα e× P i] = 0

(92)

当 T i 有两个为零时, 上式不能确定 α. 但此

时无需确定 α, 但仍能确定 e.
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对各向异性材料, 因为我们不能得到式 (92),

所以刚体转动不能由此方法获得. 但式 (92) 仍不

失为一种确定刚体转动的条件. Ogden[102] 已讨论

了类似的问题, 即由第一类 Piola-Kirchhoff 应力张

量来确定变形梯度 F . 显然,变形梯度 F 包含刚体

转动,而刚体转动和应变主轴无关.所以,确定刚体

转动和确定应变主轴不是一回事. 由于 Ogden[102]

试图利用应变主轴来确定刚体转动, 所以, 他未能

获得形式合理的余能原理, 他应考虑力矩平衡条

件.

下面来看 UC 的结构. UC 可分解为两部分

UC = UC
d

+UC
r

, UC
d

=
1

VP
T i · ui

d
−U

UC
r

=
1

VP
T i · ui

r

(93)

UC
d
可称为与变形部分对应的余能 (与微元刚体旋

转无关), UC
r
可称作与转动部分对应的余能. 而在

文献 [102] 中, 假定 UC 与刚体旋转无关. 所以, 他

的这个的假定不对.

由式 (93), 还可得到一些关系

ui
d

= VP

∂ UC
d

∂T i
, T i ·

∂ ui
r

∂T j
= 0, (j = 1, 2 , 3)

ui
r

= VP

∂ UC
r

∂T i

(94)

高玉臣 [42] 讨论了 UC 的具体形式、小变形情

况以及一些实例.

6 结 论

(1) 各种应力张量都可以用 “基面力” 来构造.

打一个比方, 对于一个应力状态来说, 不同的应力

张量就好比同一个人穿的不同衣服. 利用 “基面

力”各种力学问题可以用建立在简捷的形式上,而

不须用任何其它形式的应力张量. 在实际应用中,

用 “基面力” 计算也使问题简单得多.

客观地讲, 各种应力张量的建立, 是固体力学

发展史中的重要部分, 它曾经丰富了人们的认识.

而 “基面力” 的引入能进一步深化人们对一些基

本力学问题的认识, 即人们对力学问题的认识是

从复杂到简捷、从表面到本质这样一个认识过程.

这也是一种进步. 从实用角度讲, 因为各种应力张

量可以由 “基面力”来构造,所以,各种应力张量也

显得并不是十分必要的.

(2) 采用 “基面力”, 可以比较容易地解决大变

形弹性力学中的一系列奇异性问题. 对大多数奇

异性问题, 由于存在扩张区和收缩区, 所以, 必须

使用分区的办法来解.

(3) 用 “基面力” 作为基本变量, 可以合理地

建立大变形问题的余能原理, 这种余能原理是一

种纯余能原理, 具有与小变形情况下相同的形式.

致 谢 感谢北京理工大学范天佑教授对本文的

宝贵意见.

符号说明:

Xi—— 初始构形上的直角坐标

xi—— 当前构形上的直角坐标或 Lagrange 坐

标

ei—— 直角坐标系中坐标轴方向上的单位向

量

σ—— Cauchy 应力张量

σi—— 第 i 面应力

σji——Cauchy 应力张量的分量

τ—— 第一类 Piola-Kirchhoff 应力张量

τ i—— 第 i 面在初始构型上单位面积上对应

的力

τ ji—— 第一类 Piola-Kirchhoff 应力张量的分

量

T (2)—— 第二类 Piola-Kirchhoff 应力张量∑ji——第二类 Piola-Kirchhoff应力张量的分

量

τ i
0—— τ i

0 = Σjiej

dT i—— 变形后平行六面体微元第 i 个正侧

面上的作用力

T i—— 变形后平行六面体微元第 i 面上的基

面力

P—— 初始构形物质点的矢径

Q—— 当前构形物质点的矢径

P i—— 初始构形矢基

P i——P i 的共轭基

pij——P i 与 P j 的点积, 即 pij = P i · P j

Qi—— 当前构型上的基矢

Qi——Qi 的共轭基

qij——Qi 与 Qj 的点积, 即 qij = Qi ·Qj

VP —— 变形前基容

VQ—— 变形后基容

J—— 变形后与变形前的体积之比,
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即 J =
VQ

VP

n—— 变形后面单元上单位外法线矢量

ni——n 在当前基矢 Qi 上的分量

m—— 变形前面单元上单位外法线矢量

mi——m 在初始基矢 P i 的分量

σn—— 当前构形边界上的应力

σn
0—— 初始构形边界上的应力

σ̄——在给定力边界上,当前构型上单位面积

上给定的力向量

σ̄0—— 在给定力边界上, 初始构型上单位面

积上给定的力向量

ρ—— 当前构型上的质量密度

ρ0—— 初始构型上的质量密度

f—— 单位质量物质受到的力, 即体力

u—— 物质点的位移

ui—— 位移梯度

U—— 初始构型上单位体积物质的应变能,

即应变能函数

δ ()——() 的增量

(·)——() 关于时间的率

F—— 标架转换张量, 即变形梯度

F−1——F 的逆

· —— 标量积

: —— 双标量积

×—— 叉乘

C—— 右 Cauchy–Green 变形张量,

即 C = F T · F
U——F 的右伸长张量

λi——U 的特征值

gi——U 的正交特征向量

R——F 的二阶转动张量

V ——F 的左伸长张量

I—— 二阶单位张量

m—— 整数

Em—— Seth-Hill 应变张量或 Seth 应变

Gm—— Doyle- Ericksen 应变张量

w—— 初始构形单位体积物质受到的外力所

作的功

T (1)——与右伸长张量 U 相共轭的应力张量,

即 Biot 应力张量

T (m)——Seth-Hill 应变张量 Em 的共轭应力

a0, b0, c0—— 变形前四面体微元的 3 条边

a, b, c—— 四面体微元变形后的 3 条边

Ha,Hb,Hc—— 分别为与四面体微元的 3 条

边 a, b, c 相对面上的作用力

V —— 四面体微元变形后的体积

V0—— 四面体微元的初始体积

UC—— 变形前单位体积物质的余能

πc—— 总余能

D—— 区域

Su—— 给定位移的边界

ū—— 给定位移的边界 Su 上的给定位移

σ0—— 位移边界条件上的未知力

N i——P i 与 Qi 间的中间标架,

即 N i = R · P i

N i——N i 的共轭向量

ui
r

—— 位移梯度 ui 的转动部分

ui
d

—— 位移梯度 ui 的变形部分

e—— 沿转轴方向的单位向量

α—— 转角

UC
d

——变形前单位体积物质变形部分的余能

UC
r

——变形前单位体积物质转动部分的余能
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Abstract This article reviews three aspects of large strain elasticity. First, various conjugate stress tensors

to strain tensors are reviewed. Many researchers have studied the theory of large strain elasticity. Many

stress tensors including the Cauchy stress tensor, the first and the second Piola-Kirchhoff stress tensor, and the

Jaumann stress tensor have been proposed to describe the stress state at a point. Recently, the first author

of this article proposed a concept of ”base forces” to reveal the essence of stress state. By the concept of base
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forces, the description of the stress state becomes clearer than other stress tensors. We attempt to take base

forces as a basic point of view to deal with a review in which different descriptions of stress state are discussed

and compared. The governing equations and boundary conditions expressed by the base forces are given.

Second, this article reviews the solution of some singularity problems for large strain elasticity, i.e., problems

of stress singularity at a crack or a notch tip, at the point of application of a concentrated force and at the

vertex of contact in rubberlike materials. Methods of getting the singularity index of stress by using base forces

are introduced and compared to earlier work. Complementary energy principles for large strain elasticity have

eluded researchers for nearly 100 years. A review of some important advances in this is also given, and a new

complementary energy principle related to base forces is introduced.

Keywords large strain elasticity，base forces，singularity problems，Complementary energy principles
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