
第 40 卷 第 4 期 力 学 进 展 Vol. 40 No. 4

2010 年 7 月 25 日 ADVANCES IN MECHANICS July 25, 2010

近场动力学方法及其应用*

黄 丹 1,2,† 章 青 1,2 乔丕忠 1,3 沈 峰 1,2

1 河海大学水文水资源与水利工程科学国家重点实验室, 南京 210098

2 河海大学工程力学系, 南京 210098

3 Department of Civil and Environmental Engineering, Washington State University, Pullman, WA, 99164-2910, USA

摘 要 近场动力学 (peridynamics, PD) 是一种新兴的基于非局部作用思想建立模型并通过求解空间积分方

程描述物质力学行为的方法. 它兼有分子动力学方法和无网格方法的优点,避免了基于连续性假设建模和求解

空间微分方程的传统宏观方法在面临不连续问题时的奇异性, 又突破了经典分子动力学方法在计算尺度上的

局限, 在宏/微观不连续力学问题分析中均表现出很高的求解精度和效率. 首先概述了 PD 方法的理论基础、

建模思路和计算体系; 进而介绍了 PD 方法在不同尺度不连续力学问题中的应用, 包括均匀与非均匀材料和结

构的大变形、损伤、断裂、冲击、穿透和失稳问题, 结晶相变动力学问题以及纳米材料和结构的破坏问题; 最后

讨论了 PD 方法在理论、计算和应用等方面值得进一步研究的问题.

关键词 不连续问题, 数值模拟, 近场动力学, 非局部模型

1 引 言

固体材料和结构的破坏问题是力学研究的经

典难题, 也是机械、土木、水利、化工以及航空航

天等工程领域关注的重点. 随着断裂力学、损伤力

学等学科的发展和计算机软硬件水平的提高, 研

究者建立了各种不同的力学模型和数值方法, 试

图模拟固体材料和结构渐进破坏的全过程, 但在

微缺陷 (裂纹和孔洞) 的演化、宏观裂纹的萌生和

扩展以及裂纹间的相互作用等方面一直存在着模

型的科学性以及计算精度和效率等方面的困难.

传统的有限元法 (finite element method,

FEM)、有限差分法 (finite difference method, FDM)

等宏观方法均基于连续介质力学理论框架建立物

质模型, 在分析破坏问题时必须预先知道裂纹的

存在与否及其位置和尺寸, 在裂纹扩展后又必须

重新划分网格, 计算结果也会具有强烈的网格依

赖性. 无网格方法消除了网格依赖性, 但其高

阶连续的近似函数在求解裂纹扩展等不连续力学

问题时并不具有优势, 且结点影响域的重叠及其

是否跨越不连续界面的判断将影响计算效率. 为

此, 研究者又提出了扩展有限元 (X-finite element

method, XFEM) 和非连续有限元 (discontinuous fi-

nite element method, DFEM) 等思想, 在有限元形

函数中引入能反映不连续现象的附加函数来描述

不连续力学问题, 取得一定成果, 但在分析三维裂

纹扩展和群裂纹等复杂破坏问题时同样面临挑战.

传统模型和数值方法在分析破坏问题时面临

的精度和效率瓶颈, 源自于其理论基础 (连续介质

力学体系) 与所描述的问题本身 (不连续) 之间的

矛盾, 这一根本问题随着 PD 方法的提出而可望

得到解决. PD 方法不再基于连续性假设建模和

通过空间微分方程求解力学问题, 而是将固体离

散为空间域内一系列包含所有物性信息的带质量

的物质点 (material point), 基于非局部作用思想

建模, 根据空间积分方程的求解描述物质点的运

动, 不连续现象自然出现, 不会带来奇异性和计算

效率问题. 另一方面, PD 方法采用统一的模型和
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求解体系描述从原子尺度到宏观尺度的力学行为,

突破了经典分子动力学模型在求解尺度上的局限,

也避免了传统的多尺度模型在不同尺度力学量传

递等方面的复杂性, 因而引起了相关领域的广泛

关注, 并得到迅速发展. 近十年来, 研究者先后完

成了 PD 方法的理论论证和方法体系的构建, 并

将其成功应用于不同尺度材料和结构的静、动力

破坏分析中. 但与此同时, PD 方法仍存在大量有

待深入研究的问题.

本文概述 PD方法的基本思想和研究进展,分

别介绍 PD 方法的理论基础、建模思路和计算体

系, PD与传统连续介质力学理论的联系,以及 PD

方法在不同尺度不连续问题中的应用,并对 PD方

法在理论、计算和应用等方面值得进一步研究的

问题作出展望.

2 PD 方法的理论和计算体系

2.1 理论基础

2000 年, 美国 Sandia 国家实验室的 Silling 提

出了 PD 方法的基本思想 [1]. 如图 1 所示, 若物

体占据某一空间域 R, 假设在某一时刻 t, 域内任

一物质点 x 与其周围空间一定范围 δ(peridynamic

horizon, 近场范围尺寸) 内的任意其它物质点 x′ ∈
R : ‖x′ − x‖ ≤ δ 之间存在相互作用力 f

f = f(x,x′,u(x, t),u(x′, t), t) (1)

则根据牛顿第二定律可得 PD 方法的基本方程

ρ(x)ü(x, t) =
∫

H

f(x,x′,u(x, t),

u(x′, t), t)dV ′ + b(x, t) (2)

其中, ρ 为物质密度, u 为物质点的位移, b 代表单

位体积物质所受的外载荷, 即外载荷密度. H 为空

间域内物质点 x 的 “近场范围”

H = H(x, δ) := {x′ ∈ R : ‖x′ − x‖ ≤ δ}

由式 (2) 可知, 在 PD 模型中, 物质点间的相

互作用力函数 (constitutive function, 称为 “本构力

函数”)f 包含了材料的物性信息 (即传统理论中的

本构信息), 它不再以传统的应力 - 应变关系等形

式出现, 也不假设位移场的连续性, 求解时不存在

空间求导. 从另一方面来说, 位移场的连续与否并

不影响基本方程的求解,不连续性 (如裂纹、界面)

在求解运动方程时自然产生, 因而不会出现传统

连续性模型求解时出现的病态特征.

图 1 物质点间的相互作用力

从 PD方法的基本方程可见,基于空间积分方

程求解的 PD 模型是一个典型的计入远程作用的

新型非局部模型, 可以对基于偏微分方程求解的

传统连续介质力学模型和传统非局部模型进行有

益补充.

2.2 模型的建立

由基本方程 (2) 可知, 构建 PD 模型的关键在

于本构力函数 f 的确定,类似于分子动力学 (MD)

模型中势函数的确定. 假设物质系统构型在作刚

体运动时保持不变, 且物质点间的作用力本身与

时间无关, 则函数 f 可简化为

f(x,x′,u(x, t),u(x′, t), t) = f(x,x′,u(x′)−

u(x)) = f(x,x′,u′ − u) (3)

在空间域 R内 x点处由于近场范围内物质点

间相互作用而引起的内部作用力为

Lu(x) =
∫

H

f(x,x′,u′ − u)dV ′ (4)

则基本方程 (2) 可以简化为

ρü = Lu + b (5)

相应的静力平衡方程为

Lu + b = 0 (6)

对于均匀材料, 近场范围内两物质点间的相

互作用力可进一步简化为与两物质点在参考构形
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中的相对位置 ξ = x′ − x 和相对位移 η = u′ − u

相关的函数

f = f(u′ − u,x′ − x) = f(η, ξ) (7)

根据牛顿第三定律 (作用与反作用定律) 可知

f(−η,−ξ) = −f(η, ξ) (8)

在考虑长程作用力的近场范围内, 两物质点

间的相互作用力 f 应该与二者在现时构形中的相

对位置矢量 η + ξ = (x′ + u′) − (x + u) 方向一致,

即

f(η, ξ)× (η + ξ) = 0 (9)

由此可写出均匀材料的本构力函数 f 一般式

f(η, ξ) = F (η, ξ)(η + ξ) (10)

其中 F (η, ξ) 为标量函数, 且满足

F (−η,−ξ) = F (η, ξ)

对各向同性材料, F (η, ξ) 仅仅与 |η|, |ξ| 以及
η, ξ 之间的夹角有关, 可将其描述为

F (η, ξ) = G(p, q, r) (11)

其中 p = |ξ + η|, q = ξ · η, r = |ξ|
若在空间近场范围内材料中的物质点 x′的运

动轨迹经过任意一个闭合回路 Γ 后, 对物质点 x

所做的功为零, 即
∮

Γ

f(η, ξ) · dη = 0,∀Γ (12)

则该材料可以用微观弹性 PD模型来描述,此时必

然存在一个标量函数 w(η, ξ), 使得

f(η, ξ) =
∂w(η, ξ)

∂η
(13)

此处的 w(η, ξ) 类似于分子动力学方法中的对势

函数, 描述近场范围内两物质点间相互作用的强

弱. 由此可将微观弹性材料的 PD 本构力描述函

数 F (η, ξ) 简化为 [1]

F (η, ξ) = H(p, ξ) (14)

将本构力函数 f(η, ξ) 线性化, 可得

f(η, ξ) = f(0, ξ) + C(ξ) · η + o(|η|2) (15)

式中 C(ξ) 为 PD 本构模型中的微观弹性系数张

量. 对于线弹性材料, 它是一个二阶对称张量

C(ξ) = CT(ξ) =
∂f(0, ξ)

∂η
=

∂2w(0, ξ)
∂η2

(16)

相应地

w(η, ξ) = f(0, ξ) · η +
1
2
η ·C(ξ) · η (17)

由式 (10), (12) 和 (16) 可知, 对于线弹性材料

C(ξ) = ξ ⊗ ∂F (0, ξ)
∂η

+ F (0, ξ) · I =

λ(ξ)ξ ⊗ ξ + F0(ξ) · I (18)

式中 λ(ξ) 和 F0(ξ) 为标量函数, I 为单位矩阵.

λ(ξ) =
1
|ξ|2 ξ · ∂F (0, ξ)

∂η
F0(ξ) = F (0, ξ) (19)

且有

λ(−ξ) = λ(ξ), F0(−ξ) = F0(ξ) (20)

结合式 (11), (14) 和实验结果, 可分别构建各向

同性材料和微弹性材料的本构力函数 f(η, ξ), 如

Kilic[2,3] 最近基于这一思路建立的典型微弹性材

料的 PD 本构力函数

f(η, ξ) =
η + ξ

|η + ξ|µ(ξ, t)
9K

πδ4
exp [−(|ξ| /δ)2](s− αθ)

(21)

该式中包含了传统热力学弹性材料的本构信息,

其中 K 为体积模量, α 为热膨胀系数, θ 为物质

点对的平均温度, δ 为考虑相互作用力的近场范围

尺寸, s描述相互作用的两个物质点间相对位移的

程度 (或物质点对的伸长率)

s =
|η + ξ| − |ξ|

|ξ| (22)

µ(ξ, t) 表征物质点对的破坏情况

µ(ξ, t) =

{
1 s(t′, ξ)− αθ < s0, 0 < t′ < t

0 其它
(23)

其中 s0 为物质点对的临界伸长率 (critical stretch),

表示在一个物质点对内, 相互作用的两个物质点

间经过一定的相对位移后, 当点对的伸长率超过

s0 时, 该点对破坏, 两物质点间不再相互作用. 根

据这一点对破坏的判别标准, Silling[4,5] 和 Kilic[2,3]

等将材料中 x 点处的损伤定义为

ϕ(x, t) = 1−
∫

H
µ(x, ξ, t)dVξ∫

H
dVξ

(24)
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或

ϕ(x, t) = 1−
∫

H
µ(x, ξ, t) exp [−(|ξ| /δ)2]dVξ∫

H
exp [−(|ξ| /δ)2]dVξ

(25)

式 (25) 相对式 (24) 来讲, 增加考虑了近场范围尺

寸 δ 对分析结果的影响.

由式 (21)∼(25) 可见, PD 模型的本构力函数

中包含了损伤和断裂描述, 不需要另外的断裂准

则如传统的临界应力强度因子等, 因而在分析破

坏问题时不再需要传统的开裂判断或裂纹路径等

分析, 裂纹将自然萌生并扩展.

除了 Kilic最近提出的如式 (21)描述的 PD本

构力函数以外, Silling[1,4,5], Weckner[6,7] 和 Askari[8]

等在 PD 本构力函数的构建、弹性系数张量 C(ξ)

的表达式和求解方法, 均匀、各向同性、弹性以及

谐和性、稳定性等 PD 本构模型的相关方面开展

了一系列工作, 详细的推导过程和相关实例可见

有关文献 [1,6∼9].

从能量角度, 对微观弹性材料的 PD 模型, 在

物质点 x 处的宏观弹性能密度可定义为

Wu(x) =
1
2

∫

H

w(η, ξ)dV ′ =
1
2

∫

H

1
2
η ·C(ξ) · ηdV ′

(26)

相应地, 系统的宏观弹性能为

Φu =
∫

R

Wu(x)dV (27)

结合式 (5),(8) 和 (13) 可得

Φ̇u + Ṫu =
∫

R

bu̇dV (28)

表明外力做功等于弹性能和动能之和. 其中

Ṫu =
∫

R

ρü · u̇dV =
∫

R

[
∂

∂t
(
1
2
ρu̇ · u̇)

]
dV (29)

基于 PD理论框架,将材料离散为大量物质点

(粒子),每个物质点与其周围一定范围内其它物质

点之间存在相互作用力 f , 每两个物质点之间形

成一个物质点对 (pairwise bond). 在线性微弹性

材料的 PD 模型中, 点对的作用就像一根弹簧, 如

图 2(a) 所示. 对于传统的理想弹塑性、脆弹性等

材料行为, 点对的作用可简化为如图 2(b) 和 2(c)

所示. 除了微弹性材料的 PD 模型, Silling[1,9,10],

Weckner[11] 和 Xu[12] 等还分析了关于黏性、损伤

和断裂等行为在本构力函数中的表述, 并建立了

与传统连续介质力学理论中的宏观物性参数有关

的简化的 PD 本构力函数表达式.

图 2 简化的 PD 本构模型

2.3 与传统连续介质力学理论的联系

为了将 PD 理论与基于局部作用的传统连续

介质力学理论联系起来, 也为了方便 PD 理论的

应用, Silling[1,5], Zimmermann[13], Weckner[6,7] 和

Lehoucq[14] 等将传统的力学量引入到 PD 理论中

来, 并结合实例对已知传统力学性能参数的材料

如何用 PD 模型参数来等价描述进行了推导、分

析和验证.
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由于 PD 理论中对材料物性的描述并没有涉

及传统的应力 - 应变关系, Silling 在研究 PD 基本

理论时, 提出了与传统的应力概念类似的 PD“面

力密度” 概念 [1]. 假设过 x 点、法向为 n 的平面

Π 将材料所占据的空间 R 分成 R+ 和 R− 两个子

空间, 其中

R+ = {x′ ∈ R : (x′ − x) · n ≥ 0}
R− = {x′ ∈ R : (x′ − x) · n ≤ 0} (30)

则将材料内任一点 x 处沿 n 方向的面力密度

τ (x,n) 定义为

τ (x,n) =
∫

`

∫

R+
f(u′ − û,x′ − x̂)dVx′dl̂ (31)

式中 l̂ 定义为

l̂ =
{
x̂ ∈ R− : x̂ = x− sn, 0 ≤ s < ∞}

(32)

由此, 对材料中的任一点, 可建立与传统理论

中的 Piola–Kirchhoff 应力张量等价的描述

σn = τ (x,n) (33)

除了应力张量外, Silling 在文献 [1] 中还给出了传

统理论中的应力不变量在 PD 理论中的表述. 在

此基础上, Weckner 等 [6]2005 年推导了一维固体

材料在非均匀变形情况下的应力张量表述. 2008

年, Lehoucq[14] 建立了更接近传统理论的 PD应力

张量的一般描述,在三维笛卡尔坐标系 oxyz中,物

质点 x 处的 PD 应力状态可定义为

ν(x) =
1
2

∫
Ω

∫∞
0

∫∞
0

(y + z)2 ·

f(x + ym,x− zm)⊗mdzdydΩm (34)

式中, f = f(x′,x)与上文意义相同,表示近场范围

内物质点间的作用力, Ω 为单位球面, m为过 x点

的任意单位矢量. 该点的应力分量可表示为

νij(x) =
1
2

∫
Ω

∫∞
0

∫∞
0

(y + z)2 ·

fi(x + ym,x− zm)mjdzdydΩm (35)

通过进一步推导可得

∇ · ν(x) =
∫

R

f(x′,x)dVx′ (36)

或

∂νij(x)
∂xj

=
∫
Ω

∫∞
0

y2fi(x + ym,x) ·

dydΩm =
∫

R
fi(x′,x)dVx′ (37)

由式 (36), 运动方程 (5) 可以描述为

ρü = Lu + b =
∫

R
f(x′,x)dVx′+

b = ∇ · ν(x) + b (38)

上式与传统连续介质力学理论中的运动 (平衡)

方程完全一致. 由此可见, ν(x) 与传统理论中的

Piola–Kirchhoff 应力张量 σ 等效, 且有

ν(x)n = τ (x,n) (39)

Lehoucq 等人在 2008 年发表的论文 [14] 中还

给出了关于 PD边界应力的定义、PD应力以及面

力密度的力学解释, 并具体推导了半无限空间中

均匀固体材料内的 PD 应力分量. 但值得注意的

是, 由于在 PD 理论中没有引入连续性假设, 因而

不能像在传统理论中那样, 直接通过形变梯度的

概念将 Piola–Kirchhoff 应力转换成 Cauchy 应力.

此外, 式 (34) 中关于 PD 应力张量的定义方法与

Irving[15] 和 Noll[16] 等人基于统计力学方法对运动

流体中应力的描述方法是一致的, 只是后者基于

连续性假设可以直接得到 Cauchy 应力.

2009 年, Weckner 等在向 Sandia 国家实验室

提交的一篇研究报告 [17] 中, 基于 Laplace 变换和

Fourier 变换, 给出了空间 PD 运动方程解的积分

形式, 通过严格的数学推导以及数值求解, 比较了

均匀各向同性线弹性材料在相同载荷作用下的传

统解和 PD 解, 并结合静、动态实例说明了二者之

间的差异. 他们的研究表明, 在进行瞬态分析时,

Dirac 分布 (δ 函数) 形式的载荷会在 PD 解中也

带来 Dirac函数,而传统解中则没有. 此外,不考虑

Dirac 函数时, PD 解比传统解显得更光滑, 如在一

维单点载荷问题中传统解的应变场在载荷作用点

处不连续, 而 PD 解依然保持连续. 在三维单点载

荷问题分析中发现, 传统解存在 1/x 形式的奇异

性, 而在考虑任意有限的近场范围时, PD 解的位

移值均为有限值, 消除了传统解中的奇异性. 这与

Silling[5] 和 Kilic[2,3,18,19] 等在裂纹扩展模拟中的结

论一致, 当选取任意有限的近场范围尺寸时, 裂纹

尖端不存在应力奇异性, 而当近场范围尺寸趋于

零时, PD 解与传统解一致. 从这个角度来讲, 可以

认为考虑局部作用的传统连续介质力学理论相当

于考虑非局部作用的 PD 理论的一个特例.
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2.4 数值计算体系

PD 方法根据所考虑的近场范围内物质点间

的相互作用建立运动方程, 通过积分方程的求解

描述物质点的运动, 计算体系与分子动力学方法

类似, 可以视为一种宏观尺度的分子动力学方法;

在离散过程中不需要进行网格划分, 天然具有无

网格法的优点; 再加上其本构力函数中自然包含

损伤和断裂描述, 因而避免了传统破坏分析中的

不连续性判断和网格二次划分等问题.

在 Silling 研究组提出 PD 理论框架的同时,

Sandia 国家实验室的相关研究人员初步开发了应

用 PD 方法模拟材料和结构破坏的程序 [1,9,10], 并

经过在不同尺度不连续力学问题中的应用和修改

完善 [2∼8,11∼13,18,19], 逐渐形成完整的 PD 数值离

散和计算体系 [20∼24].

按照 PD 思想对均匀固体进行空间离散 (例

如在宏观尺度模拟中按空间笛卡尔坐标系均匀离

散,结点间距 |∆x|),对结点 xi,考虑其近场范围内

(|xp − xi| < δ) 的相互作用, 可将运动方程 (5) 离

散为

ρün
i =

∑
p

f(un
p − un

i ,xp − xi)Vp + bn
i (40)

式中 n为时间步号; Vp 为结点 p处的体积,在上述

空间均匀离散情形下, Vp = |∆x|3; un
i = u(xi, t

n).

结合式 (15), 可得式 (40) 的线性化形式

ρün
i =

∑
p

C(xp − xi)(un
p − un

i )Vp + bn
i (41)

对线弹性材料, 弹性系数矩阵 C 由式 (18) 给

出. Silling研究组对式 (41)的线性离散进行了标准

误差分析 [4,5,21], 并结合稳定性分析 [25] 提出了稳

定的迭代时间步长要求

∆t <

√√√√ 2ρ∑
p

Vp |C(xp − xi)| (42)

近场范围尺寸 δ 的选取与材料的物理本质

有关, 在微尺度的模拟 [4,26∼30] 中, δ 的选取常

与原子或分子间距有关; 而在宏观破坏模拟中, δ

的选取可视具体情况而定, 在现有模拟中一般取

δ = 3|∆x|, 本构参数矩阵 C 中的系数并不受近

场范围尺寸大小的影响. 最近, 在不断完善 PD 数

值方法体系的基础上, Silling[5,21], Emmrich[30] 和

Bobaru[20,31] 等分析了 PD计算中的收敛性问题、

自适应结点加密问题以及尺寸效应问题, 并结合

具体实例与传统数值方法进行了比较. 他们的研

究显示, 在 PD 模拟中进行局部自适应结点加密

可以显著降低数值解的相对误差, 因而特别适用

于局部应力/应变集中的情况, 如裂纹尖端区域的

模拟.

在 PD 模型中, 通过设置边界几层结点的外

力项和位移项, 可以实现传统的应力边界与位移

边界条件, 具体的推导过程和典型实例可参考文

献 [1,4,5,24]. 对于宏观接触问题和微观的粒子运

动问题, 可在本构力函数中增加考虑物质点或粒

子间的短程排斥力作用 [32], 类似于分子动力学模

拟中势函数里的排斥项.

2.5 基于状态的 PD 模型

PD 模型和方法因其在描述固体的破坏等不

连续力学问题方面的独特优势吸引了相关领域的

高度关注, 经过不断地发展完善, 形成了自身的方

法体系, 并分别在宏/细/微观静、动力破坏分析中

得到成功应用. 但与此同时, PD 方法也显示出

一定的局限性 [33], 主要体现在以下两个方面: 一

是和传统理论的结合不够紧密, 例如传统理论中

的应力、应变、弹性常数以及其它物性参数在 PD

模型中没有明确的描述和使用, 这反过来影响了

对已知传统物性参数 (如弹性模量 E、剪切模量

G 等) 的材料进行 PD 建模, 以及将数值分析结

果与传统实验和数值结果进行对比. 前文提到的

Lehoucq[14] 和 Weckner[17] 等最新的工作就集中于

此方面. 另一方面, 上述的 PD 方法中描述材料

物性信息的本构力函数 f 完全基于单一物质点对

中物质点间的相互作用, 而没有考虑物质点自身

所处的环境的影响以及物质点对之间的相互作用,

这种过于简化的本构模型类似于分子动力学模拟

中的中心对势 [34], 导致 PD 模型的应用范围有限.

例如在均匀各向同性线性微弹性 PD 材料的本构

建模研究中发现, 基于上述思路建立的不同的 PD

材料模型其泊松比均为 1/4,并且只能是 1/4[1,8,11],

很多传统的弹性材料无法准确建立相应的 PD 模

型. 此外, 对传统的材料特性如金属的塑性、粘性

特征, 最初的 PD 模型无法正确反映, 如在无剪切

变形的静水应力状态下, PD 模型也会产生永久变

形, 这显然与实际情况不符合. 虽然可以在式 (3)

的本构力函数 f 中添加各种修正项以提高精度,

但该问题没有得到彻底解决.
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为了突破传统 PD模型的局限, Silling于 2007

年提出了基于物质点状态的 PD 理论 (peridynam-

ics state theory)[33]. 类似于分子动力学模型中描述

原子间作用的镶嵌原子势 (embedded atom method,

EAM) 对传统中心对势的修正, 该方法在传统 PD

本构模型的基础上增加考虑物质点所处的状态以

及物质点对之间的相互影响, 因而大幅提高了 PD

方法的计算精度以及 PD 本构建模的普适性.

在基于状态的 PD 模型 (或称 “PD 状态模

型”) 中, Silling 等引入物质点所处的 “变形状态”

和相应的 “力状态” 概念, 用二者之间的关系来描

述 PD 模型的物性信息. 在 2009 年的研究报告中,

Warren[35] 和 Silling[36] 等建立了线弹性、弹塑性固

体以及线性流体的 PD状态模型,推导了传统物性

参数与 PD状态模型本构参数的联系,并对基于状

态的 PD本构力函数进行了线性化和数学论证,还

进一步提出了与传统理论相似的以二阶应力 - 应

变张量形式描述的 PD 状态模型 “本构关系”. 研

究显示, PD状态模型继承了传统 PD模型的优点,

例如可以自然描述不连续现象 (如损伤演化、裂纹

萌生与扩展), 而又突破了传统 PD 模型的局限性,

如: 可以适用于泊松比不等于 1/4 的其它材料 (包

括固体和流体); 断裂的出现不仅仅与单一的点对

有关, 而与近场范围内的所有点对有关; 在模拟弹

塑性问题时也不再有上文提到的传统 PD 模型的

缺陷. 但是, 基于状态的 PD 模型还处于理论框架

完善和数值计算体系构建阶段, 因而目前有关这

一修正的 PD 方法的应用研究报道尚比较少见.

3 PD 方法的应用

PD 研究一方面集中于理论模型和计算体系

的不断发展和完善, 另一方面则关注于将 PD 方

法应用到不同类型的不连续力学问题分析, 包括

宏观尺度的大变形、静/动力破坏、失稳、穿透问

题和细微观尺度的相变动力学与破坏问题等, 并

试图将 PD模型与其它模型 (如有限元分析 (FEA)

模型和分子动力学 (MD) 模型等) 联系起来.

3.1 宏观不连续问题分析

目前的 PD 应用研究大多侧重于宏观尺度的

大变形、裂纹扩展、接触、失稳和冲击等破坏问题

分析.在 PD方法面世之初, Silling[1] 就对反平面剪

切裂纹问题进行了 PD 建模和分析并与传统解进

行了比较, 证明 PD 解不存在裂尖应力奇异性, 且

不需要引入断裂准则. 随后, Silling[37] 建立了一维

均匀材料的 PD模型,并进行了各种载荷作用下的

变形和破坏分析; 在此基础上, Weckner 分别进行

了均匀和非均匀杆的动力学分析 [6,7] 并将分析结

果与传统结果进行了比较; Kilic 模拟了混凝土柱

的失稳问题 [2,3],分析了截面尺寸和边界条件对失

稳临界载荷的影响, 并推广到板的失稳模拟. 这些

研究分别从不同角度验证了 PD 模型和方法在静

动力变形、失稳和破坏方面的分析精度与效率.

多晶断裂一直是材料学与力学界研究的重点,

对多晶脆性断裂 (如多晶硅、陶瓷)问题,在已有的

传统数值研究 [38,39] 中裂纹往往沿晶界扩展,这与

实验结果 [40] 并不完全符合. Askari[41] 等构建了

与晶粒方向及晶粒内部粒子点对方向同时相关的

PD 微弹性本构模型来模拟宏观多晶硅的破坏过

程, 结果表明除了沿晶界的裂纹扩展外, 还存在晶

粒内部的断裂 (如图 3),这比传统数值结果更接近

实验现象, 且能反映宏观破坏过程中的微观机制.

图 3 多晶脆性断裂的近场动力学 (PD) 模拟 (包括

晶界断裂和穿晶断裂)[41]

Kilic[19]最近分析了含初始裂纹的淬火玻璃在

不同初始缺陷条件下的裂纹扩展路径及其受温度

的影响,模拟结果中出现了与试验结果 [40] 吻合的

裂纹偏转、分叉及连接 (如图 4). 三维多晶金属断

裂的细微观结构演化同样是当前数值模拟的难点,

Weckner等人 [11]研究了金属结构中的三维多裂纹

扩展问题, 结果表明: 在 PD 模拟过程中裂纹自然

扩展,且 PD模拟能准确反映宏观材料渐进破坏过

程中的细微观结构变化过程.

作为目前使用最广泛的建筑材料, 混凝土的

破坏特性一直倍受关注. 但采用基于连续性假设

的传统方法难以高效地描述混凝土破坏过程中的

微结构变化, 且在模拟三维破坏问题时也存在计



第 4 期 黄 丹等 : 近场动力学方法及其应用 455

算效率和精度方面的问题. Gerstle 等 [42∼44] 构建

了普通混凝土、钢筋混凝土材料和结构的 PD 模

型并进行了拉伸、压缩、剪切以及组合加载工况

下的破坏模拟, 数值结果能清楚地反映混凝土结

构破坏过程中材料的微结构变化, 以及混凝土基

体与加强筋之间的相对位移. Demmie 和 Silling[45]

应用 PD 方法进行了大型混凝土结构的极限载荷

分析及其在冲击、爆炸作用下的损伤破坏过程等

模拟, 为大型工程结构动力灾变破坏的数值模拟

提供了新选择.

图 4 淬火玻璃破坏过程中初始裂纹的偏转、分叉和

连接 (PD 模拟)[19]

随着复合材料的应用日益广泛, 对复合材

料力学性能和破坏机制的研究也成为新的热点.

Askari[8], Silling[10]和 Kilic[18]等进行了纤维增强复

合材料的破坏分析.在构建复合材料的 PD模型时,

通过在本构力函数中引入方向参数以定义基体和

纤维的不同属性来实现各向异性的描述. Kilic 的

研究 [18]中还分析了纤维方向、纤维分布以及层叠

顺序等因素对纤维增强层合材料破坏模式的影响.

Xu[12] 应用 PD 方法模拟了纤维增强复合板在双

向加载条件下的损伤与破坏过程, 并分析了板材

厚度对失效模式的影响, 数值模拟结果与实验结

果一致, 且由于计算速度和精度不受不连续问题

的影响,进一步体现出 PD方法在模拟复杂破坏问

题时的优势. 基于复合材料的破坏模拟, Silling[9,46]

和 Kilic[2] 等还研究了非均匀材料 PD 建模的均匀

化方法以及非均匀材料损伤累积的 PD 分析.

大变形和动力破坏问题是传统数值研究的难

点, 但在 PD 模型中, 传统的 “破坏” 概念仅在本

构力函数中进行定义, 裂纹自然产生和扩展, “变

形”也不再区分大变形和小变形,因而降低了问题

的复杂程度. Silling[47] 在构建了橡皮薄膜的 PD模

型后,分别研究了含缺陷橡皮薄膜的拉伸破坏、气

球的爆炸、薄膜的撕裂 (如图 5)等问题,显示了应

用 PD 方法模拟强非线性问题的可行性.

图 5 柔性薄膜撕裂的 PD 模拟 [47]

此外, PD 方法在冲击、穿透等问题中也得到

成功应用, Silling 研究组 [4,5,21,48] 先后模拟了子弹

穿透、刚性体冲击脆性板、混凝土小球碰撞刚性板

(如图 6) 等问题.

图 6 混凝土小球碰撞刚性板的 PD 模拟 [5,48]

3.2 细微观不连续问题分析

基于连续性假设的传统宏观方法 (如 FEM和

FDM 等) 难以准确描述细微尺度下材料的力学特

性或宏观力学行为的细微观机制, 更难以适用于

微观尺度下由离散粒子 (如原子) 构成的材料. 与

之相比,从粒子间作用出发的 PD方法则在细微观

尺度的力学模拟中显示出和其它粒子动力学方法

类似的适应性, 而又突破了传统粒子动力学方法

(如分子动力学等) 的应用范围.
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2006年,加州理工学院的 Dayal等人 [49]将 PD

方法应用于晶体相变动力学分析中,发现在 PD模

拟过程中相边界自然地形成和扩展, 无需额外的

形核准则或运动方程 [50]. 基于 PD 研究, 他们提

出一种新的从动力学失稳角度描述的晶粒形核与

长大机制, 对传统的能量解释和热力学驱动解释

是一个有益的补充. 通过 PD 研究还发现, 缺陷尺

寸不仅与不稳定相的尺寸有关, 还与不稳定应变

和周围应变之差有关. 此外, 与其它需要求解高阶

微分方程的分析方法 (如相场理论或应变梯度理

论)相比, PD方法的计算更简单,是相变分析中一

个新的极具吸引力的方法. 最近, Kilic[51]研究组将

PD 方法应用到微电子元件封装领域, 建立了多层

板的细观界面 PD 模型, 并分析了界面初始裂纹

扩展和温度作用下微电子元件的损伤过程, 再次

验证了 PD 在模拟细观不连续力学问题方面的精

度.

PD 方法在原子尺度的力学模拟中也得到初

步应用. Bobaru[26,28,29,41], Silling[27] 和 Lehoucq[52]

等应用 PD 方法对纳米晶体、纳米纤维网、碳纳

米管以及纳米复合材料的力学特性和变形破坏进

行了数值模拟和分析. Silling[47] 对纳米柔性纤维

自组织变形的 PD 模拟 (如图 7) 还可以为生物力

学 (如 DNA 结构的力学行为) 研究提供新的思路.

Bobaru将分子动力学模拟中常用的原子间作用势

函数 (如 Lennard-Jones 势) 引入到 PD 本构函数

中来, 不仅准确模拟了纳米纤维网的破坏过程, 还

分析了范德华力对纳米纤维强度和韧性的影响机

制, 以及纳米纤维网变形破坏的两个主要因素: 方

向重构和泊松效应.

图 7 纳米纤维自组织变形的 PD 模拟 [47]

3.3 与其它方法的联系

PD 方法可视为一种考虑非局部作用的无网

格方法, 彻底消除了计算的网格依赖性. 但相比传

统的无网格法, PD 模型积分形式的运动方程不受

非连续性的影响, 在模拟破坏问题时裂纹自然萌

生和发展, 而且避免了各种常规无网格方法中的

节点影响区重叠、不连续界面跨越判断、拉伸不稳

定等问题.

PD 方法又可以视为一种宏观尺度的分子动

力学方法. 二者基于粒子间非局部作用的求解思

路完全一致. 当将原子作为 PD 结点、将原子间

作用势函数作为 PD 本构力函数时, PD 方法就退

化为经典分子动力学方法. 基于这一思路, Parks

等 [32,53,54] 对比了 PD 和分子动力学方法的计算

体系之后, 将 PD 模型植入成熟的分子动力学软

件 LAMMPS中进行了宏观的冲击破坏模拟. 这一

应用研究突破了以往分子动力学 (MD) 模拟在时

间与空间尺度上的局限性, 而且在不同尺度的分

析中采用同样的计算结构, 为多尺度模拟提供了

新思路.

为了与结构分析中应用广泛的有限元法联系

起来以便于 PD 方法的应用, Macek[4] 将 PD 模型

中的物质点对用有限元中的杆单元来描述, 在有

限元软件 (ABAQUS) 中进行了 PD 模型的数值计

算, 并将有限元结果和 PD 计算结果进行了比较,

发现二者吻合很好, 且在 PD 模型的有限元计算

中避免了传统的网格扭曲和纠缠等问题. 进一步

的研究表明,将工程结构的数值模型划分为 PD子

域和 FEA 子域并在边界上设定镶嵌单元 [4,55], 可

以充分利用 FEA 和 PD 二者的优势, 模拟结构破

坏和碰撞、冲击、穿透等问题, 从而降低有限元法

在三维裂纹扩展和冲击界面变形模拟等方面的困

难. 根据这一思路, Silling[56] 和 Kilic[57] 近期分别

研究了有限元模型与 PD 模型的结合.

上述应用研究表明, 由于 PD 方法采用同样

的非局部积分方程描述不同尺度的连续、非连续

力学问题, 因而可以更简单地实现跨尺度数值模

拟 [55,58]. 同时, 可以将 PD 方法与已有无网格方

法、分子动力学方法和有限元法结合起来,以实现

更高效的多尺度不连续力学问题分析.

4 结 语

经过近十年的发展, PD 方法已初步形成完

整的理论和计算体系, 并成功应用于宏、细、微观

不连续力学问题特别是各类固体材料和结构的变

形、损伤与破坏分析中,在理论和应用两方面取得
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一定的研究进展. 但作为一种新兴的方法, PD 仍

然存在大量有待进一步研究的问题.

PD 模型的求解仍属于数值方法的范畴, 已有

研究表明, 在模拟无损伤的弹性变形问题时, PD

的计算效率明显低于传统有限元法, 因为消耗在

每个结点上的平均计算时间多于有限元法; 在已

有 PD 模拟中通常采用定常的结点密度和 “近场

范围尺寸”, 这在分析不连续、非均匀问题时往往

影响精度和效率, 因而需要发展相应的均质化和

自适应技术; 此外, 传统的弹、塑、黏性耦合的材

料性质及其它率敏感特性在 PD 本构模型中的表

述尚待深入研究,严格的收敛性预测、误差估计和

高效的求解算法也需要进一步研究.

现有 PD 模拟大多在物质点对的中心作用基

础上增加适当的修正项来描述材料的本构信息,

导致本构关系本身不够精确, 且应用范围有限.

Silling 研究组 2007 年提出了修正的 PD 状态模型

以及传统应力、应变张量的 PD 状态表述, 拓宽了

PD方法的应用范围,但其应用研究还非常少见.根

据修正的 PD 状态理论框架建立相应的 PD 计算

体系并应用到实际问题中, 是当前研究的重要任

务. 建立多尺度 PD 模型与算法, 将 PD 方法与已

有的无网格、分子动力学和有限元等方法有效结

合起来进行跨尺度非线性不连续力学问题的数值

模拟, 将是 PD 应用研究的一个有意义的方向.

虽然 PD方法还存在众多有待完善之处,但其

宏微观统一和非局部积分特色在分析不同尺度的

不连续力学问题时已显示出其它传统方法所不具

备的强大优势, 相信随着研究的深入, PD 方法的

理论、模型和计算体系将进一步完善,并在不连续

力学问题特别是工程材料和结构的渐进破坏分析

中得到更广泛的应用.

致 谢: 感谢美国波音公司 (The Boeing Com-

pany)Dr. Jifeng Xu 对本文研究的指导和帮助.
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A REVIEW ON PERIDYNAMICS(PD) METHOD AND

ITS APPLICATIONS*
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Abstract Peridynamics (PD) is a recently developed theory in solid mechanics that employs a nonlocal model

of force interaction, and replaces the partial differential equations, such as the stress-strain relationship of the

classical continuum theory, by an integral operator that sums up internal forces separated by finite distances.

It allows discontinuities of various types to be modeled without application of special techniques to the discon-

tinuous field and shows a promising prospect for solving practical problems in which discontinuities form and

grow spontaneously. Peridynamics has been successfully applied to damage and failure problems at both macro-

and micro-scales with satisfactory solution precision and numerical efficiency. Without pathological defects of

traditional methods when facing discontinuous problems, and excluding the computational limitations in length

and time scales, peridynamics shows great potential analogous but advantageous to both classical meshfree and

molecular dynamic methods. The present paper first reviews its theoretical basis, numerical scheme and model-

ing method, and then elucidates its application to discontinuous problems at different scale, including damage,

fracture, impact, penetration and stability analysis for macro-scale homogeneous and heterogeneous materi-

als and structures, kinetics analysis for phase transformations and atomistic analysis for nanoscale materials.

Finally, some unsolved problems and future research trends in PD are discussed.
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