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中等 Reynolds 数平板绕流的动理论分析*
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摘 要 郭永怀先生 1953 年给出的中等 Reynolds 数下、不可压缩流体有限长平板绕流的解析解是边界层

理论中的经典工作. 许多研究者对平板绕流阻力系数的郭永怀公式以及后续工作进行了评估, 评估的依据是

Janour 与 Schaaf 和 Sherman 的实验数据. 本文的动理论分析和计算表明: Schaaf 和 Sherman 在低亚声

速条件下 (0.16 < M < 0.21) 获得的实验数据, 当 Reynolds 数 (Re) 介于 1 和 10 之间时, 由于稀薄气

体效应显著 (所对应的 Knudsen 数约在 0.03 和 0.3 之间), 不宜作为不可压缩理论解的依据, 而其它满足

不可压缩假设的实验数据都支持郭永怀解; 计及稀薄气体效应时, 低速或亚声速情况下平板绕流的阻力系数

CD = CD,c × CD,FM/(CD,c + CD,FM ), 其中 CD,c 和 CD,FM 分别为连续介质和自由分子流极限情况下的理

论解; 平板绕流速度分布的郭永怀解, 与基于动理论的信息保存方法 (IP) 的数值解定性相符, 差别表现在稀薄

气体效应显著的前缘; 与速度分布的 Blasius 解相比, 当 Re < 100 时, 郭永怀修正变得重要.
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1 引 言

平板绕流是流体力学的基本问题, 郭永怀先

生对这个问题进行了深入研究 [1]. 1953∼1957 年

间, 他发表 7 篇文章, 研究了不同速度气流与平板

的相互作用 [2∼8].

这些工作解决了两个很重要但数学上很难的

问题,一是经典的 Blasius解在平板前缘的奇性 [2],

另一个是高速可压缩气体平板绕流中的激波与边

界层的相互作用 [3∼6] 以及高温气体效应 [7,8].

郭先生的解法是, 按照边界层理论, 把流场分

为两个区域, 即远离平板的势流区和平板附近的

边界层区, 再运用 Poincare 和 Lighthill 的小参数

方法, 将两个区的解对接起来. 这种解法已成经

典 [9], 钱学森先生称之为 PLK 方法 [10]. 本文以不

可压缩平板绕流为例, 回顾郭先生的工作.

2 平板绕流的阻力系数

郭先生 1953 年的工作 [2], 给出中等 Re 数有

限长平板的阻力系数

CD =
1.328√

Re
+

α

Re
(1)

其中来流 Re = U∞L/ν, L 为平板长度, 右端第 1

项与半无限长平板阻力系数的 Blasius 解相同, 修

正项 α/Re (α = 4.12) 反映了平板前缘和后缘的贡

献.

Re 数 1∼100, 经典的 Oseen 理论和 Blasius 解

都有局限, 客观上依赖高阶边界层理论. 平板绕流

作为流体力学的基本问题, 阻力系数是实际最关

心的数据, Re = 100 时式 (1) 中的修正项就很重

要, 随着 Re 数的降低, α 取值的影响更加显著.

正因为此,式 (1)的后续工作 [11∼17] 和述评不

断 [18∼21]. Sherman[18] 认为 α 值应为 Imai[11] 所

得的前缘贡献 2.3和 Van Dyke[12,13] 所得的后缘贡

献 3 之和, 即 α = 5.3. White[20] 建议 α 取郭永

怀值和 Imai 值的中间值 3.2. Schlichting[21] 等在

《边界层理论》中, 建议式 (1) 右端的修正项采用

Messiter[15] 所给的表达式 2.67Re−7/8.
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评估上述理论预测的主要依据是 Janour[22]低

速实验数据与 Schaaf和 Sherman[23] 低亚声速实验

数据. 图 1 比较了不同的理论预测与 Janour 实

验数据、Schaaf 和 Sherman 的低亚声速实验数据.

10 < Re < 100 时, 郭永怀解 [2] 和 Messiter 的

表达式与实验数据符合得最好; 1 < Re < 10 时,

White 建议的 α = 3.2 和 Messiter 的表达式与仅有

的 Schaaf和 Sherman少量实验数据符合得比较好.

图 1 不可压缩平板绕流阻力系数比较

Janour 的实验 [22]: Mach 数 M ∼= 0, Re 数

介于 10 ∼ 103; Schaaf 和 Sherman 的实验 [23]:

3 ≤ Re ≤ 500, 包括亚声速 (0.46 < M < 0.72) 和低

亚声速 (0.16 < M < 0.21)两组. 一般认为, M < 0.3

的气体流动是近似不可压缩的, 但是在低 Re数情

况下, 因为 Knudsen 数

Kn = 1.26
√

γM/Re ∼= 1.5M/Re (2)

M = 0.2, 1 < Re < 10 时, 由式 (2) 容易算出

0.03 < Kn < 0.3, 这时稀薄气体效应显著, 可压

缩性增强. 因此, Schaaf 和 Sherman[23] 的 M ∼= 0.2,

Re 数 1∼10 的实验数据, 并不适合作为评估不可

压缩平板绕流阻力系数的标准, 文献 [20] 以此为

依据来校核式 (1) 当然也是不妥的.

M = 0.2, 10 < Re < 100时, 0.003 < Kn < 0.03,

稀薄气体效应和可压缩性可以忽略, 这时 Schaaf

和 Sherman 的实验数据可以用来评估不可压缩平

板绕流阻力系数,它们与 Janour的实验数据,都支

持郭永怀解 (1).

事实上, 对于稀薄气体, 阻力系数不仅与 Re

数有关, 还与 M 数有关. 对于高超声速驻点热流,

文献 [24] 将连续介质和自由分子流的理论解外推

到过流领域, 获得了与实验和 DSMC 方法数值解

相符的结果. 这里采用类似的形式估计适用于全

部流动领域的平板阻力系数

CD

CD,FM
= 1− 1

1 + CD,c/CD,FM

或

CD =
CD,c × CD,FM

CD,c + CD,FM
(3)

当连续介质的阻力公式采用 Sherman[18] 建议

的形式时, 式 (3) 与 Schaaf 和 Sherman 不同 M 数

(0.16 < M < 0.21 和 0.46 < M < 0.72) 的实验数

据 [23], 以及采用 DSMC 方法和 IP 方法的分子统

计模拟结果 (0.2 < M < 0.8) [25] 相符之好, 令人

惊讶 (图 2). Sherman 当年的综述文章 [18], 重点考

虑的是稀薄气体效应, 这可能就是他为什么建议

α = 5.3 的原因.

图 2 稀薄气体平板绕流阻力系数比较

3 平板绕流的速度分布

不可压缩流体有限平板绕流的速度分布的郭

永怀解 [2], x 和 y 方向分别为

U

U∞
= f ′(η̃) +

g′2(η̃) [η̃f ′(η̃)− f(η̃)]
2Rex̃− η̃g′2(η̃)

(4)

V

U∞
=
√

Rex̃ [η̃f ′(η̃)− f(η̃)]
2Rex̃− η̃g′2(η̃)

(5)

其中 x̃ = [x− g2(η̃)/Re]/L, ỹ =
√

Rey/L, η̃ = ỹ/
√

x̃
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g′2(η̃) ∼=





−1
2
η̃ +

A

14× 4!
η̃4 − 7A2

30× 7!
η̃7

−2η̃ −B

4
− t exp(−t2/2)√

2
, η̃ ≤ 3

[
C2 + C3

∫ t

3
exp(t2/4)dt

]
+

√
2C3 exp(−t2/4) , η̃ > 3

(6)

这里 t = (η̃ − B)/
√

2, A = 0.332, B = 1.73,

C2 = 1.264, C3 = 0.431.

f(η̃)与 Blasius解满足相同的 3阶非线性常微

分方程和边界条件, 因此 f(η̃) 及其导数可以直接

采用 Howarth 的数值积分解, 详见文献 [26] 中的

表 8.1.

如图 3 所示, 近似地有 g′2(η̃) ≈ −0.5η̃, 代入

式 (4) 和 (5), 化简整理得到

U/U∞ = f ′(η̃)− η̃[η̃f ′(η̃)− f(η̃)]/

(4Rex + 2η̃2) (7)

V/U∞ =
√

4Rex + η̃2[η̃f ′(η̃)− f(η̃)]/

(4Rex + 2η̃2) (8)

其中 η̃ =
√

Rey/
√

Lx∗, x∗ = (x + r)/2, r =√
x2 + y2, Rex = U∞x/ν.

图 4 比较了 Re = 100 时, 郭永怀解 (7) 和

(8) 与 IP 方法数值解在平板前缘和后缘的速度剖

面. 两者的变化趋势大致相似, 主要差别表现在:

(1) 前缘表面附近的 x 方向 (流向) 速度分布;

(2) 后缘表面附近的 y 方向速度分布. 前者是因为

IP方法考虑了气体流动的可压缩性和稀薄气体效

应, 在平板表面有速度滑移, 由于前缘的局部 Kn

数大,速度滑移现象尤为显著.在后缘表面附近, IP

方法所得的 y方向速度冲向平板,具有典型的尾流

特征, 郭永怀解未能反映这种特点, 这可能与假设

的边界层外缘垂向速度分布在后缘附近的有效性

有关.

图 5 将郭永怀解 (7) 和 (8) 与 Blasius 相似

解进行了比较, 横坐标是熟悉的 Blasius 相似变量

η =
√

Rexy/x, 图 6 给出了它与 η̃ 的关系. 郭永怀

解与 Blasius 的解, Rex = 1 000 时相符很好; 随着

Rex 的减小, 两者差别增大 (例如, 边界层厚度的

郭永怀解明显大于 Blasius 解), Rex < 100, 郭永怀

解对于 Blasius 解的修正变得重要.

图 3 g′2(η̃) 的准确解式 (6) 与近似解 g′2(η̃) ≈ −0.5η̃

的比较

图 4 Re = 100 时, 郭永怀解 (7) 和 (8) 与 IP 方法数值解在平板前缘和后缘的速度剖面的比较
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图 5 不同 Rex 下, 郭永怀速度分布 (7) 和 (8) 与 Blasius 相似解的比较

图 6 郭永怀相似变量 η̃ 与 Blasius 相似变量 η 之间

的关系
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KINETIC ANALYSIS OF THE FLOW PAST A FLAT PLATE AT

MODERATE REYNOLDS NUMBERS*

FAN Jing† WU Chenxi SUN Quanhua JIANG Jianzhen

Key Laboratory for High Temperature Gas Dynamics, Institute of Mechanics,

Chinese Academy of Sciences, Beijing 100090, China

Abstract An analytical solution given by Y.H. Kuo in 1953 for the incompressible flow past a flat plate

at moderate Reynolds numbers was a classical work of boundary layer theory. Many researchers, based on

experimental data given respectively by Janour and Schaaf and Sherman, made an assessment of Kuo’s formula

and carried out follow-up studies for determining the drag coefficient around a flat plate. Kinetic analyses in

the present paper show that the experimental data of Schaaf & Sherman in low subsonic situations (0.16 <

M < 0.21) is not suitable to serve as a standard to assess an incompressible theory when the Reynolds number

(Re) ranges from 1 to 10, because the corresponding Knudsen numbers under the experimental conditions are

about between 0.03 and 0.3, indicating significant rarefied gas effects, while other experimental data satisfying

the incompressible assumption support Kuo’s formula. When rarefied gas effects are taken into account, the

drag coefficient around a flat plate in low-speed or subsonic situations may be expressed as CD = CD,c ×
CD,FM/(CD,c +CD,FM ), where CD,c and CD,FM are the theoretical solutions at continuum and free molecular

limits, respectively. Kuo’s solution for the velocity distribution past a flat plate is in qualitative agreement with

the numerical results given by the information preservation (IP) method based on kinetic theory, with some

difference occurring at the leading edge where rarefied gas effects become significant. Compared with Blasius

solution to the velocity distribution, Kuo’s correction becomes important when Re < 100.

Keywords flow past a flat plate, Kuo’s solution, rarefied gas effects, kinetic analysis, IP method

后 记 : 郭永怀先生发展的奇异摄动理论中的变形坐标法, 即国际上公认的 PLK方法, 不仅克

服了平板前缘奇异性的困难, 给出了有限长度平板 Blasius 阻力公式的修正表达式, 而且描述

了平板前缘附近的流动特性. 这项工作的目标是有重要应用背景的力学问题, 手段是新的、巧

妙的数学方法, 结果对于理解气体绕流的前缘和后缘特性有普遍意义, 堪称应用力学的经典之

作.

本文从动理论观点出发, 利用现代计算技术对这一问题做了进一步研究, 以纪念郭永怀先

生诞辰 100 周年, 表达我们的敬意和怀念.
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