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图论与复杂网络*
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摘 要 近 10 年来迅猛发展起来的复杂网络理论为研究复杂性与复杂系统科学提供了一个重要支撑点, 它高

度概括了复杂系统的重要特征, 无论是在理论还是在应用方面都具有很强的生命力, 而且在各个方面都得到

了很大发展. 重点讨论图论在复杂网络中的应用, 特别是代数图论在复杂网络同步问题中的应用. 首先给出一

些图的最小非零与最大特征值以及同步能力的估计, 并且讨论了子图与图特征向量在同步能力估计中的作用.

其次以两个简单图指出同步能力与网络结构参数的关系复杂, 并给出补图与加边对同步研究的意义, 然后给出

图运算在复杂网络同步中的作用. 最后从图论与控制理论角度展望了复杂网络领域未来可能的发展方向.
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1 引 言

复杂性与复杂系统是 21 世纪的重点研究课

题 [1∼7], 复杂网络高度概括了复杂系统的重要特

征：由多个基本单元（或节点）与它们之间的相互

作用（即连线）组成. 典型的例子有互联网、神经

网络和各类生物网络、科研合作网、交通网、电力

网等等. 一方面, 不同的网络各有其自身的特点与

演化机制, 所以复杂网络是目前公认比较合适的

复杂系统建模形式. 另一方面, 各种复杂网络也有

很多相似性质, 它们能体现复杂系统的共性, 为复

杂系统提供了一些有代表性的基本范式. 所以复

杂网络的研究成为了近 10 年来全世界不同学科

（包括力学、物理、生物、系统控制、工程技术、

经济、社会、军事等）科学家研究的热点课题,出版

了大量的专著与文献 [8∼21]. 实际上在稳定性与控

制理论领域, 致力于对众多子系统组成的大系统

理论的研究从 20世纪 60年代起已经有近 50年的

历史 [22∼28], 但由于模型的一般化, 以及研究手段

的限制, 在建立起基本理论框架后, 一直未有重大

进展.随着计算机科学、以还原论与整体论相结合

的复杂性科学的迅猛发展, 以及不同学科间的不

断交叉融合, 特别是复杂网络理论与统计物理相

结合后, “小世界” 与 “无尺度 (scale-free)” 等统计

性质的发现 [8,9] 极大地促进了复杂网络研究的发

展. 随着研究的不断深入, 复杂网络的多个研究方

面都取得了重要进展, 如复杂网络建模与拓扑结

构 [10∼12,29∼36], 网络涌现行为 [8,9,37,38], 复杂网络

鲁棒性与脆弱性 [39∼42] 等. 在复杂网络群体行为

的研究中, 同步行为由于其重要的现实意义及其

普遍性受到了广泛关注并且已经有很多年的研究

历史 [43∼50]. 对同步的研究最早可以追溯到 1665

年荷兰物理学家 Huygens(惠更斯) 对两个挂钟同

步摆动的观察, 随后人们在自然界、物理、化学、

生物、工程技术等领域看到和实现了各种各样的

同步现象 [43∼49]. 最初对同步的研究主要集中在

简单耦合关系形成的网络同步行为上, 随着研究

的不断深入, 特别是主稳定函数方法 [50] 与复杂

网络结构相结合, 复杂网络同步问题得到了广泛

研究 [51∼64], 例如特殊耦合结构网络同步 [54∼64],

物理学中的相位同步与频率同步 [65,66], 有向加

权网络同步 [67∼69], 聚类同步 [70∼72], 时滞网络同

步 [73∼75] 等. 对于一个给定的复杂网络, 其结构参

数: 平局距离, 度分布, 介数, 聚类系数等都比较容

易确定, 而其同步能力指标与其对应的图 Laplace

矩阵特征值相关, 是不容易确定的, 那么网络结构
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参数与同步能力有什么关系? 这一关系引起了很

多学者的兴趣, 特别是统计物理方面的学者给出

了很多统计结果 [76∼82],但是目前为止尚未发现一

个结构参数能完全反应网络同步能力. 复杂网络

同步品质与同步能力的其它指标也得到了相应的

研究 [83∼85], 基于对同步能力的评价, 给出了很多

改善网络同步能力的方法 [86∼91]. 复杂网络同步控

制, 特别是牵制控制 (pinning control) 也得到了深

入研究 [92∼96]. 与复杂网络同步能力直接相关的

另一个概念是同步化区域, 该区域越大则同步能

力越强, 并且该区域可以是不连通的, 这表明随着

耦合强度的变化可以出现间歇性同步现象 [97∼100],

同时研究同步化区域与复杂网络对应图 Laplace

矩阵特征值可以完整地体现同步能力问题. 随着

复杂网络理论研究的深入发展, 复杂网络应用方

面的研究也得到了广泛关注, 特别是与生物代谢

网络、脑网络、神经网络相结合取得了大量研究成

果 [101∼109],与生物传染病相结合,在流行病传播与

免疫控制方面得到了很多有意义的成果 [110∼118],

在交通网、社会经济网、通讯网、传感器网络等方

面也得到了不少应用 [119∼128], 综述文献 [129] 进一

步阐述了复杂网络多方面的应用.

实际上, 图论与复杂网络有着天然的联系, 对

于一个复杂网络, 如果不考虑其动态特征, 每个网

络节点视为一个点, 节点间的连接关系视为边, 则

复杂网络就是一个图. 与网络相应的图包含了网

络的全部结构特征, 如平均距离、度分布、介数、

聚类系数等, 并且小世界、无尺度 (scale-free) 等

众所周知的网络统计特征也包含在图里面. 深入

研究图的特征, 包括与其相应的 Laplace 矩阵特

征值、以及子图与补图的特征等对于复杂网络建

模, 以及理解复杂网络动态行为有重要意义. 特别

是对于复杂网络建模问题, 完全可以归结为对各

色各样图的建立, 一旦建立了图之后, 对复杂网络

结构特征的研究完全可以归结为对图特征的研究

上 [11,12,130,131]. 图论起始于欧拉的七桥问题, 但自

欧拉 1736 年解决七桥问题之后, 相当长一段时间

内图论并未得到足够的发展, 20世纪 60年代 Erdös

与 Rényi 建立的随机图论开创了基于图论的复杂

网络理论的系统性研究 [132],但复杂网络仍然没有

得到大规模的发展, 直到小世界与无尺度性质的

发现, 并且与动力学相结合, 复杂网络得到了前所

未有的空前发展. 复杂网络动态行为, 特别是同步

行为与相应图的 Laplace 矩阵特征值密切相关, 而

在图论中, 基于图 Laplace 矩阵的代数图论已经有

很多年的发展历史 [133∼142], 所以明显地代数图论

可以用于研究复杂网络同步问题, 并且近年来这

方面已经出现不少有意义的成果 [143∼167]. 下面着

重介绍这方面的研究成果.

2 图的最小非零与最大特征值以及同步能

力估计

考虑一个以 N 个相同的动力系统 ẋ = f(x)作

为节点构成的耗散耦合动态网络 (diffusively cou-

pled dynamical network)

ẋi = f(xi)− c
N∑

j=1

aijΓ (xj), i = 1, 2, · · · , N (1)

其中, f : D ⊆ Rn → Rn 是一定义好的函数 (通

常是非线性例如混沌系统函数), xi ∈ D 为节点

i 的状态向量, 常数 c > 0 为网络的耦合强度,

Γ : D → Rn 为各个节点状态变量之间的内耦合

函数, A = [aij ] ∈ RN×N 表示网络的拓扑结构,

称为外耦合矩阵, 满足耗散耦合条件
∑

j aij = 0,

i = 1, 2, · · · , N, 即 A 的行和为零, 故当所有节

点状态相同时, 方程 (1) 右端的耦合项自动消失.

外耦合矩阵 A 可以看作一个与网络对应的图的

Laplace 矩阵, 如果 A 对应于一个无向无权图, 则

aij = aji = −1 表示节点 i 和节点 j (i 6= j) 之间有

连接, 无连接时有 aij = aji = 0 (i 6= j), A 的对角元

aii = −
N∑

j=1
j 6=i

aij = −
N∑

j=1
j 6=i

aji = ki, i = 1, 2, · · · , N

为节点 i 的度数. 对于连通网络, A 是一个不可约

矩阵, 有唯一的零特征值. A 也可以对应有向加权

图,本文只考虑无向无权图,这时 A的特征值可以

如下排序

0 = λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λN (2)

基于主稳定函数方法 [11,50,58,148],众所周知复

杂网络同步研究可以分为两个方面, 一个方面是

与网络对应的图 Laplace 矩阵特征值, 另一方面是

同步化区域. 如果网络耦合强度参数与 Laplace 矩

阵特征值的乘积容易落入同步化区域, 则复杂网

络容易实现同步. 同步化区域由网络节点动力学

与内关联函数决定, 该区域为无界区域 (−∞, α1)

时, 网络同步能力由矩阵 A 的最小非零特征值 λ2
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来刻画：λ2 值越大, 其同步能力越强. 如果同步化

区域为有界区域 (α2, α1)时,明显地外耦合矩阵A

的特征值比率 λ2/λN 决定同步能力：λ2/λN 值越

大,其同步能力越强. 不考虑同步化区域时, λ2/λN

相对较全面地反应了网络的同步能力, 一般考虑

λ2/λN 要比单独考虑 λ2 复杂, 本文将 λ2/λN 称为

同步能力指标, 记作 r. 本节主要利用图论方法对

同步能力指标给出一些基本的估计式, 以下不再

区分网络、图、以及 Laplace 矩阵的概念.

给定一个 N 个节点的图 G, 其最大最小度分

别记为 dmax 与 dmin, 由代数图论知识 [135,142] 可

知对于一个连通图 G, 其最大特征值满足 2dmax ≥
λN ≥ dmax+1, 等于 dmax+1 当且仅当其最大度等

于 N − 1, 并且 λ2 ≤ dminN/(N − 1). 进一步由文

献 [151]可知当图 G与其补图 Gc(由 G的所有节点

以及不在 G中的所有边组成的图)都连通时, λ2满

足 λ2 < dmin. 于是当 G 与 Gc 都连通时, 其同步能

力指标满足 r(G) < dmin/dmax. 此外设 e(G)表示 G

的边连通度 (即为使 G 不连通需要去掉的最少边

数), 那么 λ2 ≥2e(G)(1− cos(π/N)), Praha[133] 进一

步给出了 λ2与图的边连通度节点连通度的其它关

系.设D为图 G的直径 (即任何两个节点的最短距

离中的最大值), l̄ 为图 G中节点间的平均距离,则

λ2 ≥ 4/(ND), 1/λ2 ≤ 0.5(N − 1)l̄ − 0.25(N − 2)[151].

除了直径与平均距离外, 节点介数是图论中又一

个重要概念, 它与网络同步能力有密切关系 [80].

介数刻画了任意两个节点间的最短距离通过另外

一个节点的个数, 显示了节点的重要性程度, 最大

节点介数记为 Bmax,则它与 λ2 有下面的关系 [151]

dmax −
√

d2
max − (N/(Bmax + 2))2 ≤ λ2 ≤

dmax +
√

d2
max − (N/(Bmax + 2))2

Comellas 等 [151] 进一步给出了同步能力指标的其

它估计式, 感兴趣的读者可以参阅.

Duan 等 [149] 基于子图与补图方法, 给出了当

给定图中含有特殊的子图时的同步能力更为精确

的估计, 例如考虑图 1 中的 Γ1. Γ1 中度为 6 的节

点形成一个典型的二分 (bipartite)子图 [135,149],由

文献 [149] 中的子图补图方法可得 r(Γ1) ≤ 2/9. 而

其实际同步能力指标为 r(Γ1)=1.725 1/9.274 9. 文

献 [149] 中的方法成功地给出了最小非零特征值

的上正数与最大特征值的下整数估计.

图 1 Γ1, r(Γ1) ≤2/9

除了子图补图方法外, 图特征向量也可以用

于同步能力估计, 例如考虑图 2, 图 2 中 Γ2 类

似于物理学中所说的具有社区 (community) 结构

的图, 图 2 中 Γ2 减去节点 3 与 6 之间的边, 所

得图记为 Γ2 − e{3, 6}, 明显该图是不连通的, 其

补图 (Γ2 − e{3, 6})c 是一个典型的二分 (bipartite)

图, (Γ2 − e{3, 6})c 的最大特征值对应的特征向量

为 [136]

v = (1/
√

8, 1/
√

8, 1/
√

8, 1/
√

8, 1/
√

8, 1/
√

8,

1/
√

8, 1/
√

8)T

图 2 Γ2, r(Γ2) < 0.5/5

由于一个给定图的最小非零特征值与其补图

的最大特征值具有共同的特征向量, 并且 Γ2 与

Γ2 − e{3, 6} 只差一条边, 所以我们可以用 v 近似

估计 λ2(Γ2) 的特征向量, 设 Γ2 对应的 Laplace 矩

阵为 L, 则由代数理论中的 Releigh 商方法可知,

λ2(Γ2) ≤ vTLv = 0.5. 另外由前面讨论可知 Γ2 的

最大特征值严格大于 5, 于是 r(Γ2) < 0.5/5. 这一

估计明显优于文献 [149] 给出的估计值. 这一图特

征向量方法适合用于带有社区结构的网络, 不同

社区之间有较少的边 [11,33].

3 同步能力与网络结构参数的关系、加边

的效果以及补图的意义

首先考虑下面的简单图 (见图 3). 图 3(a)(b)
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有相同的度序列,每个节点度都是 3;有相同的平均

距离, 7/5; 有相同的节点介数, 每个节点的介数都

是 2. 但它们的同步能力完全不同,分别计算它们对

应 Laplace 矩阵特征值可得: λ2(G1)=3, λ6(G1)=6,

r(G1)=0.5; λ2(G2)=2, λ6(G2)=5, r(G2)=0.4. 所以

明显图 G1 的同步能力强于 G2.

(a) G1 (b) G2

图 3

图 3(a)(b) 可以推广到含有 N = 2n(n > 1) 个

节点的图,设 G1 是一个含有 2n个节点的 bipartite

图 [135,136,148], 每 n 个节点内部没有边, 但每个节

点都连到另外 n 个节点中的每个点, 这时对任意

自然数 n >1 都有 r(G1)=0.5; 设 G2 是一个由两个

n 节点完全图组成, 且每个节点对应地连一条边

到另一个完全图中的一个节点, 则由代数图论知

识 [135,136] 可知当 n → ∞ 时, r(G2) →0. 但是象上

面所讨论的一样, 这样两个图有很雷同的统计性

质, 同步能力却差得很远. 统计物理学方面有很多

统计结果显示网络同步能力与网络结构参数有怎

样的关系 [76∼82], 但是由图 3(a)(b) 说明, 两个结构

参数很雷同的图可以有很不同的同步能力, Atay

等 [147] 指出统计性质与图的特征值关系不大, 这

些结果都表明复杂网络同步能力与结构参数的关

系问题是比较复杂的, 可能目前科学工作者还没

有发现一个能完全特征同步能力的参数.

下面讨论加边对网络同步能力的影响, 首先

介绍下面的引理 [135].

引理 1: 任意给定一个 N 个节点的连通图 G,

其特征值如式 (2) 排序. 对 G 增加一条边, 所得图

记作 G + e, 则其特征值与原图相比, 均单调增加,

即

λi(G) ≤ λi(G + e), i = 2, · · · , N

由这个引理可知, 如果只考虑图的最小非零特征

值 λ2, 那么任意增加边都不会降低 λ2. 但是

考虑特征值比就大不相同了, 例如在图 3(b) G2

的 1, 3 节点间增加一条边, 所得图记作 G2+

e{1,3}, 简单计算其同步能力指标可知, r(G2 +

e{1,3})=0.395 6< r(G2)=0.4, 也即加边降低了其同

步能力. 在 1, 4 节点继续增加一条边可得 r(G2 +

e{1,3}+e{1,4})=0.397 0,该指标好于 r(G2 +e{1,3}),
但仍然坏于 r(G2). 这表明加边既可以改善同步能

力, 也可以破坏同步能力. 但是对 G1 加边却不会

降低其同步能力,为了解释这一现象,我们考虑 G1

与 G2 的补图, 补图分别记为 Gc
1 与 Gc

2. 下面引理

给出了补图与原图特征值之间的关系 [135,136].

引理 2: 任意给定一个 N 个节点的图 G,下面

结论成立:

(1) G 的最大特征值 λN (G) 满足 λN (G) ≤ N ;

(2) λN (G) = N 当且仅当补图 Gc 是不连通的;

(3) 如果 Gc 不连通且正好由 q 个连通的部分

组成, 则 λN (G) = N 是 G 的 q − 1 重特征值;

(4) λi(Gc) + λN−i+2(G) = N , i = 2, · · · , N .

由图 4(a)(b) 看到 G1 的补图是不连通的, G2

的补图是连通的. 结合引理 2知 G1 的最大特征值

等于其节点数 6. 对 G1任意加边,最大特征值保持

不变, 而最小非零特征值单调增加, 所以对 G1 加

边有可能改善其同步能力, 但不会破坏同步能力.

并且由于 G1 的补图比较简单, 结合补图可以看出

对 G1 任意增加 3 条以内的边都不会改善其同步

能力, 而是保持相同的同步能力, 为了改善 G1 的

同步能力,至少要加 4条边. 所以由此可以看出 G1

与 G2 加边对同步来说有完全不同的效果,并且可

以看出补图对于理解同步能力的意义 [148]. 由上

面讨论可知对于补图不连通的图加边一定不会破

坏同步能力, 那么什么样的图加边一定破坏同步

能力? 下面我们讨论对环加边的情形 [150].

(a) Gc
1 (b) Gc

2

图 4

引理 3: 任意节点数 N ≥ 5 的环 CN 加一条

边一定破坏其同步能力, 即 r(CN + e) < r(CN ).
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我们以 6 个节点的环 C6 为例讨论相关问

题, 见图 5(a)(b). 简单计算可知 r(C6) = 0.25,

r(C6 + e{1,3})=0.226 5<0.25. 明显地加一条边后破

坏了同步能力. 但是重新改变 C6 + e{1,3} 的连接
方式可能改善同步能力, 例如将 C6 + e{1,3} 变为
图 5(c) 中的图 C6o, 可得 r(C6o)=0.268 4>r(C6). 于

是重新连边后明显改善了同步能力. 那么是否存在

图, 增加边后无论怎样优化结构也不能改善同步能

力? 为了回答这个问题, 我们给出下面的引理 [150].

(a) 环 C6 (b) C6 + e{1,3} (c) C6o

图 5

引理 4: 任意一个 10 个节点 16 条边的图 G,

其同步能力指标满足 r(G) < 2/5 = 0.4.

尽管 10 个节点 16 条边的图同步能力指标均

严格小于 0.4, 我们却可以找到一个 10 个节点 15

条边的图 Γ3(图 6),其同步能力指标为 0.4. 这表明

对图 Γ3 任意增加一条边不但会严格破坏其同步

能力, 而且加边后不可能再通过优化连接结构而

改善同步能力.

图 6 Γ3, r(Γ3)=2/5=0.4

Donetti 等 [78] 曾给出一个优化同步能力的

方法, 他们指出具有优化同步能力的网络结构参

数分布都是充分均匀的, 即介数, 度分布, 平均

距离, 环分布等都充分均匀. 但下面的图 Γ4

(图 7, 10 个节点 20 条边) 也具有充分均匀的结

构参数,并且其节点介数严格小于 Γ3 的节点介数,

但其同步能力指标却不如 Γ3 好 [150]. 曾有统计物

理方面的文献 [80] 指出节点最大介数小则同步能

力强, 但上面这两个图显示了不同的结果. 另一方

面我们猜想具有 10 个节点 20 条边的图, 任意优

化其连接结构都不能使其同步能力好于 Γ3, 如果

这一猜想成立, 则它表明在研究复杂网络同步能

力问题时, 会出现冗余边, 这些边不但不会改善同

步能力, 而且对同步能力有害. 那么对于一个具有

N 个节点的复杂网络, 为了使其达到同步能力指

标 r, 我们应该选多少条连接边? 这明显是一个对

复杂网络同步有重要意义的优化问题.

图 7 Γ4, r(Γ4) = 2.763 9/7.236 1 < r(Γ3) = 2/5

4 图运算对同步能力的影响

Atay等 [146] 给出了几类图运算并且讨论了它

们对同步的影响. 首先考虑图乘积运算, 给定两个

图 G 与 H, 我们可以定义它们的乘积图 G × H,

乘积图的严格定义可参考文献 [135,146], 我们这

里以例子来说明乘积图, 例如前面图 3(b) 中讨论

的图 G2 就是一个由环 C3 与链 P2(图 8) 形成的

乘积图. 乘积图第二特征值满足 λ2(G × H) =

min{λ2(G), λ2(H)},最大特征值满足 λmax(G×H) =

λmax(G)+λmax(H). 由此很容易地可以由 C3 与 P2

得到图 G2(图 3(b)) 的最大最小特征值, 并且可以

进一步解释上一节的结论, 即 G2 推广到 2n 节点

图 (可以看作 n 节点完全图与 P2 的乘积图), 其

同步能力趋于零. 并且可以得到乘积图的同步能

力指标满足 r(G × H) < min {r(G), r(H)}. Duan

等 [149] 进一步给出了一个图含有乘积图作子图时

的同步能力估计.

下面讨论图的另一类运算, 并运算. 给定两个

图 G 与 H, 它们生成的并图记作 G ∗ H, 是指

在 G 的每个节点与 H 的每一个节点间连边后形

成的图. 3 个孤立节点形成的图记作 O3, 则前面

图 3(a) 中的图 G1 可以看作图 O3 ∗O3. 设 G 与 H
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的节点数分别为 n, m, 则由图论知识 [135,146] 可知

它们形成的并图的第二特征值与最大特征值满足,

λ2(G∗H)=min{λ2(G)+m,λ2(H)+n}, λmax(G∗H) =

n + m. 明显地并图 G ∗ H 的同步能力指标满足

r(G ∗H) ≥ 0.5. 上一节讨论的 G1 推广到 2n 个节

点的图可以看作两个 n 个孤立节点的图生成的并

图. 并运算一般会改善同步能力.

图 8 环 C3 与链 P2

此外还有一类运算称作结合 (coalescence) 运

算, 是指给定两个图 G 与 H 后, 将 G 的

一个节点与 H 的一个节点结合为一个节点形成

的图, 记作 G ◦ H, 其特征值与同步能力指标

分别满足 λ2(G ◦ H) ≤ min {λ2(G), λ2(H)},
λmax(G ◦ H) ≥ max {λmax(G), λmax(H)}, r(G ◦ H)

≤ min {r(G), r(H)}. 结合运算生成的图不一定唯
一, 结合的节点不同则生成的图就不同. 例如图 9

中的图 Γ5 可以看作是由链 P4 (图 10) 与链 P2

(图 8)结合生成的图,并且 5个节点形成的链 P5 也

可以看作 P4 与 P2 结合生成的图. 图结合运算一

般会破坏同步能力 [146], 并且结合的节点不同, 对

同步能力的破坏程度也不同. 由文献 [149] 中的补

图方法可知结合图的第二特征值都小于等于 1, 所

以结合图的同步能力一般是不好的.

图 9 Γ5

图 10 链 P4

5 结论与展望

本文重点讨论了图论方法在复杂网络同步能

力估计方面的应用, 明显地图论也可以用于复杂

网络建模与结构特征方面的研究. 给定一个 N 个

节点的网络,怎样连边才能优化其同步能力? 为了

达到一定的同步能力指标, 至少应该连接多少边?

这些都是图论与复杂网络同步相结合的重要问题,

值得进一步深入研究, 无论是有向图还是无向图

都存在类似的问题, 根据本文的讨论, 边连接多了

不但会浪费连接, 而且可能破坏同步能力. 除了图

特征值外, 另一个直接与同步能力相关的因素是

同步化区域 [97∼100], 对于无向网络同步化区域分

布于实轴上, 有向网络则同步化区域分布于整个

复平面, 同步化区域与图特征值相结合才能较全

面地反应复杂网络同步能力. 对于有向网络该怎

样反应同步能力指标? 明显图特征值实部与虚部

需要同时考虑, 再结合到同步化区域, 这类问题将

更加复杂. 另外, 在研究中发现当网络对应的图特

征值有约当块出现时, 不管其特征值比对应的同

步能力怎样, 网络的节点状态都会经过较长时间

振荡才能趋于同步 [83], 所以对同步品质的评价还

应该有其它指标 [84,85]. 控制理论中已经有很多评

价控制系统品质的指标, 是否这些控制指标可以

用于复杂网络同步研究是值得探讨的课题 [85,158].

近年来 multi-agent 系统一致性问题也得到了广泛

关注并且已经得到了很多研究成果 [159∼168], 并且

图论也在一致性问题中得到了应用. 复杂网络同

步与 multi-agent 系统一致性问题有很多本质的联

系, 都研究节点状态的一致性问题, 这两方面的问

题能否建立统一的框架是一个非常有意义的课题.

最后, 正如前言中所述, 在控制理论中致力于多个

子系统组成的大系统的研究已经有很多年的历史,

已经在稳定性分析与分散控制方面给出了很多成

果 [22∼27]. 明显地, 复杂网络系统与 multi-agent 系

统都可以看作大系统, 并且从模型上来看比大系

统更简单,更接近于相似大系统 [169,170]. 大系统方

法明显可用于复杂网络系统的研究 [28,162].
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synchronization, and optimal network topology. Phys Rev

Lett, 2005, 95: 188701

79 Gomez-Gardenes J, Moreno Y, Arenas A. Paths to syn-

chronization on complex networks. Phys Rev Lett, 2007,

98: 034101

80 Hong H, Kim B J, Choi M Y. Park H.Factors that predict

better synchronizability on complex networks. Phys Rev

E, 2004, 69: 067105

81 Nishikawa T, Motter A E, Lai Y C. Hoppensteadt F C.

Heterogeneity in oscillator netwroks: Are smaller worlds

easier to synchronize? Phys Rev Lett, 2003, 91(1): 014101

82 Zhao M, Zhou T, Wang B H, et al. Relations between

average distance, heterogeneity and network synchroniz-

ability. Physica A, 2006, 371(2): 773∼780



710 力 学 进 展 2008 年 第 38 卷

83 Nishikawa T, Motter A E. Maximum peformance at min-

imum cost in network synchronization. Physica D, 2006,

224: 77∼89

84 Yang H, Zhao F, Wang B. Synchronizabilities of networks:

A new index. Chaos, 2006, 16: 043112

85 Liu C, Duan Z S, Chen G, Huang L. L2-norm performance

index of synchronization and optimal control synthesis of

complex networks. 2007, arXiv: 0710.2736v1

86 Zhao M, Zhou T, Chen G, Wang B H. Enhancing the

network synchronizability. Front Phys China, 2007, 2(4):

460∼468

87 Zhao M, Zhou T, Wang B H, Wang W-X. Enhance syn-

chronizability by small structural perturbations. Phys Rev

E, 2005, 72: 057102

88 Lu Y, Zhao M, Zhou T, Wang B. Enhanced synchroniz-

ability via age-based coupling. Phys Rev E, 2007, 76:

057103

89 Motter A E, Zhou C, Kurths J. Enhancing complex-

network synchronization. Europhysics Letters, 2005, 69:

334∼340

90 Wang X, Lai Y, Lai C H. Enhancing synchronization based

on complex gradient networks. Phys Rev E, 2007, 75:

056205

91 Xu D, Li Y, Wu T. Improving consensus and synchroniz-

ability of networks of coupled systems via adding links.

Physica A, 2007, 382(2): 722∼730

92 Chen T P, Liu X W, Lu W L. Pinning complex net-

works by a single controller. IEEE Trans on Circuits and

Systems-I, 2007, 54(6): 1∼11

93 Li X, Wang X F, Chen G. Pinning a complex dynamical

network to its equilibrium. IEEE Trans. on Circuits and

Systems-I, 2004, 51(10): 2074∼2085

94 Liu Z X, Chen Z Q, Yuan Z Z. Pinning control of weighted

general complex dynamical networks with time delay.

Phys A, 2007, 375: 345∼354

95 Wang X F, Chen G. Pinning control of scale-free dynam-

ical networks. Phys A, 2002, 310: 521∼531

96 Li R, Duan Z S, Chen G. Cost and effects of pin-

ning control for network synchronization. 2007, arXiv:

0710.2716v1
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Abstract In the past ten years, the fast development of complex network theory has provided a good support

for the study of complexity and complex systems, since they describe clearly the important characteristics

of complex systems, and show bright prospects in theory and applications. This paper presents mainly the

application of graph theory to complex networks, especially to the synchronization problem of complex networks.

First, its application to the estimations of smallest nonzero, largest eigenvalues and synchronizability index of

certain graphs are commented, followed by the effects of subgraph and graph eigenvector in the estimation

of synchronizability index. Furthermore, the complexity between the relationships of synchronizability and

network structural parameters are discussed via two simple graphs, and the effects of complementary graph,

edge-addition and graph operation on the synchronization of complex networks are elaborated. Finally, some

possible development directions in complex networks are predicted from the viewpoint of graph and control

theory.
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