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高精度加权紧致非线性格式的研究进展
’

邓小刚 刘 听 t 毛枚良 张涵信

中国空气动力研究与发展中心
,

绵阳 62 10 0 0

摘 要 综述了高精度加权紧致非线性格式 W C N S 在理论分析以及复杂流动应用方面的研究进展
.

首先回顾了国

内外高精度格式研究的概况
,

然后介绍了 WC N S 的研究与发展历程
.

在对 WC N S 进行了 oF ur le r 分析和渐近稳

定性分析后
,

给出了 WC N S 求解多维复杂流动的算例
.

关锐词 高精度格式
,

加权紧致非线性格式
,

oF ur i er 分析
,

渐近稳定性理论

1 引 言

近 3 0 年来
,

计算流体力学 (
e o m p u t a t i o n al if u id

d y n a

iln cs
,

c F D ) 己进入到求解可压的雷诺平均

N va ier
一

st o ke s

(N
一

s) 方程和三维定常及非定常完全

戮性流动数值模拟阶段 l[]
,

其发展的一个必然而且

重要的途径在于对数值计算格式和方法的研究
.

实际的流体运动是很复杂的
,

各类波系在其中充

当着不同的角色
,

为真实地刻画流场内流动细节
,

人

们纷纷要求采用高 (阶 ) 精度格式
.

G a i t o n d e [2 ] 指

出
,

普通低阶格式导致的数值耗散与色散可通过高

精度格式潜在地降低
,

即使在受网格非均匀性
、

边界

条件的低阶近似以及非线性现象的捕捉等相关因素

的影响全场精度不得不降阶时
,

建立在可靠的高阶

公式基础上 的高精度格式也比优化过的低阶格式计

算结果更加精确
.

即便高精度格式的运算量在每个

迭代步有所增加
,

但它整个过程 的计算仍有着更高

的效率
.

因此开展高精度格式的研究近年来一直是

c F D 中的前沿研究课题
.

本文就国内外高精度格式的发展做了详细的回

顾
,

重点介绍作者建立 的高精度加权紧致非线性格

式最新研究进展
,

通过具体的大尺度流动算例研究

高精度加权紧致非线性格式的分辨率与计算效率
,

并对格式应用于湍流流动的前景作了展望
.

2 国内外高精度格式研究概况

有关高精度
、

高分辨率捕捉激波流场的计算格式

在过去几十年取得很大的进展
.

好的格式应能得到原

问题锐利的
、

逼真的物理图像
,

它习惯地被称为具有高

分辨率 [3 ](h ig h
: e s o l u t io n

)
.

H ar t e n [4 ] 29 5 3年首先提出

高分辨率方法
、

总变差减小 ( t
o t a l var iat io n d i而in

s h-

i n g
,

T v D )或总变差不增 (t
o t a l var i a t io n n o n i n c r e as

-

in g
,

T v N )I 的概念与限制器 (h而 t er ) 技术
,

并具体

构造了具有 2 阶精度的高分辨率 T V D 格式
.

T V D

格式是非线性的保单调格式
,

它为数值方法特别是差

分方法的理论与构造开拓了一个崭新的方向
.

同样具

有 T v D 性质的格式 (m
o n o t o n i e u p s t r e a m

一 c e n t e r e d

s e h e m e fo r 。 o n s e r
va t io n law

s ,

M U S C L ) 由 Va
n L e e r

提出
,

选择合适的限制器
,

可以得到良好的色散与耗

散特性
,

激波等间断捕捉的分辨率高 隔 6 }
.

19 84 年
,

张

涵信通过小扰动分析的方法研究了色散误差对改善激

波附近数值解行为的作用
,

构造了无波动
,

无自由参

数的耗散差分 (n
o n 一 o s e i ll a t o r y

, e o nt ia iu n g n o fr e e p -a

r a m e t e r s
, a n d d i s s ip a t ive

,

N N D ) 格式 [7
, 8 ]

,

现已广泛

地应用于科学和工程领域并取得了比较好的效果
.

在对激波捕捉的方法中
,

T V D 格式已被证实为

可靠和有效
,

但为满足其总变差减小的数学属性
,

在

极值点附近精度将退化为一阶
.

为提高格式精度且极

值点处不降阶
,

H ar t en lo, ` 0] 提出实质无波动 ( es
s
en

-

t i a l ly n o企 o s e i l l a t o职
,

EN O ) 的概念
,

它放宽了 T V D

中强调消除波动的限制
,

允许格式有附加的高阶虚假

波动
,

这样格式的建立就具有较大的灵活性
.

人们纷纷

构造
,

建立了各种具体形式的高阶 E N o 格式 l[ `一 `司
.
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但是 ENO 格式在求解一维
、

多维守恒律方程组

时
,

含间断的计算流场内存在着虚假波动
,

精度越

高
,

这种波动越严重
.

1994 年 iL u[
1 7! 提出加权技

术
,

建立了加权实质无波动 (we ig ht e d e s s e nt i a uy n o n
-

o s e ill a t o r扒 WE N O ) 格式
.

W EN O 格式是基于 E N O

格式构造的高阶混合格式
,

它将 E N O 格式传统的通

过逻辑判断选择最光滑模板 (st en icl ) 的方法
,

改进

为采用所有模板的加权平均
,

而权值则可以度量模

板的光滑程度
.

W E N O 格式在保持了 E N O 格式优

点的同时
,

还使得计算流场中的虚假波动明显减少
.

Lve y 认为采用线性权值格式精度会随网格数变化而

稍微变化
,

而采用非线性权值
,

在稀疏网格下获得的

误差比线性权值方法的低
,

精度还能保持稳定
,

于是

他采用含有非线性权值的 4 阶中心型 w E N o 格式

计算了二维 E u le r 流动 [` 8
,` 9 ]

.

L i n [2 0 ]在耗散与色散

关系基础上对 W E N O 格式中的参数进行了研究
,

得

到了不同形式的 WE N O 格式
,

将这些格式推广到二

维与轴对称情况
,

作了典型算例的数值实验研究
.

W EN o 格式不总是保单调的
,

于是 s ur e s h [2` ]

提出了一类新的高阶保单调格式 — M P S (m
o

-on
t o n i c i t y p r e s e r v i n g w i t h if ft h o r d e r

) 格式
.

2 0 0 0 年

B al s ar a [2 2 ]将 s ur e s h 的保单调插值策略和 W EN O 格

式构造思路结合起来
,

构造了具有健壮激波捕捉能

力的保单调加权实质无波动格式 (mo
n o t o n i e i t y p r e -

s e r v i n g w e i g h t e d e s s e n t ial ly n o n
一 o s e i ll at

o r y s e h e m e s ,

M PW EN O )
,

应用于数值实验中取得不错的效果
.

国内
,

张涵信进一步发展了建立光滑捕捉激波

格式的原则
,

即耗散控制原则
、

色散控制原则
、

激

波控制原则和频谱控制原则 laa }
.

按照这些原则贺国

宏 阳 l建立了 3阶精度的实质无波动无自由参数格式

(
e s s e nt i a l ly n o

-n
o s e i ll a t o r y

, e o nt a iin n g n o fr e e p ar a

-m
e t e r s

,

E N N )
,

李沁 12 5
,

2 6 ] 建立 T 激波处为 2 阶 N N D

格式
,

其它地方为 4 阶加权非线性格式的混合格式
,

宗文刚 , }提出了双重加权实质无波动格式 (d ou
-

b le we i g ht e d e s s e nt i a l ly n o
-n

o s e i l lat
o r y, DW E N O )

.

另

外
,

F C T (if ux
一 e o r r e e t e d t r a n s v o r t ) 是一类通量修正

方法
,

它以低阶格式为基础
,

对高阶格式所得的数值

通量进行修正
,

使其满足局部单调性原则
.

沈孟育利

用解析离散法
,

在导数计算公式中引入 F C T 以消除

非物理解振荡
,

构造了高阶格式 w E N o
一

Fc lT sz]
,

并

将其应用于一维和二维无猫流动当中
.

另一方面
,

紧致格式也已逐渐成为高精度计算

方法研究的主要方向
.

采用相同的网格模板构造出

的紧致差分格式可以达到比传统差分格式更高阶的

精度
,

同时它还具有更高的尺度分辨率以及更小的

波相位误差
.

一9 9 1 年 e lar k s e
a n [2 9 ] 在二维

、

三维平板喷流的

直接数值模拟中
,

在流向采用紧致差分格式
,

在其它

方向则采用了谱方法
,

这样谱方法和紧致差分格式的

优点就被有效地结合起来
.

次年 eL lel ao] 发展了一系

列高精度的对称型线性紧致格式
,

同时还推导出 1阶

以上导数的紧致逼近公式
.

uY sl[ ]采用 6 阶紧致格

式求解了非定常 E ul er 方程
,

数值模拟剪切层内波系

运动
.

w i iil am 脚 ]在论文中初步分析了中心型紧致

格式的特征值
、

收敛性与并行计算的可行性等
,

利用

构造的 6阶格式计算了线性与非线性 P o
iss on 问题

.

w ils on 因 ]推出了高阶紧致格式并将它们应用于不可

压 N
一

s 方程的计算当中
,

s ilnr ~ [34 ! 则建立任意网

格下的紧致格式 P ad el
,

计算了二维平板流与亚声速

涡传播等问题
.

国内
,

王强 【叫 采用高精度紧致差分

算法
,

对可压自由剪切层转披区中的几种典型展向大

尺度涡作用形态进行了直接数值模拟
.

沈孟育 136】提

出 l 种 3 点 3 阶精度的紧致格式
,

成功地计算了无

薪伯格斯方程与一维激波管流动
.

采用对称型的这些紧致格式
,

它们的截断误差是

色散型的
,

因而无法抑制高波数误差
,

格式的精度越

高
,

数值振荡越大
.

于是 s h an g附 ] 通过加入空间过

滤器 (ifl et r) 发展了高阶紧致格式
,

有效地抑制住振

荡
.

K o ut s
va id s ss[ ]采用 6 阶紧致格式加 8 阶过滤器

计算二维线性 E ul e r
方程

,

v i sb aJ [3 9 ] 则利用 P掀
e `

格式加上 6 阶与 10 阶精度的过滤器
,

求解动网格条

件下的 N
一

S 方程
.

马延文和傅德薰 l’0 ,41 ]通过对模

型方程的研究
,

提出了耗散比拟思想
,

依此构造了迎

风紧致格式和带色散协调因子的迎风紧致格式并付

诸应用
.

H al t[’ 2 ] 认为紧致格式的进一步发展在于对无波

动激波捕捉技术的研究
.

大部分高阶紧致格式采用

的是线性形式
,

对于非线性紧致格式
,

相应的研究则

进行得不多
.

采用合适的非线性形式的紧致格式能

有效地解决由于激波间断处非线性特性的存在导致

的点对点振荡
.

C o e k bur n [4 3 ] 通过 T v D 与总变差

限制 T v B 的概念建立 了 3 阶与 4 阶精度的非线性

紧致格式
,

但 4 阶格式在激波附近解产生明显的数

值振荡
.

Ra v i e h a n d r an [4 4 ] 将 M imn
o d 通量限制器

应用于高阶紧致格式
,

构造了对于一维标量方程具有

T v D 性质的高阶紧致格式
,

数值模拟了多种含激波

的流动
.

A d am s[’ 5 l 构造了高阶紧致格式和 E N O 格

式的混合格式数值模拟了含激波的流动
.

叭俗 n g !州

在 P ad el 格式中加入 E N O 算法
,

发展了新的高阶

E N o
一

P ad e’ 格式
,

二维定常与非定常流动应用研究

发现
,

此格式能消除 P ad el 格式跨间断的非物理振

荡
,

并提高 E N O 在光滑区内的高精度特性
.



针对构造的迎风紧致格式计算激波时仍有振荡

这一问题
,

马延文 [4 7 }采用群速度直接控制方法重构

紧致格式
,

计算了 so d 问题以及二维激波反射问题
.

袁湘江 呻 }构造了一种 3 阶迎风紧致格式
,

计算球锥

体的超声速绕流
,

结果显示数值解在激波附近的非物

理振荡得到改善
.

宗文刚 呻} 以 N N D 和 E N N 格式为

基础构造了加权紧致格式 w C N N D 和 w c E N N
,

并

将之应用于多种复杂薪性流动当中
.

湍流研究不断深入
,

人们逐渐意识到应用高精度

格式的重要性
.

湍流流动中存在着变化范围很大的空

间尺度
,

而这些大小尺度结构相差悬殊
,

这要求高精

度数值方法具有捕捉大小尺度流动结构的能力
,

具有

低耗散
、

低色散的高分辨能力以及计算稳定的能力
.

徐岚 网 ]采用 4 阶紧致格式
,

完成了充分发展槽道湍

流的大涡模拟计算
.

李新亮 sl[ ] 运用高精度迎风差分

方法及 8 阶精度群速度控制型差分格式对可压衰减湍

流的流场及被动标量场进行了直接数值模拟
.

R ial 5 21

成功地用显式迎风偏置 5 阶格式 (exP ilc it u p w i n d ib
-

as
e d if ft h

一 o r d e r s e h e m e ,

E UW
一

5 ) 模拟了湍流边界层

的空间发展
,

但它是线性的
,

不能很好地计算激波流

场
.

K o ur at 呻 ]采用 4 阶精度格式
,

直接模拟了对流

马赫数为 1
.

6 的超声速剪切层
.

G at sk ils
4 }采用高阶

有限差分格式
,

直接模拟了来流马赫数 2
.

25 的平板湍

流边界层的发展过程
.

小激波串是可压缩湍流的常见

结构
,

因此
,

直接数值模拟可压缩湍流
,

如激波与湍

流的干扰
,

需要能够光滑捕捉激波的高精度格式
.

要保持高精度流场
,

薪性流动计算中 N
一

S 方程

的薪性项也有必要离散为高阶精度
.

而且高精度格式

的应用不应只考虑内点格式
,

还须考虑采用何种边界

及靠近边界的格式
,

这些格式对流场最终结果具有重

要的影响作用
.

目前大多数高阶格式对薪性项与边界

格式处理为 2 阶精度以保证数值解的稳定性
,

全流

场高精度格式还很少
.

iZ gn g【5 5 、 叫 分析加上人工耗

散的 4 阶线性格式
,

采用高阶差分近似的边界格式

和猫性项
,

计算了二维翼型勃性绕流
.

D on g lss] 采

用对流项为 5 阶迎风显式格式
,

戮性项为 6 阶中心

显式格式
,

比较并行算法中半隐式激波装配代码的效

率
,

计算了三维超声速 C ou et et 流动稳定性
.

c hu

对非周期边界使用了 5 阶边界格式
,

分别发展了 3

点 6 阶混合紧致格式 (
e o

mb i n e d e o m p a e t d i价
r e n e e

s e h e m e ,

e e D {5 9 ] 与
s t a g g e r e d C o

汕ien a e o
m p a e t d i-f

fe r e n e e s e h e m e ,

s C C D [6 0 ] )
,

相对于 e e D
,

s e e D 在误

差与时间精度方面有很大改善
.

s h en 卿 l 提出了广

义紧致方法 ( g e n e r a l i z e d e o
m p a e t d i ffe

r e n e e 。 e h e m e ,

G )C
,

对边界格式处理为 5 阶精度
,

采用 3点 6 阶精

度内点格式很好地计算了定常激波反射
、

非定常激波

散射及激波 / 涡干扰等问题
.

3 高精度加权紧致非线性格式的研究发展历

程

邓小刚等研究者一直致力于高阶精度内点紧致

格式以及相关的高阶边界和靠近边界格式研究
.

1 99 6 年建立了一类单参数的线性耗散紧致格式 (id
s -

s ip a t i v e c o
m p a C t s c h e m e s ,

D C S )1
6 2 ]

,

它只需在相应的

中心型紧致格式中加入耗散项
,

选择合适的参数
,

内

点精度可分别达到 3 阶
、

5 阶
、

7 阶与 9 阶
,

边界

处格式也为 3 阶精度
.

将 5 阶精度 D C S 应用于超声

速平面 C o u et et 流动的特征值问题及其稳定性边值

问题求解中 【6s]
,

计算结果显示该格式具有优良的色

散特性
.

接着他们提出适应性插值的概念
,

以 4 阶

精度单元中心型 (ce n
一

ce nt er ed ) 紧致格式为基础
,

在

单元边界进行高阶精度紧致自适应的非线性插值
,

构造了紧致非线性格式 (
e o

卿ac t n o n l i n e ar : e h e m e s ,

c N s) 阳 ,65 1
.

对一维 E ul er 方程进行计算
,

结果显示

3 阶与 4 阶精度的 CN S 能够较健壮地捕捉间断
.

、五m e s h i t e [6 6 ]使用 e N s 很好地计算了含强激波的高

超声速流动
,

分析了马赫数为 10 条件下扰动波频率

对椭球壁的影响
.

然而紧致自适应插值同样在流场光

滑区发挥作用
,

结果所选择的 3 个模板只有一个的

信息被采用
,

这使得 C N S 的效率相对低
,

而且接触

间断在某种程度上被抹平
.

于是邓小刚等采用加权技

术构造了一系列非线性紧致格式 (w ie hg t ed co m p ac t

n o n l i n e ar s c h e m e s ,

WC N S ) [
6 7

,

6 8 1
.

采用 4 阶 w e N s

以及与之相容的 4 阶紧致边界和靠近边界格式
,

模拟

了一维激波管问题和马赫数为 3 的无毅绕前台阶流

动
,

激波和接触间断分辨得很清楚
.

对于猫性流动
,

数值求解了马赫数为 5
.

73
、

雷诺数为 2 0 5 0 的绕圆

柱流动
,

计算结果可以看出激波捕捉得很好
,

物面压

力与热流分布与有激波装配的谱方法的结果吻合很

好
.

20 01 年邓小刚基于构造耗散紧致线性格式的

方法
,

发展了新的高阶精度耗散加权紧致非线性格

式 ( d i
s s i p a t i v e

we i g ht e d e o
m p ac t n o n l in e a r s e h e

m
e s ,

D w c Ns ) 网
,

通过一维和二维含激波的超声速流场

的计算
,

数值结果显示了这些高精度格式捕捉间断的

良好特性
,

对边界层的高分辨率与具有的良好收敛

性 vl0 ]
,

它们能得到比低阶格式更准确的结果
.

w C N S 与 DWC N S 具有同样的理论基础
,

高精度特

性也表现得类似
,

但 D w C N S 的计算量要比 w c N s

的多
,

因而基于计算效率方面的考虑
,

本文重点对

w C N S 作了理论分析与应用研究
.
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4 高精度加权紧致非线性格式 W C N S 的理

论分析

4
.

1 非线性格式的定义

考虑标量双曲型线性方程

(2 )若 k = 0
,

则可拓展为 5 阶显式格式

刀二粼加
/ 2 一元一砂

- 25

3 8 4 h

a u a u
代: , + c

.

二 se = 0
口 t 口劣

( 1 )

此处
, 。 > 0 为常数

.

简单起见
,

考虑均匀网格勺 = j h

上求解
,

h 为网格间距
,

0 三 j 三 N + 1
,

并给定节

点上的函数值 uj = u( 勺 )
.

式 ( l) 的半离散化方程为

0 “
二二 , + e u奋== U

口 t
(2 )

(元
+ 3 / 2 一元

一 3 / 2

、 +熹 (五
+ 5 /2 一

元
一 5 / 2

、
\
` J ’ “ , “ ` J 一 “ , `

/ 6 4 0 h \
` 沙 ’ “ , , ` 产 “ I ` /

(5)

应当指出的是
,

如果 云代表单元边界的 。 只有
r
阶精度 (

: < 5 )
,

即 j (
u

) = f (
。
) + o (h

r

)
,

那么单元

中心型紧致差分格式的色散与耗散特性由 云 占主导

作用
,

因此必须让 云在单元边界获得高精度插值
.

在流场光滑区单元边界 乌士 , /: 处 5 阶精度的插

值公式为

可早1/
2 二 均 +

12 8
(3均

一 : 一 20 均
一 : 一

式 (2 ) 空间导数可的格式都可写成 3 s u , + 6 0。 ,十 : 一 5。 ,+ 2 ) (6 )

j + 。 2

艺
a。又-

j + nt Z

艺 b、 。 ;

可竺
l /2 二二 U 布 一 —12 8

s jtL 一 2 一 6 0均一 i +

k= j一几 : 无= j一。 1

式中
a * 和 b* 为格式系数

,

(
x 卜 。 : ,

…
, x , + 。 2

) 和

(芍
一。 : ,

…
,

勺 + 二 2

) 为网格模板
.

定义 对任何求解方程 (2 ) 的空间离散格式
,

若

格式的系数
a 、 ,

b、 或网格模板依赖于解 。 、 本身
,

这

样的格式就叫非线性格式
,

否则为线性格式
.

显然
,

T V D 格式使用限制器
,

E N O 格式的网

格模板依赖于解本身
,

所以它们都是非线性格式
.

4
.

2 加权紧致非线性格式
.

。
. 、

_
、

_
, 、 .

_ _ 二
、

_ _

/ 口u 、
_ ,

一
将式 t l) 与成号但招式

,

即 ! 下丁 } = 一人
.

米
、 沉 / J

3 8” j + 20玛+ l 一 3均 + 2
) ( 7 )

但是激波附近这种处理将导致数值波动
,

因此需

采用加权技术
,

它的主要思想是这样的
:

3 个候选

网格模板分别赋予权值
,

该权值决定候选模板自身

在最终单元边界插值的贡献
,

也就是说
,

权值在流场

光滑区处于优化权值状态
,

这样格式就达到 5 阶精

度 ; 在间断附近的区域
,

含有间断的模板被赋予的权

值接近于零
,

这样它对数值通量几乎没有贡献
,

从而

避免跨间断进行插值
,

保证了这些区域内的计算精度

也达到 3 阶

用单元中心型的紧致格式计算刀得

k刀
+ ; + 刀+ “刀

一 1 一

是(元
+ l / 2 一元一邝)

+

、 ,十 l /2

一
, +

会
。: , + 看

、 2·
: ,

、鞠
一 l / 2

一
, 一

今
g、 , + 音

h Z· ; ,
(8 )

(元
+ 3 /2 一丈

;
(3
一 2、 )

(3 )
其中

`

、、.口产

2
.

2
尹

3一

,

寿
入口l
,tL

其中
a =

” 一

矗(
2 2“ 一 l)

·

元
士 1/ 2

了(几
士 : / : ) 为单元边界的数值通量

.

对上式进行

肠 y lor 级数展开
,

可以得到

。兑, 二艺
` : ;

时
,

。轰,

无= 1

3

s

乞, = 艺
。 : 、 s

全
, 。

耘
介= l

一
艺

。二才
k = 1

3

一
艺

。 ; * s

全
k = 1

:
一

(鬓)
, + 9 一 6 2 k

1 9 2 0

h`对
6 , + o ( h

r

) + o (h
6
) 时

二

一一一一一一一一才才
1次
J,

心
ó

截断项 O (丫 ) 来自云的插值
.

若 马砖 相对于 、 士合

具有 5 阶精度 (
: == 5 )

,

可推导出
:

( 1 ) 若 k
,

则得到 5 阶隐式格式
9一62

一一

晶:
+ , + : +

晶:
6 3 /

; : 、
一 ` =

赢
’

戈方
十 lz/ 一 乃一 , / 2少+

珍 份 万 、
1百石五 \ J , + 3 / 2 一 J J一 3 / 2 /

六
(
。 ,一 2 一 4 U ,一 : 、 3 U , )

六(
· , + l

一
,一 1

)

六(
一 3· , + 4、 十 l

一
, + 2

)

命(
U ,一 2 一 2、 一 1 、 、 )

击(
、 一 l 一 2牡 , + 、 十:

)

( 4 )
8

罗=
1 ,

丽 、u j
一 Z tL , + ; + 。 j + 2

)
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权值 , 石 (二 )、

田乙 (几 )无 =

定义

口石 ( R )、

E众
_ l
口: (二 )。

’ 口
乙 ( R )、 = CL (R )*

(占+ 15 、 )
2

在多维计算中
,

差分格式的相位误差以各向异性

的形式表现出来
.

先研究二维情况
,

此时不同波数的

相速度 扩
’

可表示为 s0[ 】

式中 占 = 10一 “ 为一小量
,

是为了避免分母为零
.

1 5 、 为模板光滑性的度量

式 (6 ) 与式 (7 ) 易得 几
i

器
,

。
3 一 C R I 一

晶
·

! 7 ` J
,

几 (二 )* 为优化权值
,

由
一 c R 3 一

矗
,

c L Z 一 。 2 -

。 二 二 些禁些立
一
I
c o s o`

’

(。 h
c o s “ ) “ +

以几 L

·`n “ ` ’

`。 h “ n “ , h」/
。 h

(1 1)

由于本文所用的是加权非线性插值
,

其插值模

板依赖于解 u 、 ,

所以将式 (3 ) 与式 ( s) 相结合
,

这一

完整的格式称为加权紧致非线性格式 W C N S
.

因而

式 ( 4 ) 简称为 WC N s
一

5 ; 式 (5 ) 简称为 W e N s
一

E
一

5
.

4
.

3 W C N S 的 oF ur le r
分析

对于 l 阶导数格式的差分误差
,

从导数差分格式得到的 oF ur ier 系数

可以通过比较

(ij)
, d 与精确

图 2 为

竿
一

命
,

晶
,

…
,

器
,

器
时几种高阶格

式的各向异性相位误差分布
.

最外面的曲线代表小波

数 田h 的波
,

此时它的传播各向同性且只有一个相速

度
.

最里面的
“

玫瑰形
”

曲线表示在网格上能分辨到

的最短波
,

曲线形状越大意味着格式的各向异性相位

误差限制于越窄的短波范围
.

图中 w c N s
、

E u w
一

5

与 P a
de

`

的曲线形状相差不大
,

这说明它们相位误差

的各向异性特性表现得一致
.

的 l 阶导数 oF ul ier 系数 几来估算
.

弓l进修正波数

。 * = 可 + 彻犷
,

任一差分格式均相应有

(ij)
, d 一 。̀ ’

人 (9 )

可见修正波数的虚部控制着解的振幅变化
,

而实部则

影响解的相位变化
.

格式的稳定性要求 叮 三 .0

把式 ( 4 ) 与式 (5 )和优化插值公式代入式 ( 9 )
,

得

到修正波数
。

*

h = 。 *

(
公 h ) h ( 10 )

图 1 显示了 WC N S
一

5 和 W C N S
一

-E 5 修正波数的

实部和虚部
.

可以看出
,

除了高阶 P a
de ll so] 修正波数

的虚部等于零外
,

其余的都小于零
,

它们对应于格式

的耗散特性
.

WC N S
一

5 和 W C N S
一

E
一

5 具有近乎相同

的耗散与色散特性
,

它们的精度稍优于 E u w
一

5冲 }
.

图 2 高阶格式在二维方向的相位速度各向异性图

同理
,

推出三维条件下不同波数的相速度 、 * 中 *

。… 二

州些鱼少
-

公h 一

爪爪爪、、 \\\

……
’

\\\
___ `

气气

ǎv
. 3à。留

ǎ心
.

急日工

图 1 W C N S 的修正波数及其它高阶格式的比较

【
。0 5 “ c O g , 。

·

(
。 h 。 。 s “一 , ) h + 一 “ S i n , 。

·

(` h C O S “ “ n , ) h + “ n a`
’

(` h s`n a ) h」/
。 h

( 12 )

图 3 给出了 。 h = 7r 时这些有限差分格式的相

位速度的各向异性图
.

与二维图像类似
,

格式分辨的

最短波在三维方向传播表现为各向异性
,

沿与 3 个

坐标轴都成 45
“

位置波的相位速度最快
.

现在规定一个误差容限
: ,

若有 ` *

(
公h ) h 使得

}公
,

(公川 h 一 山 hl _
.

_
,

_
, _ 、

一
山

二
,

_ _
.

_

}二` 之二二匕竺一一二二 } 三
: ,

则称具有这些波数的波是良好
} 公 h }一 ”

, ` ’ `
一

` 、 ’ `

一一一一
`

一
`

一
r 一 ` ”

分辨率的
,

否则就是不良分辨率波
.

设 山 I 为具有良

好分辨的最高波数
,

则分数
“ ; 三

等
定义为差分格

式的分辨效率
.

表 1 给出了
`
分别取 .0 1

、

.0 01 和

.0 00 1 时 4 种高阶格式的分辨效率
.

几种格式都表现

出良好的分辨特性
.

容限
`
越大

,

格式在更大波数

范围逼近精确解
,

w C N S
一

5 与 WC N S
一

-E 5 两者的分
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辨效率非常一致
,

特别是在 ` 等于 .0 01 和 .0 001 时 w C N S
一

5 与 W C N S
一

E
一

5 的分辨效率好过其它格式
.

E UW
一

5 W C N S
一

5 W C N S
一

-E 5 P ad
e ,

图 3 高阶格式在三维方向的相位速度各向异性图

表 l 高精度格式的分拼率

格式 ` = 0
.

1 ` = 0
.

0 1 ` = 0
.

0 0 1

E UW
一
5 0

.

5 4 5 0
.

3 5 5 0
.

2 3 5

W C N S
一
5 0

.

5 7 0 0
.

3 7 0 0
.

2 5 0

图 4 可见 w C N S
一

5 与 w C N S
一

E
一

5 是渐近稳定的
,

随

着 N 的增大 W C N S 越稳定
.

在 w C N S 的实际计算当中
,

经常需要采用非均

匀网格
.

为了分析非均匀网格对 WC N S 渐近稳定性

的影响
,

常使用指数函数

W C N -S -E 5 0 5 6 0 0
.

3 6 5 0
.

2 4 5

P ad
e , 0

.

5 9 5 0
.

3 6 0 0
.

2 0 5

、
1 _ 」二七

乃了 1 二 、 / 石
. 1 \

`

七扮一 1
z ` 、 _

州 以 — 肠 I ~ l 尸 节广 人 l

忿 (之) = 1 + 一代 , , - 二-
, a = l

一
l

上+ 。

\ 尽一 l /

.4 4 W C N S 的渐近德定性分析

对式 ( 2 ) 进行 w C N S 的差分离散可得出

,

祭
一

交
B c f + g (` ,

这里 f = (
u l , u Z ,

…
, 。 N ) T

,

A 为 1 阶导数的系数矩

阵
,

B 为单元边界物理量的系数矩阵
,

C 为单元边

界插值公式的系数矩阵
.

斌t) 对应于初始和边界条

件
,

不失一般性
,

令绒约二 .O

对于半离散化的方程
,

渐近稳定性条件要求矩

阵 R = A 一 I
B c 的特征值实部非正

.

图 4 给出

了W C N S 不同网格数下在均匀网格上的特征值
.

由

式中尽为压缩因子
,

可控制网格的疏密
,

这里取 口=

1
.

0 0 5
.

经过这一变换以后
,

矩阵变成为 几 = 刀一 ` R
,

其中 刀 二 id ag {叹
l ,

介 2
,

…
,

介N }
.

图 5 给出了

W C N S
一

5 和 WC N S B S 的特征值谱图
.

图 5 中可以

看到非均匀网格在网格数 N 为 30 与 40 时 w C N s 是

渐近不稳定的
,

但随着网格数增加
,

拉伸程度减弱
,

格式变得渐近稳定
.

在 N 二 50 时
,

WC N S 是渐近稳

定的
,

而且 N 越大格式越稳定
.

因此在实际计算中

要注意 w C N S 的这一特性
.

对于勃性流场的计算
,

物理薪性具有稳定作用
,

所以 w C N S 在稀疏网格上

也可以是渐近稳定的
.

特征值谱分析表明 w c N s
一

-E 6

与 W C N S
一

5 的特性类似
.

_

:.
州嗯护

, 二 : 互、

…
亘.’

会

广乏

= 3 0

= 6 0

= 1 2 0 1
.

5

1

0
.

5

最 n

侧

一 0
.

5

一 1

~
一 1

·

5

0

/
’

. 户 , . 佗

一

N = 3 0
`
N = 6 0

. N = 12 0

NNN.合.

:

忍犷1
·
:盆飞.’钦

j……、、f

:

.t吐̀.芝
、:么父

0
.

5

瞬 0

嗯

一 0
.

5

。̀`山.

二

三
.
口

.
$

.

. .

、

实部 实部

(
a

) W C N -S 5 (b ) W C N -S -E 5

图 4 均匀网格上的特征值谱
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.

` 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 尸

.

4 0 0 0
. N = 5 0
,

N = 6 0
4 0 0 0

.

, . N = 1 2 0

_ _ _ _ _ _ _ _ 二 _ _ _ 1 _ 二 _
.

·

一口`

.

.

.

一 N = 30
一 N = 4 0
. N = 5 0
一

N = 60
一 N = 12 0

.

2 00 0卜
一 , . ,

.
2 0 0 0 一

, , : - - - - -

一
尸 -

一
浮 - -- -

, ` 甘 , ,

、口 `` 一 _ 压
, r ` ` -

. 「 . .
-, 甲 曰 .

` `
, , 尸

- -

一三二翎卜
-

. , 甲 , 1 . `
J̀ , 甲 一

J . , 甲 , .
~盈 ,

, -
.

一 一 落 , 一 一 一 一 一 ~ 一 一~ ~ ~ 一 、 ~ ~ 一

,

,.
令

二
今 今 今

0
雄侧

0
稚侧

一 2 0 0 0卜
一 、 , `

今 今 . 今 今 今

.,.
!

-一 -一 - - - 一 产 - - 一 带 一 , 一
一 2 0 0 0

.

.

一 4 0 0 0 月r 一 - - - 一 - 一 一 ~ 一 一 , 一 一 ~ 一 - 一 - 一 4 0 0 0

一 6 0 0 一 4 0 0 一 2 0 0 0 一 6 0 0 一 4 0 0 一 2 0 0 0

实部

(
a

) W C N S
一
5

实部

(b ) W C N S
一

-E 5

图 5 非均匀网格上的特征值谱

5 W C N S 应用于多维复杂流动研究

以上理论分析显示 W C N S
一

E
一

5与 WC N S
一

5 具有

相同的精度
,

相对 w C N S
一

5
,

w C N S
一

E
一

5 在计算中减

少了 3 对角矩阵的求逆运算
,

提高了计算效率
.

这里

先就边界格式以及 2 阶导数的高阶离散作了说明
,

然后将它们与 w C N S
一

-E 5 相结合
,

对复杂流动进行

数值模拟
,

考察了格式的高精度特性
.

对于求解 N
一

S 方程的猫性项
,

有

, , _ 75 了万 万 、 _

J ” j 一 不疏 、 J ” , + l / 2 一 J ” j一 l / 2 / 一
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)
+ 3 了万 万 、

丽丽 戈J
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5
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1 W C N S
一

-E 5 的边界格式与 2 阶导数的离散

高精度格式在实际应用中遇到的一个很重要问

题是边界格式
,

边界格式对整个流场的计算结果有

着重要影响
.

倘若内点为 p 阶精度
,

为了不影响格式

的全场精度则边界格式至少为 伽一 l) 阶
.

对于 5 阶

内点格式
,

导出如下 4 阶边界格式 呻 ]

l /
二 _ 二 _ 二 : : 、

几 =

嘛 L
一 “ Zfl / 2 + ` 7几 / 2 + ”几 / 2 一 ”介 / 2 + 几 / , )

_
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典 云̀
, 。 一 : 7
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入
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_

入
/ , 一

_

凡
/ ,

、
? 4 h \

J 几 , `
一

口 。 / `
’

一
沙 J , ` J ` l ` /

单元边界上的翁性通量 几什 l /: 含有原始变量本身以

及它们的一阶偏导数
.

4 阶精度的变量插值公式
、

l

阶偏导数的差分近似公式以及相应的 4 阶边界格式

推导为
:

( l) 单元边界的插值公式

tL J+ i / 2 =

9
, 、

l
,

丽 气u , + ` + 呜 ) 一 丽 叹u J+ 2 + tL , 一 ` )

u i / 2 =

U 3 / 2 =

矗(3 5一
3 5· 2 + 2 10 3

矗
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一 5 0 4

)

。 4
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八
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2 4 h (痴
+ “ , -

u N + l / 2 =

矗
( 5一 + 15· N

一
S U N一 +

一
3
)

矗
( 3 5 U N 一 3 5 U N一 + Z I U N

一
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2 7石
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( 2 ) 单元边界一阶偏导数的差分格式

八 =
1

2 4 h
2 2知

+ 1 /: 一 17扬
一 1 / 2一

u

;
十 1 / 2

“
宝/

: =

u 刃+ i / 2

9痴
一

。 + 5舟
一 5 / 2 一介

一

词

2 7
` 、

1

厄五万Lu j + ` 一 u j ) 一 系丽 Lu j + 2 一 往 , 一 ` )

4 阶精度边界插值公式为

1

2 4 h
(一 2 2 0 0 + 17。 : + 9 0 2一 50 3 + u 4

)

1
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1
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一

矗
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一
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.

2 W C N S
一
E
一 5 的高精度特性验证

5
.

2
,

1 格式捕捉激波和接触间断的能力
L e v y [` 9 1采用 4 阶 w E N o 研究了二维黎曼问
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题
,

这里 W C N S
一

E
一

5 也模拟相同的流动
.

图 6 给出了

两种高精度格式计算的结果
,

图 6 中显示各类间断

(如激波
、

膨胀波和接触间断)都很好地被捕捉到
,

而

这里的网格数仅为 eL vy 的 1/ .4

(
a

) 本文结果
,

2 0 0 x 2 0 0 (b ) L
e

叮 的计算结果
,

4 0 0 x 400

图 6 密度等值图

.5 2
.

2 计算精度和效率

考虑双椭球外形
,

计算状态选定为层流
,

来流条

件具体给定为
:

M阅 = 8
.

1 5
,

coT
= 5 6K

,

几 = 2 8 8K
,

R 0 00 = 1
.

67 x 1 0”
.

这里提供了 3 套网格
,

它们的分布

按流向 x 周向 x 法向形式分别为
:

126 x 37 x 61 (网

格 I ) ; 12 6 x 73 x 6 1 (网格 11) ; 12 6
x 1 24 x 6 1 (网格 111)

.

它们的差别在于周向网格数目不等
:

网格 I是网格 H

的一半且与网格 n 一样均匀分布 ; 网格 n l 由网格

11 的下部椭球网格数多一倍得到
.

分别采用 M U SC L 与 W C N S
一

E
一

5 对这 3 种网格

进行计算
,

迭代相同步数后达到收敛
.

图 7 得出了

它们的物面流线侧视图
,

WC N S
一

-E 5 准确地捕捉到

下部椭球处的二次分离 v3[ 】
,

M u s c L 的结果很不明

显
.

纵观比较
,

M U S C L 只有网格 n l 的结果依稀反

映了二次分离形成的趋势
,

最多能与 w C N S
一

-E 5 的网

格 I结果趋近
.

从表 2 可以看出
,

网格 n l 的 M u s c L

计算时间为网格 I 的 WC N S
一

-E 5 的 .3 44 倍
,

内存占

用量为 .2 66 倍
.

图 8 为对称面沿流向计算的压力与热流分布
,

并与实验值 卜 l 比较
,

其中 w c N s
一

-E 5 采用网格 I,

M U SC L采用的是网格 n l
.

分布曲线各以自己的驻点

值归一化
,

压力分布方面
,

w CN s
一

E
一

5与 M u s c L 的

结果在流向皆与实验数据接近
,

在分离区略有差异
,

热流分布方面
,

w CN S
一

E
一

5 得到的热流峰值大小
、

位置比 M U SC L 更趋近于实验值
.

此算例充分说明稠密网格的低阶结果能通过稀

疏网格的高阶格式计算更好求得
,

这大大节省了计

算内存和机时
,

很大程度上提高了计算效率
.

图 7 双椭球体表面流线侧视图

4 24



表 2 两种格式不同网格计算 , 的比较

W C N S
一

-E 5 M U SC L

网格 I 网格 H 网格 111 网格 I 网格 n 网格 111

内存占用量 (M ) 1 4 5 2 8 5 4 14 1 2 7 2 5 0 5 8 5

内存占用 t 比值 1
,

0 0 1
·

9 7 2
.

8 6 0
.

8 7 6 1
.

7 2 2
.

6 6

每迭代步的 6
.

3 9 1 3
.

7 2 5
.

1 5
.

3 5 1 1
.

9 2 2
.

0

C P U 花费时间 (
s

)

C P U 花费时间比值 1
.

0 0 2
.

14 3
.

9 3 0
.

8 4 2 1
.

8 6 3
.

44

.
实脸值 实脸值

—
、VC N S

一
E

一
5

·

…… M U S C L —
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一

E
一

5
· · · ·

一 M U SC L
0

.

8 0
.

8

0
.

6 0
.

6

贡\久

..、.

沏比

。守\守

0
.

4

0
.

2

0 1
~
一曰 J ~ 曰 ~ . ` 曰江匕口二二沈呈匕口洲. 目. . 日 . .
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.

(
a

)

图 8 对称面沿流向压力与热流分布比较

(b )

6 结束语

本文总结了高精度加权紧致非线性格式 W C N S

的研究进展
,

已将该格式很好地应用于含激波的大尺

度流动当中
,

接下来的目标是将 w C N S 计算小尺度

涡流动
,

甚至直接数值模拟湍流
.

我们认为
,

要高清

晰分辨小尺度涡的结构
,

还需进一步在 4 个方面做

研究
:

(l) 高质量的网格
,

开拓新思路
,

通过加密和

合理布置生成高精度复杂网格 ;
( 2 ) 无反射边界的处

理
,

流体介质的可压缩性对边界条件有重要影响
,

计

算区域内的声波会影响到边界上的解
,

如果不考虑这

种影响
,

声波将从边界反射到流场内部 ; ( 3 ) 时间的

高精度
,

真实湍流流动属于非定常范畴
,

应保证得到

时间高精度发展流场 ; (4 ) 涡流的精细处理
,

令人满

意地显示涡产生
、

脱落
、

破裂及耗散等动态过程
.
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