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摘　要　综述了分层流体中内孤波的理论分析和符号运算的研究进展状况 , 系统介绍了应用背景、

实验报道、理论分析和符号运算的结果以及有待进一步研究的问题.
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1　引　言

自从 J . S. Russell[1 ]首次观察到有限振幅永形表面孤波以来 , 孤波研究一直是国际上非

常热门而又饶有兴趣的课题. 分层流体中内孤波的研究就是这一主题的一个分支.

自然界中广泛存在着内孤波. 内孤波可以由大气中热带海风锋 (t ropicalsea - breeze fronts)

和中纬度冷风锋 (mid - latitude cold fronts) 激励所产生[2 ] ; 也可以由海洋中底部地形上的潮

汐流动所产生[3 ] . 在北澳大利亚上空的大气夜间逆温 (atmospheric nocturnal inversion) 上观察

到的“阵晨风滚轴云” (morningglory roll cloud) 现象就是分层流体中深水内孤波的一个极好例

子. 内孤波还可以发生在由海床上的流动引起的海洋温跃层上[4 ] . Perry & Schimer[5 ] , Osborne

& Burch[6 ] , Boyd[7 ]以及 Pingree & Mardell[8 ]报道了波幅达 60m的大尺度内孤波在海洋中的存

在. Farmer[9 ]在一层湖化泊中观察到了内孤波.

跟随 Christie et al. [10 ]开拓性工作的研究表明 , 这些波不仅在低层大气里的湍流生成和组

织 (organization) 中 , 而且也在能量、质量和动量的传输中起着重要作用. Amen & Maxwor2
thy[11 ] , Maxworthy[12 ] , Kao & Pao [13 ]以及 Gilreath & Brandt [14 ]的三层流体实验中观测到在混

合流体团破碎的过程中伴随着内孤波的生成[15 ] . 最近 , Honji et al. [16 ]报道了两层流体水平界

面上异重流侵入所产生的内对称孤波的实验研究. Stamp &Marcus[17 ]报道了在深水两不同密

度层之间薄界面上传播的内孤波的实验研究.

内孤波的研究与物理海洋学、大气物理学、船舶及海洋工程、水利工程、环境工程及军事

工程等方面都有着紧密联系[18 ] . 特别值得注意的是 , 在海洋工程实践中内孤波是一个新的环

境载荷因素 ; 军事工程中内孤波是潜艇非声探测和防反的重要依据之一. 所以 , 分层流体中内

孤波的研究具有很强的实际意义.

孤波理论是应用数学、力学和物理学的一个重要组成部分 , 在流体力学、固体力学、等离

子体物理、半导体物理、地球物理、空间物理、非线性光学、经典场论和量子场论等领域有着
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广泛的应用. 孤波理论的产生和发展是非线性偏微分方程研究中的一个重大事件. 对于数学物

理中的许多线性问题 , 傅里叶方法是非常有用的 , 可以由之得出许多精确解而使问题得到完善

解答. 而非线性偏微分方程的难度大得多 , 但孤波理论却蕴藏着一系列的构造精确解的方法 ,

特别是其中的逆散射方法 , 在一定程度上可以看成是非线性问题的傅里叶方法. 经典分析和泛

函分析 , 李群、李代数和无限维代数 , 微分几何 (有限维和无限维) 、代数几何、拓扑学、动

力系统以及计算数学等数学分支 , 对孤波的研究都有重要作用. 另一方面 , 孤波研究也对数学

的各个分支产生了一定的影响. 所以 , 孤波理论受到了国际上数学界和物理学界的充分重视 ,

研究工作十分活跃 , 范围日趋广泛[19 ] . 所以 , 分层流体中内孤波的研究具有很高的学术价值.

2　分层流体和内孤波

自然界中的真实流体 (如海洋、大气和一些湖泊) , 由于其密度、盐度和温度常常随深度

而变化 , 一般来说 , 都是分层流体. 实际的分层流体是复杂多样的 , 为便于理论分析 , 可以将

分层流体分为如下几类 :

(1) 间断分层 (也称强分层) 流体 : 每层为均匀常密度 , 层与层之间不相溶混. 如图 1所

示的二流体系统 , 可用作有跃层的大气或水体的简化模型.

(2) 连续分层流体 : 密度在深度变化范围内连续变化. 即密度是深度的连续函数 , 如线性

函数、指数函数、双曲函数等. 如对流层中的大气 , 图 2所示.

(3) 由连续分层和均匀分层组合而成的分层流体. 如有跃层的海洋、大气和湖泊等. 图 3

所示.

图 1　　　　　　　　　　　　　　　　　图 2

在研究分层流体时 , 需要考虑流体的深度变化范围与密度分布. 视具体情况不同 , 还需分

别考虑其自由面位形、界面位形、底部地形、上游扰动或来流 (如剪切流动) 、定常还是非定

常状态、是否有运动物体以及空间维数 , 甚至需考虑流体的粘性、表面张力、可压缩性以及参

照系的旋转效应等.

内波是分层流体中存在着的扰动. 研究表明 , 内波是海洋中大中小尺度运动过程中重要的

一环 , 它对整个海洋能量平衡起着积极作用. 与表面波相比 , 内波特性具有很大的变化范围.

它们的周期可以是 1～2分钟到几天或几周 , 振幅可以从几分米至几十、几百米 , 水平波长可

以从百米至几十公里 , 铅垂波长可以从几十米至几公里. 内波可以沿空间任意方向传播 , 它的

群速度方向可与相速度方向垂直.

有这样一类内波 , 它们仅有一个波峰 , 波长无限 , 运动相对于时间及位置不作周期性变

化 , 这就是内孤波 (internal solitary waves) . 内孤波是一种非线性内波 , 它除了具有内波的一

些特性外 , 还有其自身独特的性质. 即 , 在其波峰附近 , 波面较陡 , 能量大多集中于此. 当其

波高与水深之比增至一定量值时 , 波峰附近会出现破碎现象. 对大部分内孤波来说 , 它们两个
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或两个以上相互作用时会出现弹性散射现象 (即波形和波速能恢复到原状) , 表现出孤立子

(soliton) 行为.

图 3

密度分层流体中内孤波的存在归因于密度变化和重力的相互作用. 和表面孤波一样 , 内孤

波也是非线性效应与色散效应相互平衡的产物 , 不同的相互平衡 (色散关系) 可以产生不同类

型内孤波. 内孤波可以分为浅水、有限深水和深水这三种. 浅水内孤波和深水内孤波的色散关

系分别是

c = c0 (1 - βk2) (211)

及

c = c0 (1 - γ| k | ) (212)

β和γ都是正的常数. 而有限深水内孤波的色散关系是

c = c0 1 -
1
2

kh coth ( k H) +
1

k H
分层　 实际的

复杂　 ,为便
(213)

它在极限 k H ν 1下可归结为浅水情形 , k H →∞时归结为深水情形.

3　国内外研究概况

自然界中内孤波的传播空间 , 一般来说 , 应该是二维的. 但由于问题的特殊性 , 如以明渠

为传播空间或波在传播时某一方向占优或理论上为使问题简化 , 大部分情况只考虑一维模型.

对于更一般理论和实际问题 , 如海洋里不均匀海床上或者大气中山脉上传播的内波 ; 再如 , 像

表面波和内波这样的不同模态波的非线性相互作用 , 仍需要考虑二维模型. 下面按先一维后二

维的顺序概述国内外关于分层流体中内孤波的理论分析和符号运算方面的情况.
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311　一维内孤波研究

31111　强分层流体

(1) 关于强分层流体中一维浅水内孤波 , Keulegan[20 ]最早开始研究. 他考虑了两水平固

壁间密度略有间断的两层流体界面上的孤波. Long[21 ]把 Keulegan的结果推广到上下两层流体

密度比σa (σ < 1) 为任意的情形. 他们都采用了 Boussinesq浅水假定α =ε2 , 即 Ursell数 U r =

O (1) , 并引进后来广泛称为 Gardner - Morikawa变换的变换 , 采用如下渐近展开

η =αη1 (ξ,τ) +α2η2 (ξ,τ) + O (α3) (311)

得到如下的 KdV方程

η1τ +μη1η1ξ +δη1ξξξ = 0 (312)

(312) 的孤波解为

η1 = asech2 k (ξ - Vτ) (313)

　　 (2) 关于强分层流体中一维有限深水内孤波 , Koop & Butler[22 ]最早开始研究. 他们指出当

深度变大时 , 必须由一种基于不同的非线性与色散之间平衡的理论所代替. 假设非线性与色散之

间的平衡是α = O (ε) , 仍使用 Gardner - Morikawa变换和渐近展开式 (311) , 得到如下的方程

η1τ +μη1η1ξ +γι(η1ξ) = 0 (314)

其中 ,

ι(η1) = -
1

2π∫
∞

- ∞
kcoth ( k H) exp (i kξ) F(η1) d k (315)

这里 F(η1) 是如下定义的 Fourier变换

F(η1) =∫
∞

- ∞
η1exp ( - i kξ) dξ (316)

方程 (314) 也称为中长波 ( IL W) 方程 , 它的推导由 Koop & Butler等人[23 ,22 ]给出.

(3) H → ∞为强分层流体中一维深水内孤波理论所研究. Benjamin[24 ]和 Davis &

Acrivos[25 ]最早研究了这种情形. 这时 kcoth ( k H) →| k | , 方程 (314) 变成 BDA方程. BDA

方程又称为 Benjamin - Ono (BO) 方程 , 其形式为

η1τ +μη1η1ξ +γH(η1ξξ) = 0 (317)

其中 ,

H(η1) =
1
πPV∫

∞

- ∞

η1 ( z )

z - ξd z (318)

是η1的 Hilbert变换. (317) 有代数孤波解

η1 =
a

1 + k2 (ξ - Vτ) 2 (319)

　　 (4) 进一步情况

　　 (i) 关于强分层流体中一维浅水内孤波 , 还有大批作者进行了研究. 他们中 , 有的考虑

了自由面[26 ,27 ] ; 有的考虑了缓变地形[28～ 31 ] ; 有的考虑了基本流动[32 ,33 ] ; 有的考虑了临界情

形[34 ,26 ,35 ,27 ] ; 有的用另外方法重新进行研究[27 ] ; 有的研究了高阶理论[34 ,36 ] . 值得注意的是

戴世强、臧宏鸣[37 ]采用计算机代数软件求得了四阶近似解 , 解释了实验中测得的内孤波比

KdV孤波的波幅窄、波速大的事实.

(ii) 关于强分层流体中一维浅水内孤波的相互作用 , 戴世强[38 ]用 PL K方法[39 ]和约化摄
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动法[40 ]结合的形式 , 求得了两对孤波迎撞的二阶近似解 , 给出了迎撞时自由面和界面的最大

波幅和迎撞后的非均匀相移. 戴世强和张社光还分别讨论了不同模式和相同模式孤波之间的追

撞和迎撞[41～ 43 ] . 后来 , 朱勇[31 ]进一步讨论了 m KdV 型孤波 , g KdV 型孤波的迎撞问题.

Pennell & Mirie[44 ]借助计算机代数系统 MACSYMA研究了以接近 180°的角相互靠拢的两个孤

波之间的弱斜相互碰撞 , 求得三阶摄动解.

(iii) 关于强分层流体中一维有限深水内孤波 , Joseph[45 ]得到了方程 (314) 的孤波解 , 并

证明了当 H →0时此孤波解归结为 KdV型孤波 , 而当 H →∞时归结为代数孤波. 方程 (314)

有类似 KdV方程的某些性质 , 特别是它有 N - 孤子解并且经得起逆散射变换方法的检验[46 ] .

(iv) Koop & Butler[22 ]和 Segur & Hammack[47 ]进行了两层流体中孤波的实验 , 并且与上

述 KdV理论和有限深水理论的结果进行了比较. 他们发现 , 一般来说 , KdV 理论在广泛的振

幅范围和深度比 h1/ h2是有效的 , 而有限深水理论只在一有限范围内有效. 后来 , 周清甫[48 ]

研究了有限深水理论的三阶近似 , 计算表明三阶解有明显的改进 , 更加接近实验结果.

(v) Koop & Butler[22 ]在研究两流体系统中的内孤波时考虑了粘性效应 , 给出了粘性 KdV

方程. Grimshaw [49 ]考虑了旋转效应 , 推导出关于垂直轴旋转的参考标架中弱非线性长内波的

发展方程. 两层流体情形已由 Grimshaw [50 ]一般化到慢变非矩形截面明渠 , 给出了内孤波在湖

泊和峡湾传播的模式. 颜家壬等人[51 ]用多重尺度微扰方法研究了矩形波导中两层流体界面上

的非传播孤立波.

(vi) 值得注意的是 , 最近 Matsuno [52 ]给出了描述任意深二层无粘、不可压流体中非线性

波传播的统一理论. 在关于陡度参数的系统摄动方法的基础上推导出界面和自由面升高的近似

非线性发展方程 (N EEs) , 讨论了深度的不同极限情形并且把它们与现存的 N EEs作了比较.

发现这种统一理论包括了几乎所有现存的理论作为特殊情形.

(vii) 关于三层强分层流体的理论分析 , 国内外研究较少. 朱勇[31 ]建立了三层流体系统推

广的 Boussinesq方程组 , 并在此基础上导出三层流体系统各界面运动所遵循的 KdV 方程 , 从

这些方程出发系统地讨论了三层流体系统中界面孤波的生成 , 定性验证了一些实验结果.

31112　连续分层流体

关于连续分层流体里传播的一维内孤波 , Benney[53 ]和 Benjamin[54 ]最早开始研究. 此后 ,

又有一些作者[29 ,30 ,55 ,56 ]推导出此系统的 KdV方程. 推导时 , 再次使用小参数α、ε和 Boussi2
nesq浅水假定α = O (ε2) , 再次使用 Gardner - Morikawa变换 , 但渐近展开式设为

η =αη1 (ξ,τ) «( y) + O (α2) (3110)

这里 «( y) 是垂向模函数 , 满足下列边值问题

　　　　　　　[ρ0 ( c0 - u0) 2 «y ] y +ρ0 N ( y) 2 «= 0 ,0 < y < h (3111a)

　　　　　«| y = 0 = 0 (3111b)

　　　　　«| y = h =
( c0 - u0) 2

g
«y (3111c)

这里 N ( y) 是 Brunt - Väis̈alä 频率. 边值问题 (3111a , b , c) 也用来定义线性长波速度 c0 .

一般来说 , 有无限多个模式 , 每一种模式都有一个确定的速度 c0满足此系统的 KdV方程.

Gear & Grimshaw [57 ]讨论了属于不同垂向模式以及迎撞的情形. 属于相同垂向模式的内孤

波之间的强相互作用 , 可以在与浅水方程或深水方程相关的内容里得到讨论. 强斜相互作用由

如下形式的 Kadomtsev - Petviashvili ( KP) 方程
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η1τ +
3
2

c0

h
η1η1ξ +

1
6

c0 h2η1ξξξ 的 迎 　.
ξ

+
1
2

c0η1 Y Y = 0 (3112)

的解来描述 , 或深水波的对应方程的解来描述[58 ,30 ,59 ] .

Gear & Grimshaw [34 ]研究了浅水内孤波的二阶理论. 周显初[60 ]讨论了有自由面时连续分

层流体中的孤波分裂 , 发现奇偶模式的内孤波的分裂没有差别 , 并指出弱分层对表面孤波分裂

的影响几乎可以不予考虑. 最近 , Nonaka[61 ]用约化摄动法分析了在低斜度地形上移动的内孤

波. 分析表明在长内波沿与基本流动相反的方向传播这种情形孤波由于底部地形的影响而变

化 , 但波形几乎保持不变.

31113　由连续分层和均匀分层组合而成的分层流体

关于此类分层流体中的一维有限深水内孤波 , Kubota , Ko & Dobbs[62 ]推导出发展方程

(314) . 关于此类分层流体中的一维深水内孤波研究 , 如水平波导由大深度流体区域连接 , 在

此大深度流体区域密度是常数 , 剪切流动为零 , 这样的模型已由 Benjamin[24 ]和 Davis &

Acrivos[25 ]研究. 他们假设非线性与色散的合适平衡是α = O (ε) . 模函数再次满足边值问题
(3111) , 发展方程仍是 (3. 7) . 后来 , 又有一些作者[29 ,30 ,63 ,56 ]推导出发展方程 (317) .

此外 , Grimshaw[64 ]研究了深水内孤波的二阶理论. 最近 , Derzho [65 ]研究了具有弱剪切大

深度分层流体中的内孤波. Honji et al. [16 ]报道了此类分层流体水平界面上异重流侵入所产生

的内对称孤波的实验研究. 研究展现出内对称孤波的某些新特征 , 包括两个大振幅反向传播波

在迎撞后的相速显著减少. Stamp &Marcus[17 ]也报道了在此类分层流体薄界面上传播的内孤

波的实验研究 , 其中指出了无粘波的数值解[66 ]与所观察到的大振幅波的行为是一致的.

最近 , 朱勇[67 ]采用 Lagrange观点研究了深分层流体中内孤波的弱相互作用 , 包括不同模

式孤波间的追撞和迎撞 , 以及相同模式孤波间的迎撞. 分析表明相互作用的效应主要体现在相

移上.

312　二维内孤波

相对而言 , 这方面的研究较少. 在我们的调研范围内还没有见到有关这方面的综述. 就目

前所知 , Miloh[68 ]导出了一个控制任意深两水平固壁间两层流体系统中二维内波传播的弱非线

性发展方程. 由此方程出发 , 在弱横向变化假设下导出二维 IL W方程以及二维 KdV方程 (即

KP方程) 和二维 BO方程 , 并且得到了二维 IL W方程的孤波状解. Ablowitz & Segur[69 ]在研

究大深度流体中的长内波时也得到过二维 BO方程. Grimshaw [49 ]在研究旋转渠道中的弱非线

性长内波时 , 对于弱旋转 , 得到了 KP方程的修正形式以及二维 BO方程的修正形式. 当旋转

消失时 , 所得修正形式正好是 KP方程和二维BO方程. Choi & Camassa[70 ]从 Euler方程出发 ,

导出了有自由面的二流体系统的一般发展方程. 采用的假定是上面一层流体厚度远小于特征波

长 , 但下层流体的厚度没加任何限制. 对于浅水情形 , 这组新方程可化归为二维内波的

Boussinesq方程. 但没有研究二维内孤波的生成、演化和相互作用. 戴世强[71 ]从 Euler方程出

发 , 采用浅水假定 , 导出了有自由面的二层强分层流体中二维 Boussinesq方程. 研究了弱相互

作用下两对斜交的一维内孤波的波形、最大波高和相移.

值得注意的是 , Akylas[72 ]利用 KP方程作为共同的联系 , 综述了近年来在理解某些二维非

线性表面长水波现象方面的进展————即 , 孤波和周期波的斜相互作用 , 长波在变深度渠道中

的传播 , 旋转对 KdV孤波的效应等. 但从严格意义上 , 这还不是完全的二维水波 , 因为 KP

方程是在弱横向变化假设下导出的. 不过 , 最近Milewski & Keller[73 ]导出了完全意义上的描述

二维水波现象的二维表面波方程————各向同性伪微分方程. 由此方程出发 , 他们在适当的假
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设下得到了 Benny - Luke方程、KdV 方程和 KP方程 , 并且用数值方法得到了此方程的双周

期解. 作者认为在二维内孤波研究中 , 也可能得到类似结果.

4　有待进一步解决的问题

纵观国内外关于分层流体中内孤波的研究进展 , 我们认为浅水理论研究得多 , 有限深水理

论和深水理论研究相对较少 ; 一维情形研究得多 , 二维情形研究相对较少 ; 二层强分层流体和

连续分层流体研究得多 , 三层及以上研究相对较少. 尤其是深水理论部分国内就更少. 具体来

说 , 我们认为如下几方面有待进一步研究和完善 :

(1) 一维浅水和深水内孤波的高阶理论. 无论从实际中还是理论方面 , 高阶理论的研究都

很有必要. 例如 , 对于大振幅内孤波的研究 , 渐近展开式的首项因误差大而不能满足要求 , 就

需要考虑高阶理论. 事实上 , 在表面孤波的研究中已经借助计算机代数和数值计算将展开式展

开到了九阶和十四阶[74 ,75 ] .

(2) 二维内孤波的研究很有必要深入地开展起来.

(3) 用理论结果来解释实验和实际现象.

(4) 通过研究把内孤波生成、演化和观测效应与实际应用较好地结合起来.

致谢　作者感谢导师戴世强教授的鼓励和指导.
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ADVANCES IN STUDIES OF IN TERNAL SOL ITAR Y
WAV ES IN STRA TIFIED FL U IDS : A REV IEW

Cheng Youliang
Shanghai Univ. , Shanghai Inst . Appl. Math. Mech. , Shanghai 200072

Abstract　In this paper , a review is presented for the development in the theoretical analysis and
symbolic computation of internal solitary waves in stratified fluids , including their application back2
ground , experimental reports and results in the theoretical analysis and symbolical computation as
well as unsolved problems for future investigations.
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·193·

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net


