
第 28卷　第 3期 力　学　进　展 Vol128　No13

1998年 8月 25日 ADVANCES IN MECHAN ICS Aug125 , 　1998

不确定性振动凸集理论的研究 3

　3国家自然科学基金与国家教委博士点基金资助项目

收稿日期 : 1996 - 07 - 23 , 修回日期 : 1997 - 11 - 08

张景绘　　　何彩英
西安交通大学工程力学系 , 西安　710049

摘　要　评述了振动凸集理论的研究概况 , 就研究范畴、常用的概念、现有的方法和应用领域及

进展情况作一全貌的介绍.
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1　引　言

工程中的振动问题可根据它的三个环节———激励、系统和响应而归纳成四类 : 系统动力响

应分析、系统识别、环境预测和振动控制. 无论是哪一类问题 , 只要它的一个环节具有不确定

性 , 我们就称这种问题为不确定性振动问题. 描述不确定性振动的方法现在有确定性理论和随

机振动理论 (包括模糊随机理论) . 前者由于过多的使用经验数据而失去动力学概念 , 而后者

是建立在概率论和随机过程的基础上的 , 但在某些情况下先验的概率结构的假定往往与实际相

差甚远 , 又没有足够的样本数据确定概率表达式中的常数 , 因而导致动力学分析的可靠性差.

例如 , 按现行理论进行很好设计的结构在大阪 - 神户地震中毁坏 ; 振动的不确定性因素导致多

起航天结构的失事 , 这是两个最能说明问题的实例. 关于不确定性的非概率建模在控制论中早

已有研究 , Basile和 Marro在文献 [1 ] 中详细讨论了线性时不变系统的可达集 , Milanese[2 ]对

应用集合隶属不确定性讨论动力学系统的最佳估计理论做过综述性评论. 近年来 Ben - Haim

和 Elishakoff [3 ,4 ]等引进了凸集模型来讨论力学中的不确定性. 所谓集合模型 , 就是一个函数

集合 , 这个集合中每个函数表示不确定性运动的一次实现 , 如果集合是凸的 , 则称凸集模型.

凸集模型能较全面地反映不确定性量 , 而且它需要的信息量较少.

在国内 , 对于不确定振动凸集建模的研究还处于开始阶段 , 尚未见到公开发表的论文.

振动凸集理论就是用凸集模型表示振动问题的某一不确定量 , 进而研究相应的振动问题.

它使用的数学工具是凸分析[5 ,6 ]和微分包含[7～ 9 ] (differential inclusion) . 本文就振动凸集理论

的研究范围、常用的概念、现有的进展情况以及需要解决的问题作一全面的阐述.

　研究范畴

根据工程振动的各类问题 , 我们可将振动凸集理论分成 : 不确定性 (载荷、参数、响应)

的凸集建模、振动响应的凸分析、振动参数的集合隶属识别以及振动的界限控制四个部分. 除
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此之外 , 稳定性问题也是振动凸集分析中不可缺少的一个内容.

211　振动响应的凸分析

先考虑一般的 n自由度的时间连续的振动系统

Ûz ( t) = f ( z ( t) , u ( t) ) , z ( t0) = z 0

其中 z ( t) ∈ E2 n是状态向量 , f : E2 n ×Er →E2 n是连续的. 输入信号 u ( t) 约束在Ω Α Er中.

当Ω是凸集时 , 求解状态向量的问题就称为振动响应的凸集分析. 对非线性问题 , 由于它的

解集不一定具有凸性 , 因而目前还没有很好的结果. 这里我们主要考虑线性时不变系统.

考虑一个线性时不变的多自由度振动系统 , 它的运动微分方程为

M ẍ ( t) + CÛx ( t) + Kx ( t) = B 0 u ( t)

x (0) = 0 , Ûx (0) = 0
(2)

其中 x ( t) = { x 1 , x 2 , ⋯, x n} T是一个 n 维的位移向量 , u ( t) 是一个 r维的激振力 (或称输

入) 向量 , B 0是 n ×r阶矩阵 , M 是质量矩阵 , C和 K分别是系统的阻尼矩阵和刚度矩阵. 如

果 u ( t) 被限定在一个集合Ω中 , 即

u ( t) ∈Ω (3)

当Ω是凸集时 , 它的解集往往具有良好的性质 , 从而能避免讨论解的含义和存在性问题. 这

种集合描述方法最早由 Drenick和 Shinozuka[10～ 12 ]提出 , 并用于求结构的最大响应. 后来 Ben

- haim和 Elishakoff (1990) [3 ]对它进行了系统的归纳 , 并对式 (3) 提出了几种常用的凸集模

型[4 ] . 对凸集建模的激振 , 其响应称为凸集响应. 在工程设计中 , 通常只对结构的最坏响

应[4 ]感兴趣 , 因此 Ben - haim等人对单自由度线性振动系统的最坏响应问题作了较全面的研

究[3 ,4 ,13～ 15 ] .

为了便于后面的讨论 , 现将方程 (2) 写成状态方程的形式

Ûz ( t) = A z ( t) + B u ( t)

u ( t) ∈Ω

z (0) = 0

(4)

其中

z ( t) =
x ( t)

Ûx ( t)响应　 析、振
　A =

0 I

- M - 1 K - M - 1 C
48　 sha 　B =

0

M - 1 B 0s b on r

(5)

212　振动界限控制

以线性时不变系统为例 , 振动控制问题可叙述如下. 系统方程为

Ûz = A z + B u + Hv

z (0) = z 0
(6)

式中 z 可以是振动响应位移和速度组成的状态向量 , 但通常该方程是经减缩后的方程 , z 的含

义有别于 (4) 式中的 z , 如可以是模态坐标中的状态向量. u是激振力 , v 是控制向量. 观测

方程为

y = Cz (7)

经典的 LQR控制器的设计是求控制向量 u满足性能指标
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Jc =∫
t
f

0
( z T Qz + v T Rv) d t (8)

取最小. 依靠选择加权矩阵 Q 和 R 来权衡被控制后响应指标和付出的代价.

所谓界限控制是对控制 v 定义一个集合 , 使得被控制的量 z 在特定的集合内. 比如

v = vc ∈ V c

V c = { vc :‖Hv ( t) ‖∞ Φ V 0}
(9)

使响应 z 满足

z = z c ∈ Zc

Zc = { z c :‖z c‖
W
∞ Φ Z0}

(10)

式中 ‖z c‖
W
∞是加权无穷范数 , W 为加权矩阵. 再比如

v = v m ∈ V m

V m = { v m :‖v ‖∞ Φ V 0}
(11)

使性能指标

J = ‖W y ‖∞ = ess sup
0 Φ t Φ t

f

| W y | ∞ (12)

取最小 , ess sup是本性最大模 , 这就是最小最大控制问题.

求解上述这些问题 , 即处理控制集合、激励集合和响应集合之间的关系.

213　　振动参数的集合隶属识别方法

动力学识别问题是由系统的输入和输出 (或仅有输出) 的完整或部分信息中研究输入和输

出关系或关系中的某些参数的可能性和算法. 识别问题如表 1所示.

表 1　参数识别方法

　点估计 集合隶属估计
估计量 ·状态变量 ·状态变量集合

·载荷谱 ·模型参数集合
·模型参数 ·传递函数集合
·传递函数 ⋯⋯
(确定的或随机的)

信息 ·模型结构 (整体或部分) ·先验信息
·输入/输出的测量样本 ·测量样本的集合

估计方法 · (加权) 最小二乘法 ·集合的 Chebycheff中心和半径
·最大似然估计 ·插值法
·贝叶斯估计 ·动态规划
·误差估计 ⋯⋯
·滤波 ( Kalman滤波)
·两点边值问题
⋯⋯

估计精度 ·方差 收敛性
·置信区间 ⋯⋯?
·灵敏度分析
·相关分析

　　在经典的估计理论中只给定输入/输出 (或只有输出) 信息的一个样本 , 令为 Ŷ , 假定被

识别的量为 a , 如果给定信息和被识别量 a之间的关系为 Y ( a) , 那么可定义残差函数ε( a)

= Ŷ - Y ( a) , 使用ε( a) 可以在最小二乘或最大似然率意义下估计 a的估计值 â . a被估计

后可以根据 Ŷ的测量噪声来估计 â的精度. 如当 â是无偏估计时在给定的置信度下计算 â的置
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信区间. 如表 1的第一列所示. 由于被估计的参数是多维空间的一个点 , 所以经典估计问题是

一个点估计问题.

如果被估计的量 a或取自实测的信息量 Ŷ 具有某种程度的不确定性 , 用一个集合来描述

它们时 , 那么这时的问题就是一个集合隶属识别问题. 如表 1的第 2列. 如果把不确定性量作

为一个测量误差用一统计量来描述 , 这时的识别问题仍属点估计.

214　稳定性概念

从广义上讲 , 稳定性是表示动力学系统的输出或响应对初始扰动或输入以及参数扰动的反

应能力. 在振动凸集理论中 , 所讨论的稳定性概念仍然是在李亚普诺夫意义下的稳定性 , 在一

般的振动理论中主要讨论的所谓局部稳定性是在平衡位置附近或在周期轨道附近而言. 而在振

动凸集理论中 , 响应是一个集合 , 所以稳定性是讨论响应集合对扰动引起的变化. 例如有界输

入和有界输出的稳定性 , 设 u ( t) ∈Ω , z ( t) ∈ Z , Z是响应集合 , 任意给定一个ε > 0 , 如

果都存在一个η > 0使得

　uη( t) ∈Ωη , Ωη = { uη( t) :‖uη( t) - u ( t) ‖ Φη , Ûu ( t) ∈Ω , t Ε 0}

] zε( t) ∈ Zε, Zε = { zε( t) :‖zε( t) - z ( t) ‖ Φε, z ( t) ∈ Z , t Ε t0}
(13)

成立 , 则称系统对输入集合的扰动是稳定的.

3　振动凸集理论的几个概念

311　载荷凸集模型

局部能量界限凸集[4 ]在每一时刻输入与参考输入的偏移能量是有界的 , 而且这个能量界

限可以是时变函数 , 即

ΩIEB = { u ( t) :[ u ( t) - �u ( t) ] T[ u ( t) - �u ( t) ] Φρ2 ( t) } (14)

　　积分能量界限凸集[4 ]输入能量的积分是有界的 (Drenick , 1970 ; Shinozuka , 1970) [10 ,11 ] ,

其简化形式可表示为

ΩIEB = u ( t) :∫
t

0
u T (τ) u (τ)τ Φ r2 ( t)　 (15)

它与局部能量界限凸集模型有很大的不同 ,ΩIEB没有限制其元素的瞬态幅值 , 而ΩL EB中的元

素 , 其幅值在每一时刻都被约束着.

包络界限凸集[1 ,4 ] , 在一段时间 [ t1 , t2 ]内输入向量函数的每个元素是有界的 , 即

ΩEB = { u ( t) : ul
j ( t) Φ u j ( t) Φ uu

j ( t) , j = 1 , ⋯, r} (16)

其中 ul
j ( t) , j = 1 , ⋯, r是 [ t1 , t2 ]内的凸函数 , uu

j ( t) , j = 1 , ⋯, r是 [ t1 , t2 ]内的凹函数.

频谱包络界限凸集[4 ]输入向量的每个元素的傅立叶变换的模是有界的 , 即

ΩFEB = { u ( t) : | u F , j (ω) | Φ �u F , j (ω) , j = 1 , ⋯, r} (17)

其中 u F , j (ω) 是 u ( t) 的傅立叶变换 , �u F , j (ω) 是一个正的实函数.

响应谱包络界限凸集[4 ]用所有模态响应的界限表示 u ( t) 的集合 , 即

ΩRSE = u ( t) :max
t

| ηi ( t) | Φ S d (ω,ξi) ,ω ∈ F , i = 1 , ⋯, n- t　 beh (18)

ηi ( t) 是第 i 阶模态响应 , F是频率范围 ,ξi是模态阻尼比 , S d (ω,ξi) 是位移反应谱.
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椭球傅立叶界限凸集[16 ]是针对地震动加速度提出的 , 它采用地震工程中经常沿用的平稳

化假定 , 用一个确定的时间函数 I ( t) 表示地震动加速度从出现、增强到减弱的过程 , 将地震

动加速度 ẍ g ( t) 表示成

ẍ g ( t) = I ( t) x 0 ( t) (19)

x 0 ( t) 为平稳过程 , I ( t) 采用下面的形式

I ( t) =

( t/ t1) 2 0 Φ t < t1

1 t1 Φ t < t2

e -λ( t - t
2
)

t2 Φ t

设　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　　　　 　　 　　 　　　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　
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v (ξ,τ) = ∑
∞

k = 1

Gk (τ) sin kπξ

Elishakoff推得

Gk (τ) = A kΨk (τ)

其中

Ψk (τ) =

(cosh ( rkτ) - 1) / (1 - βk) βk < 1

αk2τ2/ 2 βk = 1

(cos ( rkτ) - 1) / (1 - βk) βk > 1

2

　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　临　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　
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(ii) 凸性. 若Ω是凸集 , 则可达集也是凸集.

(iii) 当 t1 < t2时 ,Γt1
ΑΓt2

.

由性质 (iii) 立即可推得

Γt1
= Γ[0 , t1 ] (26)

因此 , 对具有零初始条件的线性时不变系统 , 我们简单地用ΓT 表示它在 [0 , T ] 的状态可达

集.

本文作者[19 ]仿照状态可达集 , 提出振动系统 (2) 或 (4) 的响应可达集的概念 :

定义 313　对线性时不变振动系统 (2) 或 (4) , 定义响应可达集为

R T : = { x ∈ En | x = x u ( T) , x (0) = 0 , Ûx (0) = 0 , u (·) ∈Ω} (27)

其中 x u ( T) 表示输入为 u ( t) , t ∈[0 , T ]时 , T 时刻的响应.

因此这里定义的响应可达集是指初始条件为零的情况下 , 在 [0 , T ]内所有满足 u ( t) ∈Ω

的响应集合. 与状态可达集类似 , 响应可达集也具有上述三个基本性质. 其中的性质 (iii) 表

明了在 T 时刻的响应可达集包含了 T 时刻以前的所有时刻的响应可达集. 这一点非常有用 ,

它可以将求解 [0 , T ]内的响应集合简化为只求解 T时刻的响应可达集. 如果系统 (4) 满足以

下假定条件 :

rank[ bj | A bj | ⋯ | A 2 n - 1 bj ] = 2 n , j = 1 , ⋯, r (28)

其中 bj表示矩阵 B 的第 j列 , 那么状态可达集和响应可达集分别是满的 2 n维空间和 n维空间

中的实体.

4　线性时不变系统凸分析

线性时不变系统凸分析主要是研究对响应的求解 , 求解响应不仅可以直接用模态叠加

法[4 ,20 ] , 而且可以在状态空间中求解. 用状态方程可以求解上面定义的状态可达集和响应可

达集 , 这方面的工作可类似于控制论中对约束控制的状态可达集的研究[21～ 31 ] .

411　最坏模态响应的直接解法

Ben - haim[4 ]等提出了求解最坏模态响应的直接法 , 它采用振型分解法并结合 Cauchy不等

式和 Cauchy - Schwarz不等式得到了几种凸集载荷下的最坏模态响应. 但由于最坏模态响应较

难转化为物理坐标下的最坏响应 , 因此使用起来不太方便.

现以 (14) 表示的局部能量界限凸集模型为例 , 设参考输入 �u ( t) = 0 . 最坏模态响应定

义为

Dmod
i ( t) = max

u∈Ω
L EB

ηi ( t) (29)

其中ηi ( t) 是模态位移 , 利用 Cauchy不等式有

ηi ( t) =
1

m iωiD∫
t

0
φT

i B 0 u (τ) e -ξ
i
ω

i
( t -τ) sinωiD ( T - τ) dτ Φ

1
m iωiD∫

t

0
| φT

i B 0 u (τ) ‖e -ξ
i
ω

i
( t -τ) sinωiD ( T - τ) | dτ Φ

φT
i B 0 B T

0φi

m iωiD ∫
t

0
| ρ(τ) | e -ξ

i
ω

i
( t -τ) sinωiD ( T - τ) dτ

(30)
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其中ωi ,ωiD ,ξi和φi 分别为系统 (2) 的第 i 阶的固有频率 , 有阻尼固有频率 , 阻尼比和振型.

则最坏模态响应为

Dmod
i ( t) =

φT
i B 0 B T

0φi

m iωiD ∫
t

0
| ρ(τ) | e -ξ

i
ω

i
( t -τ) sinωiD ( T - τ) dτ (31)

当ρ( t) 为常数时 , 可以发现当 x i i > 0时 , t → o∞的最坏模态位移是最大的 , 即

Dmod
i ( ∞) =

ρ φT
i B 0 B T

0φi

m iωiD

1 + exp ( - πξi/ 1 - ξ2
i )

1 - exp ( - πξi/ 1 - ξ2
i )

(32)

412　单自由度系统的最坏响应

对单自由度系统 , 本文作者给出了一类载荷模型的最坏响应[16 ] . 当受有 (19) 表示的地

震激励时 , 它的响应可表示为

x ( t) = -∫
t

0
I (τ) D Tφ(τ) h ( t - τ) dτ = - D Tφ1 ( t) (33)

其中 h ( t) 是单位脉冲响应函数 ,φ1 ( t) 表示为

φ1 ( t) =∫
t

0
I (τ)φ(τ) h ( t - τ) dτ

　　根据仿射函数的极值定理[30 ] : 如果 f 是一个仿射函数 , S 是紧集 , 那么在紧集 S 上和在

它的凸包 ch ( S ) 上 f 将取得相同的极值 (最大值和最小值) .

由以上定理可以推出 , 对于向量 D 的线性函数 x ( t) , 在凸集ΩEFB 上的极值一定取在

ΩEFB在极点集上. 因此 , 对凸集ΩEFB , 我们来构造它的极点集 EEFB

EEFB = { D : D T W D = R2} (34)

　　为求得结构的最坏响应 , 我们利用 Lagrange乘子法构造一个目标函数 J

J = D Tφ1 ( t) +λ( D T W D - R2) (35)

J 取极值的条件是

5J
5 D

=φ1 ( t) + 2λW D = 0

5J
5λ = D T W D - R2 = 0

(36)

由 (36) 可求得最坏响应

X W = max
t

D T
mφ1 ( t) = max

t
R φ1 ( t) W - 1φ1 ( t) (37)

这就是单自由度系统对椭球傅立叶界限凸集模型的最坏响应的精确解.

413　状态可达集的 Lyapunov估计法

从 70年代初开始 , 很多学者研究了寻找可达集的方法 , 如 Summers (1985) [21 ]等人用不

同的方法研究了可达集 , 对三维以下的问题 , 一般地说可以通过描述可达集的边界点来确定可

达集. 而对三维以上的问题还没有找到一种精确描述可达集的方法. 不过 Grantham (1980 ,
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1981) [22 ,23 ]提出了一种估计可达集的 Lyapunov法 , 它是通过对系统 (1) 找出一个 Lyapunov

函数 , 当它满足某种条件时 , 即可估计出包含可达集的一个集合. 它可以描述为下面的形式 :

对系统 (1) , 如果存在一个 C1函数 V : E2 n → E1 , 和一个实数 V 3 , 满足下面的条件 :

(1) V (0) < V 3

(2) 对所有大于 V 3 的实数 k , 都有 : { z ∈ E2 n | V ( z ) Φ V 3 } < { z ∈ E2 n | V ( z ) Φ
k}

(3) { z ∈ E2 n | ÛV ( z , u) Ε 0 , u ∈Ω} Α { z ∈ E2 n | V ( z ) Φ V 3 }

其中 ÛV ( z , u) = 5 V ( z ) / 5 z ·f ( z , u) , 那么从原点出发的状态可达集一定包含在集合 { z ∈

E2 n | V ( z ) Φ V 3 } 中.

然而 , 对于一般的非线性系统 , 我们很难找到一个合适的 Lyapunov函数. 对线性系统 ,

虽然能用上面的方法 , 但它往往只能得到一个比较保守的估计 , 而 Gayek (1986) [24 ]提出了一

种更好的估计方法.

414　状态可达集的外平行多面体估计法

Gayek (1986) [24 ]建议了一种估计线性系统从原点出发的可达集的外平行多面体估计法 ,

它是基于模态分解的技术将状态方程解耦 , 形成若干个能求解的一维或二维的子系统 , 然后再

变换到原系统的状态空间中即可得到包含原系统可达集的 2 n维平行多面体近似.

对线性时不变系统 (4) , 假定 A 可块对角化. 设Ω为

Ω = { u ∈ Er | - ∞ < umin
j Φ u j Φ umax

j < + ∞, umin
j < 0 < umax

j , j = 1 , ⋯, r} (38)

现在作变换 z′= L z , L 是可逆实阵 , 使得 L A L - 1为块对角阵 , 其中的每一个块要么是一个实

数 , 要么是一个 2 ×2的实阵. 变换后的方程为

Ûz′= L A L - 1 z′+ L B u =

A 1

ω
A l

a1

ω
as

D　 z′+ L B u (39)

其中 A 1 , ⋯, A l是 2 ×2的实数阵 , a1 , ⋯, as是负实数 , 且 2 l + s = 2 n . 将 (39) 从原点出

发的可达集记为Γ′.

接下来要找各个子系统的可达集. 对 j = 1 , ⋯, l 的子系统可表示为

d
d t

z′2 j - 1

z′2 j 2
= A j

z′2 j - 1

z′2 j

+
v2 j - 1

v2 j

(40)

对 k = 1 , ⋯, s的子系统可表示为

d z′2 l + k

d t
= akz′2 l + k + v2 l + k (41)

其中 v i , i = 1 , ⋯, 2 n是相互独立的分段连续函数 , 它被限定在如下的区域内

min
u∈Ω∑

2 n

k = 1
∑

r

j = 1
l ikbkj u j Φ v i Φ max

u∈Ω∑
2 n

k = 1
∑

r

j = 1
l ikbkj u j (42)

这样 , z′的各个分量的可达集的闭集用 �Γ′z′
i

= [ z min
i , z max

i ] , i = 1 , ⋯, 2 n表示 , 那么Γ′就可
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以用一个包含它的 2 n维立方体 �Γ′= �Γ′z′
1
×�Γ′z′

2
×⋯×�Γ′z′

2 n
来近似.

最后利用线性逆变换 z = L - 1 z′, 将 5 �Γ′的 2 n对平行的超平面映射到 z - 空间中的 2 n

对平行超平面 , 由这些平行超平面围成的平行多面体即是原系统的可达集Γ的近似.

415　响应可达集的支撑超平面法

本文作者[19 ]对一类凸集模型

Ω = { u ( t) ∈ Er : u j ( t) | Φ �u j , j = 1 , ⋯, r} (43)

其中 �u j , j = 1 , ⋯, r是常数 , 提出了求解线性时不变 (L TI) 振动系统的响应可达集的支撑超

平面法. 由于集合Ω满足对称性和凸性 , 根据响应可达集的性质 , 响应可达集 R T也满足对称

性和凸性. 因此 , 我们可得到振动系统 (2) 的最坏响应一定取在响应可达集的边界上.

任意给定一个向量 c ∈ En , 那么在方向 c上 , 凸集 R T 的支撑超平面可表示为

cTξ = v

其中 v = c Tξc
3 , 而ξ3

c 是支撑超平面与 R T的切点. 不失一般性 , 我们取 ‖c‖2 = 1 , 在给

定的方向 c上 , R T 的支撑超平面是唯一的 , 因此也对应着唯一的一个边界点ξ3
c . 当 R T 未知

时 , 首先确定某一方向上的支撑超平面 , 找到对应的边界点 , 通过在若干个方向上重复这一过

程 , 就可粗略地确定响应可达集的形状. 下面就提出在给定方向上确定响应可达集边界点的支

撑超平面法.

根据支撑超平面的定义 , 可达集 R T 在 c方向上的边界点一定是使得 c Tξ取最大值的ξ ,

其中ξ∈ R T . 这可以描述成下面的支撑超平面问题 :

max c T x ( T)

M ẍ ( t) + CÛx ( t) + Kx ( t) = B 0 u ( t)

x (0) = 0 , Ûx (0) = 0

u ( t) ∈Ω

(44)

将 n维向量 c扩充为 2 n维向量 �c

�c = { c1 ⋯ cn 0 ⋯0} T

其中 ci是向量 c的第 i 个元素. 这时问题 (44) 可等价为下面的 2 n维支撑超平面问题 :

max �c T z ( T)

Ûz ( t) = A z ( t) + B u ( t) ,

Ûz (0) = 0

u ( t) ∈Ω

(45)

这个优化问题的解可由下面的支撑超平面定理得到 :

定理 411[ 25] 　当且仅当 u 3 ( t) 满足

u 3
j ( t) = �u jsign ( �c TΦ( T , t) bj) , j = 1 , ⋯, r , 　t ∈[0 , T ] (46)

时 , T 时刻的状态 z 3
u

3 ( T) 使得问题 (45) 的性能指标最大. 其中 bj 表示矩阵 B 的第 j 列 ,

Φ(·, ·) 是式 (4) 所描述系统的转移矩阵.
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在式 (28) 的假定下 , (46) 中的奇异情况能够避免. 这样 , 支撑超平面问题 (45) 的最

大性能指标可表示成

v = �c T z 3 ( T) = ∑
r

j = 1

�u j∫
T

0
| �c T eA ( T -τ) bj | dτ - 　的 (47)

而 T 时刻的状态可达集边界点为

z 3 ( T) =∫
T

0
eA ( T -τ) B u 3 (τ) dτ (48)

由 z 3 ( T) 即可得到 T 时刻响应可达集 R T 的边界点 x 3 ( T) , 即

x 3
i ( T) = z 3

i ( T) , i = 1 ,2 , ⋯, n (49)

因此我们称式 (46) 的激振为最坏激振.

5　参数隶属识别方法

Milanese[2 ]建议了集合隶属识别问题的一般框架. 令Λ, G为两个线性赋范空间 , 定义求

解算子 S 为从Λ到 G的映射 , 即

S :Λ → G

Λ是包含λ的问题空间 , G 是解空间. 这样定义的目的是用信息λ ∈Λ来估计 G 中元素

S (λ) . 可利用的信息一般有两种 , 一种是用定义在Λ空间的子集 K表示的先验信息.

λ∈ K = {λ∈Λ:‖S (λ - λ0) ‖ Φ 1}

另一种是与λ有关的可测量 , 它可用λ的一个函数 F(λ) 来表示 , F将Λ映射到一个线性赋范

空间 Y 中 , 它的元素用 y表示. 由于 y存在着某种不确定性 , 因此将它表示为

y = F(λ) +ρ

其中ρ反映了不确定量 , 可用一个正数ε限定

‖y - F(λ) ‖ = ‖ρ‖ Φε

现分别引进空间 Y ,Λ, G中的三个集合 :

M US y : = { �y ∈ Y :‖�y - y‖W
∞ Φε}

FPS y : = {λ∈ K < Λ: ‖y = F(λ) ‖W
∞ Φε}

FS S y : = S ( FPS y)

那么参数隶属识别问题首先需要找到一个估计算法 «: Y → G , 使

«( y) ≈ S (λ) (50)

然后评价估计的好坏 , 评价指标可选为

E ( «) = sup
y∈Y

sup
λ∈FPS

y

‖S (λ) - «( y) ‖∞ (51)

通过使 E ( «) 取最小就可得到总体最优估计.

求解上述问题的方法有中心算法和插值算法 , 曾应用到单输入和单输出时不变离散时间系

统的脉冲响应序列的估计中.
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6　结束语

(1) 振动凸集理论是动力学中的一个新分支 , 平行于随机振动理论. 它还在建立和发展之

中 , 有很多新问题尚在提出中. 即使是上述各节介绍的问题 , 多数还没有解决. 例如 , 不确定

性凸集模型的建立 , 如果有较多的信息反映在凸集模型中 , 则分析的结果就更接近于实际 , 否

则就会给出一个非常保守的结果 , 以致不能应用到实际设计中 , 或造成设计的系统非常昂贵.

(2) 最坏响应的计算是振动凸集理论应用到工程中的一个关键点 , 更精确的可达集计算决

定了最坏响应计算的精度 , 详细讨论可达集计算方法并与现有的随机振动理论比较 , 将有大量

的题目要做.

(3) 振动控制问题和参数及状态估计问题在过去的振动理论中是两个相关的不同问题 , 而

在集合论范围内 , 应用集合隶属估计求最优控制表现了很好的前景 , 但寻找的控制律一定是非

线性控制律.

(4) 非线性系统响应集合的分析和性质还没有涉及到 , 因为响应集合一般是非凸的 , 具有

更复杂的性质.

(5) 本文题目确定的目标应该是工程问题. 大量的应用工程题目还需在发展中进一步研

究.
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RESEARCH ON CONV EX2SET THEOR Y OF
UNCER TAIN V IBRA TION

Zhang Jinghui 　　He Caiying
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Abstract　In this paper , an outline on vibration convex - set theory , including its research area ,
common concepts , existing methods , applications and the development t rend , is reviewed.

Keywords　uncertain vibration , random vibration , convex set , seismic response

·223·

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net


