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摘　要　综述了半解析函数、共轭解析函数研究进展及其在力学中的初步应用.
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1　引　言

复变函数起源于19世纪初, 起初它的核心理论是解析函数. 解析函数在解决平面无源无

旋场的问题时显示了巨大的威力, 但对有源场或有旋场就无能为力了. 到了20世纪30年代, 相

继出现了准解析函数[ 1 ]及广义解析函数[ 2 ] , 它们是实部和虚部满足方程组

5u
5x

-
5v
5y

= au + bv

5u
5y

+
5v
5x

= cu + d v

(1. 1)

的复变函数, 这显然是对解析函数的推广. 尽管近几十年理论上得到了不少结果, 但通常很

繁琐, 且至今在力学、物理学上找不到明显的背景. 1983年王见定首次提出半解析函数概念,

并在1988年提出共轭解析概念[ 3 ] , 它们可以描述无源场或无旋场. 赵桢进一步提出双解析函

数、复调和函数理论[ 4 ] , 解决了一类有源无旋 (有旋无源) 的边值问题. 本文就以上几个方面

介绍有关的研究进展及其力学应用.

2　半解析函数

假定 f (z ) = u (x , y ) + i v (x , y ) 在域D 内连续. 如果对于每点 (x , y ) ∈D , 都有 u x =

v y , 我们称 f (z ) 在D 内是第一类半解析的; 如果对于每点 (x , y ) ∈D 都有 u y = - v x , 则
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称 f (z ) 在D 内是第二类半解析的. 至今已取得的主要结果如下:

定理2. 1　如果 f 1 (z ) , f 2 (z ) 是第一 (二) 类半解析的, 则 a1f 1 (z ) + a2 f 2 (z ) 也是第一

(二) 类半解析的. 其中 a1, a2 为任意实数.

定理2. 2　如果 f (z ) 在单连通域D 内是第一类半解析的, c为D 内任意一条逐段光滑曲

线, 则

∮cf (z ) dz　是一实数 (2. 1)

对于多连通区域有:

定理2. 3　设D 是一个多连通域, c = c0 + ⋯ + cn 是D 的边界. 如果 f (z ) 在D 内是第

一类半解析的, 则

∮cf (z ) dz　是一实数 (2. 2)

　　定理2. 4　如果 f (z ) 在单连通域D 内是第二类半解析的, c为D 内任意一条逐段光滑曲

线, 则

∮cf (z ) dz　是一虚数 (2. 3)

　　对于多连通域有:

定理2. 5　设D 是一个多连通域, c = c0 + ⋯ + cn是D 的边界. 如果 f (z ) 在D 内是第

二类半解析的, 则

∮cf (z ) dz　是一虚数 (2. 4)

　　定理2. 6　设D 是一单连通域, u x , v y 在D 内连续. 如果对于任意曲线 c < D 都有

∮c (f ) dz 是一实数, 则 f (z ) 在D 内是第一类半解析的.

定理2. 7　设 D 是一单连通域, u y , v x 在D 内连续. 如果对于任意曲线 c < D 都有

∮cf (z ) dz 是一虚数, 则 f (z ) 在D 内是第二类半解析的.

定理2. 8　如果 f (z ) 在D 内是第一 (二) 类半解析的, 则 i f (z ) 在D 内是第二 (一) 类

半解析的.

从第一类、第二类半解析函数的定义可以看出第一类半解析函数可以直接表示无源场,第

二类半解析函数可以直接表示无旋场, 因此定理2. 8表示无源场和无旋场以 90°旋转相互转

化.

定理2. 9　如果 f (z ) 是第二类半解析的, 则一定存在 Υ(x , y ) , 使得

f (z ) = ý Υ(x , y ) (2. 5)

这样的 Υ(x , y ) 有无穷多个, 但彼此相差一个常数. 相反的, 如果 f (z ) = ý Υ(x , y ) , 则 f (z )

一定是第二类半解析的. 其中 ý Υ(x , y ) =
5Υ
5x

,
5Υ
5y

对于第一类半解析函数也有类似结果.

以下是半解析函数的积分形式.

·852·
© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



定理2. 10　设w (z ) 在D 内是半解析的, # 是D 的边界, 则w (z ) 一定有下面积分形式

w (z ) =
1

2Πi∫# w (Φ)
Φ- z

dΦ-
1

2ΠκD

f (Φ)
Φ- z

dΡΦ (2. 6)

其中 f (z ) 是D 内纯实或纯虚的连续函数. f (z ) 是纯实时, w (z ) 是第二类半解析函数; f (z )

是纯虚时, w (z ) 是第一类半解析函数.

定理2. 11　形式为

w (z ) = κD

g (z 0)
z - z 0

dΡz 0
(2. 7)

的函数是定义在域D 的半解析函数 (第二类) , 其中 g (z 0) 是定义在D 内任意实值连续函数.

由第一、二类半解析函数的相互转化可得, 形如

w (z ) = iκD

g (z 0)
z - z 0

dΡz 0
(2. 8)

的函数是定义在D 内的第一类半解析函数.

以下结论是重要的复变函数分解定理.

定理2. 12　设 f (z ) ∈ c’ (D ) ∩ c (D{ ) , 则 f (z ) 一定可分解成两个半解析函数的和, 即

f (z ) = f 1 (z ) + f 2 (z ) (2. 9)

其中 f 1 (z ) , f 2 (z ) 分别是D 内的第一、二类半解析函数.

它表明一个可微的平面场总可以看成一个无源的平面场和一个无旋平面场的和.

以上所有结论有明显的力学应用价值.

3　共轭解析函数

1988年王见定又提出了共轭解析函数概念, 这是一类和解析函数对称的函数, 它的出现

使复变函数达到对称完美, 同时使平面场的结构达到对称完美. 共轭解析函数可以用来解决

解析函数所能解决的所有问题, 并且比解析函数更直观、方便.

设w = f (z ) 在域D 内定义, 对于给定的 z ∈D , 如果 ∃z 按任意方式趋于零时,
∃w

∃z
的

极限存在, 则称此极限为 f (z ) 在 z 处的共轭导数, 记为

f 0 (z ) = l im
∃z  0

∃w
∃zλ

(3. 1)

此时也称 f (z ) 在 z 处共轭可导.

如果 f (z ) 在 z 的某邻域内共轭可导, 则称 f (z ) 在 z 处共轭解析. 如果 f (z ) 在域D 内

每点都共轭解析, 则称 f (z ) 在域D 内是共轭解析的.

极限

l im
d 0

2
n- 1

k= 0
f (z k ) ∃z k =∫cf (z ) dz (3. 2)
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称为 f (z ) 沿定向曲线 c的共轭积分. 此极限不依赖曲线 c的分割以及 z k 的取法. 其中, d =

m ax{û∃z k û}. 称变换w = f (z ) 在 z 0点是反向保角的, 如果该变换使通过 z 0的任意两条曲线

夹角大小相同、方向相反.

3. 1　代数性质

定理3. 1　 f 1 (z ) , f 2 (z ) 在域D 内共轭解析, 则其和、差、积、商 (分母不为零) 在D 内

也共轭解析.

定理3. 2　共轭解析函数复合后也共轭解析.

定理3. 3　共轭解析函数的反函数也共轭解析.

定理3. 4　设 f (z ) 在域D 内共轭解析, 在闭域D{ = D + C 上连续, 则

f (z ) =
1

2Πi∮c f (Φ)
Φ- z

dΦ (3. 3)

　　定理3. 5　设 f (z ) 在域D 内共轭解析, 则

∮cf (z ) dz = 0 (3. 4)

　　定理3. 6　如果对于任意曲线 c < D , 都有

∮cf (z ) dz = 0

则 f (z ) 在D 内共轭解析.

3. 2　级数理论

定理3. 7　设 f (z ) 在域D 内共轭解析, a∈D , 只要圆 K : ûz - aû < R 含于D , 则 f (z )

在 K 内可展成共轭级数

f (z ) = 2
∞

n= 0
cn (z - z 0) n (3. 5)

其中 cn =
f [n ] (a)

n!
(n = 0, 1, 2,⋯) 且展式唯一, 其中 f [n ] (a) 为 f (z ) 在 a 处的 n 阶共轭导

数. 　　　　

定理3. 8　 f (z ) 在域内共轭解析的充分必要条件是 f (z ) 在D 内任意一点 a 的领域内可

展成 z - z 0 的幂级数.

3. 3　几何性质

定理3. 9　如果w = f (z ) 在域D 共轭解析, 则它在共轭导数不为零的各点都是反向保角

的.

定理3. 10　如果w = f (z ) 在域D 内共轭解析, 且不恒为常数, 则象 f (z ) 也是一个域.

4　半解析函数和共轭解析函数的初步应用

由于在一个区域内无源或无旋的矢量场, 如流动速度场、应变场等, 都可以和一个第一

类第二类半解析函数相对应, 因此以上理论有明显的力学应用价值.
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下面举例说明共轭解析函数及半解析函数在描述平面流动、平面电场中的应用.

例1　研究在点 z = 0处垂直于 z 平面的一条无限长均匀电荷线, 单位长度所带电荷量为

m 所激发的静电场.

显然, 这是一个调和平面场, 只需研究 z 平面上场的特点即可. 我们引进共轭解析函数

w (z ) = - 2m ( lnûz û - iA ng z ) = - 2m lnz (4. 1)

容易检验

A ng z = 常数 (4. 2)

即为所求电场的电力线. lnûz û = 常数, 即

ûz û = 常数 (4. 3)

为所求电场的等位线. 可取的是, w (z ) 的共轭导数

w 0 (z ) =
2m
zλ

(4. 4)

正好是该电场的场强.

下面再来看一个稳定平面流动的例子.

例2　我们用共轭解析函数描述以等速 a 从平面的左方向右方的流动.

显然, 此流动的流线

ay = c1 (4. 5)

等势线

ax = c2 (4. 6)

我们可以用共轭解析函数

f (z ) = ax - iay (4. 7)

来表示此流动, 并称它为此流动的复形. 它的共轭导数

f 0 (z ) = a (4. 8)

是流动的速度.

在静电场中, 我们可以用共轭解析函数w = f (z ) 来作为它的复形, 且它的共轭导数

f 0 (z ) = E　 (场强) (4. 9)

正好是该电场的场强.

无源无旋流动的复形、流速都是共轭解析函数, 且复形的共轭导数为流速. 在平面静电

场中我们可以引进共轭解析函数来同时描述该静电场的电位线和电力线, 此共轭解析函数也

称为该电场的复形, 且此复形的共轭导数即为该电场的场强.
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可见, 共轭导数在平面场中有明确的物理力学含义, 它可以看作平面场中的变化率.

我们知道解析函数和调和场对应, 我们也可把与解析函数对称的共轭解析函数所对应的

场称为共轭调和场.

例3　无旋平面场可表示为

w (z ) = κD

g (z 0)
z - z 0

dΡz 0
(4. 10)

的形式. 无源平面场可表示为

w (z ) = iκD

g (z 0)
z - z 0

dΡz 0
(4. 11)

的形式. 其中, g (z 0) 是定义在D 内的任意实值连续函数.

此时的D 可以是有界域, 边界条件可由具体力学问题而定. 这个结论给出了无旋场、无

源场复积分形式, 为研究无源场、无旋场提供了一个复分析工具.

此外, 由半解析函数的结论, 可以得到:

定理4. 1　无源平面场和无旋平面场互以 90°旋转而相互转化.

这个结论使得在平面场的研究中, 只需研究无源场或无旋场一种. 这不仅使平面场得到

统一, 且使研究的工作量大大减少.

半解析函数的理论研究, 也使我们对平面场理解得更深刻. 对于可微的平面场, 我们有:

定理4. 2　可微的平面场总可表示为无源平面场和无旋平面场的和.

这个结论可由复变函数分解定理以及半解析函数的力学背景[ 3 ]直接得到.

继王见定提出半解析函数、共轭解析函数以来, 不少学者也在研究半解析函数、共轭解

析函数以及相关理论. 例如, 朱如曾发表了论文“复变函数分解定理的改进”[ 7 ] , 刘珍儒发表

了“关于半解析函数几个充要条件及半解析开拓的R - S对称原理”, 刘国忠发表了“纯半解

析函数的可调和性及其在场论中的应用”, 解长利发表了“复分析方法在流体力学中的某些应

用”, 赵桢等人在研究半解析函数、共轭解析函数的同时, 进一步提出了双解析函数、复调和

函数等相关理论[ 8 ].

总之, 由于半解析函数、共轭解析函数都有很好的背景, 搞 这方面的研究很多, 以后将

会陆续看到有关论文, 甚至有人把半解析函数的理论引到了经济领域[ 5, 6 ] , 描写经济领域的平

衡问题. 可以相信, 半解析函数及其相关理论将有助于力学的进展, 希望广大力学工作者来

共同发展这一理论及其应用.
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(上接第282页)

笔者有幸较早阅读这部著作, 只用三天就看完了全书, 觉得是一种美好的享受, 回味无

穷. 于是, 在北京大学研究生课程《图像分析》中, 用八个学时讲授了本书的主要内容:

(1) 时间2频率分析和连续子波变换, (2) 正交子波变换和多分辨率分析, (3) 非正常子波变

换——框架及双正交子波, (4) 正交子波包, (5) 二维离散子波变换和图像边缘检测; 收到了

良好的教学效果. 从而更深刻地体会到,《子波变换与子波分析》是为想学习和掌握子波基本

理论、方法和应用技巧的所有读者而写的一本成功的入门性著作.

子波变换实际上是不同领域的几代科学家共同努力的结果, 子波研究是一个刚刚兴起的

新领域, 作为科学园地的辛勤耕耘者, 本书作者为年轻的一代展示了一片美好的新天地. 当

前, 无论是国内还是国外, 子波研究如何从应用数学领域扩展到工程技术科学领域, 在数学

研究中取得的成果如何尽快地为广大工程技术人员所理解和应用, 这是子波研究中面临的一

个迫切而重要的问题. 笔者相信, 《子波变换与子波分析》一书定会对此做出巨大的贡献.
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