
有限元分析中的分级概念
丁 〔 。

提要 有限元形函数的分级概念
,

好些年前就 已作为棍合阶次插值的一种简便工具

提出 只是过了很久之后人们才认识到它的全部优点
,

而在这些优点中还应包括

①改善调整功能 ②若想找到逐次加密的方案
,

则采用分级概念易于得出误差指示

值 还有
,

达用分级概念
,

有可能得出一套误差估计式
,

它们比其他估计式更好而

又十分适于自适应加密分析 由于分级单元仍与固定阶次的 “标准 ” 单 元 同 样 简

便
,

看来今后将会有更多的程序转而利用分级单元的这些优点 进入非线性领域后

情况尤其是如此
,

因为直到如今这类问题的计算费用与经济效益仍是必须考虑的问

题

引 言

尽管现在有限元法己
工‘

为运用
,

但对于如何估计分析中产生的误差以及如何通过自功加

密来修正误差这些问题
,

却尚少给 护注意 要想在工程实

践中灵活运用有限兀程序
,

这此问题是十分重要的 在 、
’

前有代表性的应用中
,

有经验的分析人员选定所用的单元

网格并自动产生所需的信息 〔
‘一 “ 」 在布置结点时 主 要 依

据 ①以前作程序检验 卜对从准问题能给出满意答案的那

些解 ②以前网格 “优化 ” 研究所形成的一 些准则
,

这方

而过
一

去引起过人们很大注意
一 “ 〕 当计算机输出 信 息 已

经提供了对单
、

元间的静力 卜衡
、

应力间断等 一些显见的差

错的快速检验时
,

这就向分析人员保证了情况一切良好
,

他就可进而着手总结出必要的设计结论 一 般讲
,

若并非

一 良好
,

那就得擦除旧网格而形成新网格
,

这样问题的

求解势必要花费大量的人二 干预作为代价 在重新形成网

格时
,

用户往往采取保持原网格而只作局部加密的办法
,

以求节省一些数据准备 作量 所用办法是 ①采用类型

相同但尺寸 的 缩小的新单元 或者 ②采用同样的 单 元

网格布置
,

但增高了所用插值多项式的 次 数
,

因而

单元上具有新的模式 图 说明了这两种可能性
,

常分别

称为 型加密和 型加密

原网格

型加密 细分

一反
创加密‘增高 多项式的次 数

图 不精确网格的 可能加密方法

新的细分一旦完成
, 一 般就得允全重新求解一遍并观察收敛性 在这过程中计算机得重复



全部运算而不再用到前面 已有的解 读者可把这过程与较古典的 、 法 或 认 法 对

比 法是利用 三角级数展开式求解通常是简单几何形状的一些问题 这时引入

新项后原有各项仍保持不变
,

且每次只引进一项
,

当解的精度认为已够时即停止加密

既然大家都知道有限元法与级数法在数学上正好属于同一类型
,

那么它们为什么会有上

述差别 回答是
,

经细分所得出的网格序列一般没有分级特性
,

而 级数展开式则是

分级的 所谓分级是指 如果 为未知函数 例如结构的位移
,

且它的近似式为

、 乙
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图 一个单元的细分 型加密

标准的形函数 分级的形函数

二 , , ⋯ ,

不变
, ‘

这种近似式就称为分 级 的 显然作

单元细分时同时也就引进了完全不同的新的形函数
,

因此标准有限元表达式不是分级的 图 。

当然
,

为此可 以象图 所示按分级方式 通过

引入新的近似式加以补救
,

不过这时就不得不部分地

抛弃每个单元用固定不变的办法予以描述这种传统的

观念 在这种加密形式中
, “单元 ” 仍然与原始的单

元一样

尽管为了考虑到 “老的 ” 形函 数 如
, 和 新

一级的形函数 如
。 之间的相互影响而不得 不 设

计一些相当特殊的单元积分法则
,

但这样一种加密设

想仍然是可行的

在 型加密法中引入分级形函数要简单一些
,

而

且这种简易性是一 目了然的 我们在图 中举例说明

了一个四边形等参元上分级函数与非分级函数的形成 的确
,

就这一点来说
,

分级函数最初是

退 七 少〔

才让︸
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价尹卜

扮八砍洲几冲斌

耳协
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创

图 单元内多项式次数的增高 型加密

标准的形函数 分级的形函数图

压力容器的三维有限元分析
,

说明用分级单元

所带来的好处

等 〔
’〕早在 年提出的 那时的目的只是以事先选定的方式引进 级网格

‘

例如按精度要求选用 次多项式 —译者



白那时起
,

分级加密已有所运用
‘。 ,

如图 所示
,

司时 等
仁“ 一 ’“ 实际 上 已引进了

新型而有用的分级 型单元族

我们在其他文章 〔
“ 。〕 ‘ ,更详细讨论 了某些分级函数 不过要强调的是 分级形式除了容

易作局部加密外还具有另一些优点
,

且其应用范围很可能比 目前的还要广泛得多 ”

分级概念的优越性

方程的结 构 考虑 一个典型的线性问题 要子求用 犷此间题的一种离散近 似 式

这个问题完全
一

可能是典型的应力分析中弹性方程的求解
,

不过为了更有普遍性
,

我们把问题

陈述为需满足如 卜微分方程组和边界条件

‘

二 。,

、万 ,

在 域内

在边界 卜

以上 酬
一

和 厂 均代表线性微分算
一

’ 当所需
一

子找的近似解有如十
‘

形式时
,

二
乙刀

‘ ‘ ‘” ’

式
‘ , ‘” 为待定参数

,

用 加权残差法作标准的有限兀逼近
,

一

可得代数方程组

了丫
’

’‘ 十
’

韶

﹃、︺

其中 取决 于边界条件
,

或者 经分部积分
, ” 二 ·

式 ‘
, ,

是含有形函数 的导数的相应刚度矩阵
,

是 “力 ” 矢量

计算的细节是众所周知的
,

此处无需重复 仁
’弓

当网格被 “细分 ” 时
,

即引进 了新的自山度时
,

参数的个数将增加到
“ 千 ’”

离散化处理方法可得到如下代数方程组
、 , ’ 十哟 二 ‘峙 哟

如果加密是按分级方式进行的
,

则原来的刚度系数将重新出现
,

方程

用同样的

可写成

‘· , ‘
,

了
, ,

万
“‘” ’
飞万

‘” ’

一。 , , , 几
’,

〔
·

我们 亿即可以看出
,

分级式加密的第一个优点即是矩阵
。

保留下来了
,

从而 有 可 能

节省加密过程中
一

些系数的计算工作 乌飞儿复杂 寸这一优点尤为明显
,

但更重要的也许是
,

有可能利少未加密网济的原始解 方程
,

这个解 可记作
凡 习 。 一 ‘ 尺

它可供小
‘

一 步求解时泪 。 、 ’,

讨论 犷在试图求解方程 时将
。 一 ‘

的三角化形

式存贮起来的可能性
,

而这种方法很值得推荐 然而尤其重要的是
,

可以用来充作迭 代

解的出发点
,

它给出
’

的第一近似式为

”‘ ’“ 几
,

丈
”’ 一 二 , 。 ” ’

还可以推广应用于有限元动力分析 —译省



艺 方程 的条件数

单 ‘ 衫状

分级式
了‘,

口狡

个 ,王方形 单少‘

等参式
户 份 卜

、 一

。

山
一

分级式自由度是作为原始解的扰动项出现
,

而并没有完 全 取

而代之
,

故我们可以期望方程 的对角占优特点比用

几
在丝规范化之后
茶件数 等 争

爷件数 分级

些坐
几、 。

口

‘、

一
一召

·

一 二

了

一理
,

单 ,‘布置 个
一

方形单儿 ,

井汀宁 黔下一演

石 卜份心

条件数

条件数

等参

乡卜级

止坚生 卫些奥

斤

‘

‘

月 分汉式表达戎 方关的条件数的改价

关
、

日研讨会上和其他地方
‘ , ’

表

同样多个非分级自由度作直接近似所得方程的更为明显

这对于确保方程 中矩阵
、 二

具有更好的 性 能 并

具有比非分级形式得出方程的迭代收敛速度更快有着重要

意义 图 详细示出单个正方形
‘

单元上及 个正方形单

元组合体上这种矩阵性能改善的情形 两种情况 干
’

刚度矩

阵的条件数都改进了一 个数量级
,

而在单元更多的组合体
,卜还可望条件数得到更显著的改 海

’

如果计算时只取有限位有效数宇
,

则这种条件数的改

善对于方程求解显然极为重要 随着微机 」渐推广使用
,

单单在这方面就能使分级概念 “畅销 ” 给
‘一

大用户 丧

和图 列举了一 个十分简单的例子
,

即一根细
一

长的悬臂梁

以及由
二

犷不同细长比产生的舍入
一

误差
,

其中分级与非分级

单元采用同样阶次
,

因而应当得到完全相同的结果

这里插上儿句题外的话不无用处 正是这种改
一

善矩阵

条件数的观点早就有其他人提 出 过 月 。 。 年 在
』都曾提出过在薄梁或接头问题中引入含有位移差这种变量

变厚度 悬臂梁受纯拉伸的例子

在点
,

处计算应力他 精确 二
,

顶端位移 精确 二 工 。

一
一

,

一

一一
一一气一一一 一 一 一

一一一
八刃沱浦

万

、

工

火 效

工

石肠
‘

一

〔

情况 个八结点等渗元

情况 扣个八结点分级单兀
怜况 工

,呀况 亚
计算得出的

二 、
应力值相对误人

计算得出 、勺位移的相对误旅

注盗翌
七

图 用
一

于条件数研究的悬臂梁

会有什么用途 其实这可以看作是图 所示分级式的一个特殊情形 事实上
,

山 。 ￡’ 引

原文为 汕 立力体
,

实际仪指 二维对 万厂 —
旅
一

沂

山线性代数知
,

对称矩阵的条件数是极 友特旅依
‘升茂小竹征位之比 几 之。

。 ,

此数太大时
, 刀 诈

日
斤扮病杏而性

质不好 —译省
, ·



入的总体逼近和局部逼近的概念也具有同样的分级结构和特性 图 。〔’ 」也

引入 了一种分级形式
,

其中可以很容易地作局部单元细分

表 在变厚度悬臂梁自由端加剪力

在点
,

处计算应力值 精确
,

顶端位移 乙精确 二 按梁的理论

一
一 工

一 一欠一一 丁一
一

一

一

瓜乃 一 一
。

碗
一

口
一
。 。

云一

一 ‘⋯⋯扮入
二

⋯
失

六一 二六
情况 个八结点等参元
情况 个八结点分级单元

情况 工 计算应力 “
、 二
时的相对误旅

倩况 亚 计算位移时的相对误差

、

六洲与、

︸︸气卜
‘

一一厂
勺或 小

· 凸小

中
香加的

子一限 , 匕

代匕 卜由
,

戈、‘ ￡气每

户于 一个分级形式的接头单兀 日 局部一总体有限元法
,

一种分级形式

误差的量度 分级形式的扰动特点具有更为深刻的优越性
,

即可以对解的误 差 提

供一种直接的估计 这一误差可定义为
一

式中 和 分别为精确解和近似解 如果依次用 “ 个参数和 十 个参数求解
,

则 上 述

误差即可用依次的两个解之差加以估算

之 。
” , ’ 一

’‘

事实上这恰恰是一位聪明能干的分析人员通常采取的做法 不过
,

现在我们要提出一种不必

求助于第二次完整求解的方法来估计误差 如果 已经 通过方程 求得了第一次解

” 二 ’‘ ”

则误差的一级近似可由方程 所给出的
’
, 作第一次迭代后得出

二
, ’、 ”’

之
, ’ 川 ”’ 一 二 , 凡

这个近似式对我们作进一步的讨论有着决定性的重要意义

小 结 前面 已经指出
,

分级形式具有以下优点 ①当试图作加密时
,

可以利 用 前

次的解和计算 ②在依次加密求解时只需作简单的迭代 ③总是 可以得到较好的方程性能

④给出直接的误差量度 虽说 ①
,

②两条优点仅在试图作逐次加密计算时才 体 现 出 来
,

但

③
,

④两条优点却是只作一 次求解就表现出来了 那么分级形式未能广泛应用的弱点又何在



呢 答茉还不人清楚 过去 已有人提到用分级方式把单元细分时在子域上进行积分所出现的

缺点 采用 型加密则不会出现上述缺点
,

但却有另一个缺点 这就涉及把未知参数 相应

犷结点位移来看待这
一

传统观念 现在末知量 则是结点位移的差值
,

甚至是实际
卜

难以 识

别的 一些从 不过这两条缺点都容易补救 首先是可引用特殊的积分法则 其次是 可用极为

油
一

单的变换 」念含 护方程 中 把参数 用给定点的位移来代替 或用给定点的术知函数

位代朴 因此我们看不出在标准程序中不能使川分级变夕 的任何理由

误差的指示盆和估算式

定 义 当我们采用加拼方法时会产生两个问题 绍一
,

我们猫要有一 个指标 米 川

明在哪里作进
一

步加密最为有效 第二
,

而要了
‘

一个误差里度来说明加密是否必要

工力了我们 已川方程 。 把 “误差 ” 定义 为

二 一 、

如果要全盘考虑整个问题
,

则这是一 种纯粹局部的误差定义
,

并不方便合用 此外
,

这种定

义不能告诉我们 对于象方程 这类原始
一

平衡 方程
,

究竟在多大程度生得到满足

于这个缘故
,

我们引入一个更为总体化的误差量度
,

它定义为误差能

了了
‘

分

这 一 狱度有很玉要的意义
,

州为它很容易跟残效 联系起米
,

告诉我们原始方程被 满 足

到介种程度 这里忽略了边界条件的任何误左
,

它可以作类似的处理

二 丫

残差 可如 厂褂出

川 力 程
,

多
几注 愈 丫 二 丫 一 少

,

代入 ’
‘

形、 和
, 耳写

“ 一 了

妇此
,

方卫, 丁改写成

石 户护

了

它给出 卜
、

自分析中有川的
·

个从本关系 丈
艺

一

说差的指示量 现在考虑在一个 汀 自 日变的系统按分级概念引入 一 个 单 卜曰比度
、 。 十 ,

对该系统我们 已求得 ’一 个解 彭
”

我们要尝试找出近似的能量误差
, ‘

· 。 , 元二 乒于万十

这个能从 误差在引入新变元后将被修正
,

囚此它提供 了
一

个误差指示最 依照前而的讨论 ‘

方程
,

如果 。
。 , 只是一个标量

,

则我们 已成功地得出 了 己
,

的近似似为

‘ 十 二 刀
、 刀 ,

、
, 。 , 、 厂

、 一 、 ,

‘ ’ 入
, 、 、,

艺

下面更详细地 号察一 卜
‘

方程 中括号内的表达式 我们注意到
,

它是通过把 ’代

入控制方程并少
。 十 “加权 ” 后得出的一犷是

, · 工一 , 十 , , ’ 二 、月 牛

·



至此我们 下 以干用定义 和

刀
, 十

将 一 了七入
,

可知

写出
一 ‘

’ ”

“

十 二 。

、
。 【

湘、
‘ 、

。 , 十 ,

或
刃二
十 , , 十 一 。 、 , , ‘” 丫

、 、 ,

尽竹 协 的形式可能显得更为直截了当此
,

日已被 。叨
’”

看作 是 能 量 误 差 指

示量
,

我们却发现笔者 〔
““ , 〕提出的 。 这种形式可免去在新的求解过程中某些刚 度 项

的计算
,

因而具有特别意义 我们再次强调指出
,

估算误差指示量并不需要作新的求解
,

而

可用式 对舟个可能的新自由度分冲估算出误差指示值
,

用来指明何处最迫 切 需 要 修

正
。

误差的估算 原则上
,

对可能引进的新自由度的误差指示值的估算和释 加
,

应 当

能提供一个 已达到的加密阶段求解时产生的总能量误效的精确量度 可惜这样做并不现实
,

一般只研究下一个加密自由度 如果下一个形函 数 碰 巧 正 交 或 近 似 正 交 于 残 差 位

间
。

一
“。一 、

,

而详差的主要部分又在高阶加密项内
,

则误差估计就会是根糟糕的
,

因为表达式 作为一个指示量依旧只是告诉我们 在所论问题中作加密之后误差只发生

很小的变化 因此
,

人们花了大量精力去建立可靠的误差估算式
, 以便给出一个比土式计算

存〔可能更精确的误差位 这里 飞 。 等人首创的适用于对线性四边形
一

单元进行估 算 的 经

典著作以及最近 仁
, ,

〕中用 于高阶
一

单元的更为精巧的表达式均已提出

木文将引进另一个直接以分级概念为基础 「实际 是 以 。 给出的指示量为基 础 的

估算式 这一新估算式的效能着来很令人满意
,

且象后面实例中所显示出的那样
,

在所有加

密阶段中估算出的误差都比真实误差高出一个合理的余量 必须说明
,

至今还没有关于误差

估算式最终收敛于真实误差的严格证明 虽然如此
,

这个问题 目前已探索性地提上 日程 如

果考虑式 。 ,

我们注意在同一单元内
,

形函数和残差都可能变号 不过可以估于卜

叮
。

一
‘。 ’

州
刃 一姗 以

。一叫
并月上式右边的依总是正的 因此

,

为了估算
一

误差
,

可 以估算下一次加密所可能出现的侮个

自厂度的能量误差

。 十

」吴二 井
十 、

然后求和
,

朴到总误差估计

残差与单元 间的 “ 卿匕跃
”

汀 一 。丫
。一 。

’ ,

一
, 。

一

如果试探函数 、的连续程度足以保证区域内所 有点处

的夕 ‘扩工均可确定
,

则残差的计算就 了困难了 但在有限元中情况一般并非如此
,

因为有

限元法的形函数只具有最低的连续性
,

它仅
一

与经过分部积分处理求出的刚度保持一致
’

譬

甲经过分部积分后淡分斗子降阶
,

闪 比袱抓汇抓之勺通 夕
一

计尸要术山可以降低
,

原来算子式 , , 就不一定处处确定

—译
甘

易



如 个弹性问题中方程 含有位移的 飞阶份数 因而
一

也
‘

含有 的二阶导数
,

而为 了

确定只 含有一阶甘数的刚度
,

只需
,

级连续就足够了 显然现在所定义的残差在单儿交界

一 一 日 匕

厂匕︹钊
卫

月
︸单︸一

⋯
一

二 准元 交
百以

匕
一

一 刁

内部
一

单元和交界面区

而上将是无穷大
,

可用 占函数表示 为避免出现无穷大

这种困难
,

如图 所示把区域分成内部单元区域
‘

和单元交

界面区 工 我们指出
,

这样一来在单元内部求积分

、 ·

就没有困难了 在单元交界区
,

假设区域宽度 乃
,

可 以 写

出
’

工 ‘ · 。 一 凡

、‘ ·“· 、

式中 表示交界面的法线方向

现在考虑 。 分段连续
“

阶 时 中由二阶导 数 少 丫刁沪 所定义的那部分残差 显然

污 左 , ,

—一一 刀 二
一

丁
叮刀‘ 口

它就是发生了两个相邻单元间的梯度值的跳跃 实际上
,

如果令

了 刀二

则 就是方程相应变量方向上相邻两单元间的张力间断值 因此可用下式代替积分
‘。、 · 。二 。 , · 十 乏

尸

“ 厂

式中的求和分别指对所有单元及所有单元交界面来进行 用类似于推导方程

可以将误差估算式写成
“

的办法
,

· , 、 , ￡ 十 , 一 二
, 十 ,“。 一 “ 二

,
、 尸

厂一“
。

‘ “ 。 , 一, 。 十

通常把误差估算分到各个单元去做是方便的
,

虽然决非一定要这么做 在这种情况下
,

可以对每个涉及该单元的形函数算出方程 中对
产

积分时的单元贡献 对
止

单元 交界

面区
,

相应积分计算只涉及一个形函数
,

并且只需计算一次
,

只是所得结果要平分至相邻单

元 显然
,

这样做有一定的任意性
,

但如果利用能量误差来估计局部应力的不精确程度
,

这

样做是方便的 有趣的是
,

迄今为止实际完成的计算表明
,

一

单元间的单元张力跳跃 一

般就是误差估算式中的主导部分 也可参见〔 〕 这在一定程度上解释了许多工程人员所

得到的如下结沦
一

单元交界面上的张力间断跳跃是应力误差的一种合理估价 这里我们要指

出它们是怎样与能量误差的估算发生联系的 我们提到过
,

其他几种误差估算式 已经推演得

出并得到成功的应用
,

其中最通用的一种是文献〔 〕提出的
“

, 原文右端积分为 ⋯
·

原文遗漏积分限
‘ 。

式 卜 似应为

—译者

—译者
—译者



、 “ 一

郭
尸 二 十 乙 二

枷
一 , 二

‘夕

式 卜儿为单元尺寸
, 力为多项式次数

,

万是视不同问题而定的一个常数 例如对于热流问题

万一 热导率 对于平面应力问题 人一 厂八 一 , ,

等等 这个显式使用不太方便
,

并且一般都

低估了误差
,

往往必须采用修正因子
,

这此因 子在误差减小时趋于 仁 。」

象 这类表达式的推
一

导十分复杂
,

并提出了许多有待探索的课题 其基本内容涉及

单元木征值的确定
,

而有意思的是这里表达式 的一部分实际上 提 供 了 对 附 加 刚 度
。 、 , 。

一个本征值的 估计
,

即

厂

篇 ‘ 八
。 十 。 ,

后而将详细讨论新的误差估算式
一

与它的前身之问的相互关系
。

自适应过程
,

全部单元加密及收敛性

对策 有限元求解通常是从一个给定的网格入手 这种网格可以是分析人员 认 为

足够精确的
,

或者可以只是机器对边界作足够精确的模拟的一种十分粗糙的网格剖分 不论

何种情形
,

新的 加密 计算的第一步都必须作误差估算
,

若发现误差已足够小
,

就可停止

计算 在这里
,

误差估算式是头等重要的 如果误差估计值太大
,

就需要作进一步加密
,

这

时误差指示值将告诉我们在何处加密最好 显然
,

这里可以有各种各样的对策—全部注意力集中到误差指示值为最大的那些自由度 下面简要介绍几种方案 ①比如说
,

可以事先定

叭一个误差指示值即 刀
,

对所有大于该误差指示值的自由度加以考察 ②方案 ①的 一 个 变

种
,

它在考虑总误井之后定出误差 阂 刃 ③在每个加密阶段中
,

事先给定一个比例 了
,

对 误

差指示崔大于最大误差指示依的 丫倍的所有自由度考虑加密
,

并月 当 勺 ” 时才 继 续

加密
。

木文所举实例中采用方案 ③
, 了程笔取在 然一 的范围内 显 然

, 丫二 就对 应 于 所

有
一

单元个部加密
,

这 也是最近投放市场的一种商用程序所采取的方案

在所有的自适应加密方案中 至少了
,

经多步运算之后
,

将得出几乎保持常量的误

差指示量 如果加密过程是从 良好的剖分状态开始的
,

那显然会比从不佳的剖分状态开始加

密更快地达到 刀几乎不变的状况
,

但最终的结果是一样的 至此我们可以断言 当误差指示

值达到 乎是 均匀分布时
,
网格就是最优的 看来有理由说 在此阶段

,

自由度就定下

来了
,

几在同样多 自由度数的情况下这种网格的能量误差最小 虽说这种跟早期寻求网格优

化在形式上的等价性还只能对简
一

单的线状单元作出证明 〔
““ ,“ ”〕 ,

但这一论断是合理的—我们还要指出
,

不论从什么样的加密方案开始
,

总可以 自适应地达到接近优化的解

这种网格优化方法还具有另一些特点 可 以证明 至少对于用线性单元的 丙型收敛
,

只有在网格最优化阶段
,

误差估算才变得十分精确 ￡
“ , 〕 更为重要的是

,

只有在这个最后

阶段
,

看来才达到了理论收敛速度
,

并消除了总使收敛速度降低的奇点的影响

礴 自适应加密和 全部单元加密的试算 收敛速率 图 举了一个实例 由 于 有 奇

点
,

这是一个很好的试算题 可以得到几乎是精确的解 表 列出了各种能量估算式的效

能
,

并月证实了我们前而的断言
,

即新的估算公式能很好地得出误差的一个上界

· ,
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第 步
,

初始网格的几何形状
、
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和载荷条件 ￡ 二 飞。 个 自 习变 于一 啥一 叫 , 杯 补

一
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一飞 一去

州
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羲粉
一

李
耸汗幸了

一

必
”

汇 , 训」 仁‘ 一 、

去一锐书朽

第 步
,

自适应 型加密 百 二 剑
,

￡ 二 叭 个 自由度
乙次 自 夏 方句

‘借 , 三次自由变 力
、 ‘争

‘
心 二次 沈以度 方向
、

〔
·

是少 界 峥欠 ’ 浦席 和 向

三三一一三于二一三一

第。步
,

自适应 刑加密 日劝 , 二 加 ”

￡ 二
· 妇 。 魂 个 自由度

图 形区域的初始网格与自适应 人型和刀型加密 网格 相对误差 。

裹 形区域算例各种误差 度的效能

“精确 ” 误差 估算误差

习 。了
’

估算误差

万 。了
‘ ,

估算误差

自由度数 、·‘·

⋯
, ,

一
“ “

·

“
·

,

⋯
,

· ·

⋯
, 。 。 , ,

‘

⋯
。
·

, 。 。

一 。
·

习 。了
“ ‘ 习二

一飞厂几厂
弓

全部单元

型加密
弓

弓

自 适 应

尹 型加密

︸八曰成曰曰︸行了已刀峪一,一,土,上一丹︺一︸,,乙一内乙,︸川

·

。 ‘
·

·

’
·

一

月﹄哎一︸﹄︺件,,了
口

叨
︼,杏︼

弓

误差估计 按公式 估计的误差 误差估计 按公式 估计的误差

误差估计 按公式 及〔 〕中修正因子估计的误差 口 估计误差 精确误差

应当注意
,

在 型加密中是分别沿 方向和 夕方向引进自由度的

图 表示各种加密方案的收敛性 我们将看到
,

线性单元的 型收敛理应呈 现 丙“

级能量收敛
,

或在
一 “ 县曲线图上给出

, 的斜率 在自适应网格中则只能渐 近 地 达

到这种斜率值 但在均匀划分的网格上斜率只能达到
, 尽管原始网格是合理选取的

在 型加密中自适应方法提高收敛速度更为惊人
,

它自适应地达到几乎无穷大的收敛速率
,

导母
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一 比 初场
一

片解川的网 井 只个自山 第 卜目
’

适门动 密
, 一

气从

边 ’枯 卜劳出 , 对手加以 光腼
一

第 次 解川的囚格 个 川泛

汽边界 卜 引 应 沁脸顺 挽 次求解川的网格 个自由以

丙边哗 百拚
一

出应 力下洲川以光灿

恤川 网咯 术解
,

、 第 二卜

第 牛自几
适附加拼

,

加拼
,

图 则是 一 个实例 亥例中开始时所用网格是按照较好经验布置的一个稍粗的线性
一

单元

网格 采用了 介型加密
,

如图所示它可自适应地减小总能量误差

在每个加密阶段
,

误差指示值均比前次所用的最高阶逼近式还高出 阶
,

但贡新算出前

而未用过的误差指示值 这就可 以在某此
一

单元中引入一个比方说二次加密而不用引入二次加

密
,

如此等等 在估算能量误差的同时
,

还作了估算局部应力误差的尝试 这时
,

对一个具

体单元是采用局部能量误差
,

而相对能量误差的平方根乘上最大应力分量
,

则给出平均的
一

单

元误井 科这种误差介计效率要低此
,

但一般是与最大应力误差一致的

分级方法在暂态分析和非线性分析中的应用

到目前为止
,

所有的例子
一

与讨论都是适用于线性静力问题的情形
,

在非线性和暂态情况

下达到经济高效的前景如何呢 原则 卜
,

在这此领域中所 “付出 ” 的代价要比简
一

单的线性情

况
、一

卜大此
,

因为计算量的节省更为重要 在时间步长方而
,

分级形式与多重网格法
「““ , “‘飞 有

类似性
,

而 日这 里显然有运用隐式
一

显式方法的可能性 汇
“ 飞 例如低阶的基木近似可 采 用 显

式方法处理
,

而高阶项则用隐式处理 这此方法的实用性尚在研究之中

在非线性问题
‘ ‘ ,

分级形式的优点与线性情况完个相同 不过 自适应加密问 题 可 能 较

大
,

加密需随所遇问题的状况而异 这有待进一步研究

在所有这此问题中
,

如果普遍采用分级衷达式
,

刀仔将是有益无害的

本征矢最作为分级变盆

分级丧达式的一种极端形式显然是把系统的本征矢量选作基本变量 正如大 家 所 知 道

的
,

这样选取形函数将会得出对角型的方程组
,

从而达到表达式优化的状态 这实际
一

就

是我们在木文开头提到的 。二 级数法
,

在许多动力问题的解法中
,

采用了本征矢最的

近似值 即 。 一 , 。的降阶法
,

等等
芝’‘弓
在非线性分析中采用了类似的方法即 所谓

“降阶共 ” 解法 〔
““ ,“‘ 〕 尽竹这种方法常需作和么繁重的初始计算

,

但我们相信
,

联合 运用
“合理的基底 ” 型的总体函数和更为自动化的分级加密

,

就可以收益更大

了 结束语

本文具有双垂 日的 其一是大力提倡广
‘

泛采用分级形式的有限元法
,

其二是论述 自适应

加密和误差材讨卜问题 我们希望读者至少对第一个 的能充分才时高 由 于夕型加密易于形成

分级式函数
,

所以我们通篇倾向
一

于采用此种加密 不过这里不得不提醒一句 这样做涉及采

用次数非常高的多项式
,

这可能
一

导致局部振荡 正因为如此
,

我们一般限定户蕊
,

并建议从

一个合理的初始网格开始而不致用到较高阶次的加密 在未来的自动化适应程序中
,

很可能

需要同时引进 科加密和 户型加密
,

不过
一

计算会变得过于复杂

气
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