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一
、

序 论

关 引言 计算地球流体力学中的非定常问题 包括数值天 ‘心预报
、

气候数值模拟
、

海

流数值模拟和风暴潮数值顶报等 大多是非线性时变偏微分方程的求解问题
,

无论是用有限

差分法
、

有限元法还是用谱展 法都可能出现非线性计算不稳定 就以数值大气预报和大气

环流数值模拟问题来说
,

一般是对一组复杂的非线性偏微分方程的初
、

边值问题数值求解
,

譬

如对原始方程的半个月左右中
、

长期数值天气预报的显式方案
,

一般需要计算 至 多

步 寸问 少长取 一 分钟
,

而对气候数值模拟往往需要连续作数年的数值积分
,

其计算

步数大约 准几十万步
。

因此如果一个计算格式不能长时间计算稳定
,

那就不可能成功地作出

数值顶报或数位模拟 在这类问题中
,

计算稳定性问题
,

特别是非线性计算稳定性问题显得

尤其重要

非线性 计算不稳定问题是美国 戈象学家 孙 ’
犷 年最早提出讨论 他 把 一 种

特殊波解代入正压 无辐散涡度方程中去分析
,

用棍淆误差的概念解释 了 非 线 性 计 算 不 稳

定现象
,

提出并利月滤 去 倍格距波的办法来克服所遇 到 的 非 线 性 计 算 不 稳 定 其 后
, ‘ , 采用类似方法

,

对一维非线性平流方程

。
口口
一扮

探一口刁

的近似格式
“ 一 几

乙

。迪二州

以形如

二
’‘

。
一

兰 岁 , , 艾 , 臼
’ 。

· 。 , 、厂 , 。
一

艺

。

的特解代入 得到一个具体的非绷性 计算不稳定的例子
,

并分析了特解 中的基 本 气

· ·
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流项 对计算稳定性的影响
,

指出仅当 州 时才可能 出 现 非 线 性 计 算 不 稳 定
「

“ 对类似的不稳定现象作了分析和讨论
,

但他考虑基本气流 随时间变化
,

对 几 种

具体的非线性平流格式得出了非线性计算不稳定的判据
纽 对类似于 的方程

口 口
一 。 一 一人一 二侧 才 口

。

的瞬时能量守恒近似格式

左一左一
一”

﹃

今自一瑟一
十一召州‘一上里厂

‘

刁活
、

。

作了具体的分析
,

况气

乓

指出倘若函数 友 的初始两个时刻的值满足如下分布
, 一

· ‘ · , 一 白, 一

, , , 一 , , ,

, , , , , 一 ,

一 乙 , , ,

一 夕 , , ,

, ’ ‘ ’

,

⋯

。

则格式 将出现非线性计算不稳定
七 ,

却认为把非线性计算不稳定的出 现归结

为棍淆误差是不确切的
,

并指出只要滤去 乙 和 刁 之间的波分量
,

就足以消除非线性计算

不稳定 旅 。 。 「 二构造了著名的守恒差分格式
,

由于这格式保持了微分方程的涡度守恒
、

涡度平方守恒和动能守恒等的瞬时守恒性
,

因而计算格式具有较好的计算稳定性
二
采用类似于 的办法

,

并进一步与分离变量法相结合
,

分析讨论 了 推

厂
‘

的非线性平流方程

口芯

。

一 以少 弓, 一 十
白 口矿

口

。

的近似格式的计算稳定性
,

证明了较一般的稳定性定理
,

在一定的限制条件下找到了一个非

线性计算稳定的充分必要条件
,

并最先指出隐式差分格式也可能出现非线性计算不稳定 他

作了许多数值试验
,

得到的结论是仅当函数 接近零值时才可能出观非线性计算不稳定

前不久
仁 」 对非线性计算不稳定问题也作了较详细的讨诊

近年来
,

我们以非线性平流方程 口 尸‘ 。 口 叙
,

正压无辐 散 涡 度 方 程 心川 云

况 铆口 十 口心川万二 和非线性算子方程 口 尸 十 二 为模型
, 以非线性计算不 稳 定 为

重点
,

较系统地分析了有关非线性计算稳定性的若干问题
,

归结起来主要有如下一些进展

用 。 、 的办法分析了瞬时差分格式的非线性计算稳定性问题
,

找 到

了在空间离散化而时间不离散化情形下的若干格式的非线性计算不稳定的例子
己 ’

把 。 的办法应用到推广的非线性平流方程 的全离散差分 格 式 上
,

得到了更普遍的计算稳定性判据
,

使得 和 , 的非线性计算不稳定的例子都

可以作为其特例来得到 仁
。」

并指出只要网格函数 配 在空间或时间方向变号
,

就容易出现非线

性计算不稳定
,

从而修正了 比 。 关于仅当函数 接近零值才可能出现非线性计算 不 稳

定的结论 匕
“ ’

对一维非线性平流格式找到了更多的 型非线性计算不德定的例子
“’。, ”

讨论 了非线性算子方程 口 口 十 二 所相应的差分格式
” 一 ”

书
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的计算稳定性问题
,

分析 算子 的
一

卜负性与能童
’

子 亘性
、 ·

算稳 必胜之间的密切关系 ”
一 ’“

针对二维无辐故涡度方程
,

给出
一 ’

在数仇天气预报中广泛应用的
一

答名的
。, 格

式和 卜 格式的非线性计算不稳定的例 沂
‘净 , ‘肠 ’

讨论 了 , 。 近似法和诸展开法的非线性计算稳定性问题
,

也给出 相应的
一

作线

性计算不稳定的例子
「’ , 。, ’ 」

讨论了耗故对计算稳定性的影响
,

指出对
“
显式蛀跳型格式来说

,

在耗故量过 小 」
‘

弃易出现非线性计算不稳定
,

但耗散量也不宜过大 否则将使解光滑太甚
,

有时还会造成新

的计算不稳定
仁’ , ‘幻二。

进一步分析 犷产生非线性计算不稳定的机理
,

百重讨论 了能员守恒性和初 值 状态对

线性
‘

乡下不稳定的彭 一句
「‘召 , 。 , ‘

总结 囚内外有利 犷长时介以卜算稳定的 平方守恒型差分格式的 五种构造 方 法 其中

有 一种是我们 自己提出的
,

并分析了由此得出的十一种具体的差分格式之间的关系 江
““ , ‘ 。

我们构造的平方守恒差分格式除 了在大 环流模拟和数值天气预报中得到应用外
,

针对海流数位模拟问题
,

以二维全流方程为模型
,

又构造了全隐式
、

跳点
、

等距的
,

在不规

则边界条州
“

下保持完全能吸守恒的差分格式 指忽略耗散和强迫力项后的情形
,

并对渤海

和南海若 典型月平均流作出了较好的数值模拟结果
‘ 一 “

卜而我们将对以上 俘点分儿个问题逐一扼要介绍
,

其 , ,重点说明如
一

二点

①用数学证明和数仇试验方法找到许多非线性计算不稳定例子 然
, 理, , 了, , ,

,

②一 再推广方程形式
,

逐步深入证明一些稳定性定理
,

以说明计算稳定性和能量

守恒性
一

与算子非负性的密切关系 熟
, , ,

③着重介绍我们 自己发展的一种能克

服非线整以卜算不稳定的
,

完全能员守恒的差分格式构造方法 该方法已逐步完善
,

除在大气

环流数位模拟和数位天气顶报 ‘ ,应川外 址近 已成功地应用于海流数值模拟等问题 她
,

。

荟 非线性计算不稳定的含义 众所周知
,

在线性偏微分方程的数位求解
, “
存在 线 性

计算不稳定
。

如果对常系数时变偏微分方程川有限差分法求解
,

其计算稳定性 可 以 用
, 方法进行分析

,

一般只要时间步 长和空间步长之比满足一定 的 限 制 条 件 即所谓

条件
,

则计算格式是线性计算稳定的 显式向前差格式除外
,

否则是不稳 定 的
一

般当空间步 比固定时
,

只要时间步 长取得足够小
,

格式总是计算稳定的 然而
,

象数值大

气顶报这样的非线性问题中
,

由线性化方程所得的稳定性判据只有参考意义
,

对线性化方程

是稳定的差分格式
,

应用到相应的非线性方程上去
,

有 时却是计算不稳定的 这说明非线性

方程有其特殊的不稳定性
,

即所谓的非线性计算不稳定 然而
,

由非线性方程所产生的计算

不稳定却不一定都是非线性计算不稳定 通常我们关心的非线性计算不稳定
,

主要是指对应

的线性近 似方程是稳定的
、

对应的非线性偏微分方程的解是有界的那种非线性近似方程所产

生的计算不稳定
,

一般它常常表现为近似解的突变式增长或指数增长现象
,

并且它不能用缩

小 寸间步长来克服
。

圣 几个简单的例子 为了搞清楚非线性计算不稳定
,

我们先对比地看几个简单 的 例
一

气 山
二

」我们关心的方程大都具有非线性平流形成的非线性项
,

因此首先从分析最简单的一

维非线性平流方程入手 考虑一维非线性平流方程
,

它可改写为
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了
尤

。

刁心

一

日人口

它有能鼠关系式
。 , 才 ,

联
、

干
。

、

得

‘

仔 , 一 ‘ “

少工

厅严
,‘ 一 。,

簇日 。

井
‘ , ‘ , 是 个 乡数

,

户 二 峥 空间布网
,

分别记相应的步长为 和
,

于是逗 近 的

微分
一

左分方程 可写为
‘ ‘ ,

、 一 。 ,‘步 ’‘
, · , 一 ’‘

仁

‘产 汉

知
“ 卜 一

方
, 汉匕 。

其
, , 。今 是 。 的某种线性组合或光滑值 将 再作时间差分可得通常所见的务种差分格

式 如
一

卜

向前差魂行式
况

‘

一 艺 双 号
,

一
。

寸

儿曰

叫跳格式 峪 二

城 “ 一 城
一 ’

了

,

衅 一 川
一

。

〔

·

次守恒格式 口二

衅“ 一 之‘
’

丁

,

绷 川
、

型格式 今 幼

一 一

川
二

一
白

十

衅
于‘一 川

一

耳
丁

探 一 ’‘于, 。

准
一

平方守幸,〔格式 “

夕一友

,口生州
十 ’

城
、 , 一 城

一 , “了
十 , “ 一 友华

一

平方守恒格式 召

洲 刊 一 况飞
丁

况 夕 一 盆 了一 、 工一 一 ,

人

于
。

。

其‘ ‘。
‘

尸 川
,

等等
。

刊用 川二、 方法不难分析
,
‘

在与上述格式相应的线性化格式 , , ,

除 的 是绝

对不稳定
,

是绝对稳定的以外
,

其佘格式均在满足
·

』二
一

卜
,

。

的条件 卜是计算稳定的 我们可以证明
,

在非线性情况
一

下
,

除 是绝对稳定的以外
,

·
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其余的格式都存在非线性日
‘

算不稳定
·

卜而给出五个具体例 护
,

同时 也介绍五种子析
三线卞

计算稳定性的方法

例 对格式 由 展开 可得
, , 牛 ‘ 一 ‘

刀口口
一一

“了
、 , 一 “了

一 ,

占 子
十
’了
‘

丙艺

护异
一

扮
‘·“ ’

户
斗
一

。‘人 ’

利用 可得

下一一
场一广口口

把 代入
,

再把 和 代入
,

可得对应于

分方程

。

的微

任
、 , ,

一

任
“

一
了 ‘

住
“

仃 。
,

口 口 ‘

。

由于 右端的截断粘性项系数 一 丁 “ 永远为负
,

故格式绝对不稳定

例 考虑格式 。尸 对 作过详细分析
,

将形如 的特解

代入方程
,

得到其系数应满足方程组

十 一 ” 一 “
诱

一“
”

‘乙
” 一 ,

, ”

“ 一 ,
” 一 ’一

升
“

‘日
“

‘
厂

,
, 口

”
’

卜‘ 一 “ 一 ‘ 一 “ ‘
·

‘ ,

山 第 式知
, ”

必循环交替地取两个常数
,

不妨取为 和
,

经过一定的数 学 推

导可得
,

只要 充分大
,

以致 川
,

川
,

则在 乙 川
。 、

时格式 稳定
,

否则当 充分小且
,

同号时
,

以致 十 和 召一 也同号
,

则不稳定出现
,

并且

这时是一种非线性计算不稳定

例 将格式 具体写出为
‘梦
‘ ,‘了

一 ’一 只 、了
、 , ‘ ,‘ 一 弋,‘丫

、 , 一 、号
一 ‘

其中 只二
。

可证 任给
。 , 。 ,

如果 , , , 满足如下分布

又。 。 。 书
一

⋯
, , 。 , 一 。 , , 。。 , 一 。派 , ,

⋯
。

, ⋯
, , 。 , , 一 , , , , 一 , , ,

⋯

那末格式
尹
非线性计算不稳定 即当 。 时

,

川 无界
。

证 明 根据 和
, ‘

可算得 ,‘
‘ 」

二 “
’ 十 二 二 , ,

⋯
,

而
,‘ 十 , 二 ￡。 几￡了三 ‘、 “。 , ,‘ 十 。

一
‘。 只“ 二 一 矛。

,‘ ‘ , 几 三 厂 “ , ,‘ 十

一
, 只￡ 二 一

这样一步 一 步地计算下去
,

可知当 , 二时
,

川 和 。
。十

兰将无界增长
,

即格式计算不稳定

用 上述例 或例 的办法可证 至 都存在非线性计算不稳定

例 可证格式 绝对计算稳定
。

事实上
,

可写为

·梦
‘ ’

一卜
一

旁民 玩 氛
一 ,

元
一爪

一

。 产

,
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,
一

乘 。 ‘ 两边
,

并对所有内点求和可得

丫
, ,

丫 ‘
艺 一 。’、丫

‘万 , ‘
一 , 厂 刀 夕 一 , 、 , 一

只要边界条州是周期的或是取刚壁边条州
,

即石

飞 , , · , 、 、
、 , , ·

石认 司
、 ” 产

石品司
、 ‘

。

, ” 十 “ ,‘ ” 。“

这表明格式
。

是完个能量守恒的
,

故格式绝对稳定
。

例 取格式 和 进行数值试验
,

对其计算初值都分别取如 卜两种
男 , 方刃 。

,一 , 二 万

在计算中取 二 , 丁 二 ,

于是有
。只 落 , 。 “ 、几

这表明格式满足线性稳定性判据 山于我们主要关心其计算稳定性
,

在图 和图

份芝
·止

‘万,

军 一厂 一、、 一
·

一 了
山 ‘一‘一‘‘ ‘山习 占一‘

倪
夕沁 脚

丈 二 ,

一 、 ,飞 川

月夕沁协口

体逞协‘,引口

吐动能变化门妇线
靳怜谕 应丁

,

实夕眨又柳狡于

中分别给出两种初值下两种格式的动能变化曲线 图

又
、 一

应于
,

对应于 比较这两张图

可以看出 ①在取初仇 时
,

两种格式的总动

能始终在一定范围内变化
,

即格式计算稳定 ②在取

初位 时
,

两种格式在计算开始 一 段时问内
,

总动能变化是微小的
,

即计算是稳定的
,

但是在一定

时间以后
,

突然出现指数增长现象
,

即出现 卜线性计

算不稳定 ③两种初值相差一个常数项
,

这 个

常数项对计算稳定性起着关键性的烤响

总之
,

以土
,

几个例子说 刃
一

这样儿点 ①在非线

性偏微分方程数仇求解中
, 一

作线性计算不稳定是经常

出现的 ②有许多不同的方法都可以分析 卜线性计豹

不稳定问题 ③
一

作线性计算不稳定与初值分布
、

格式结构有着密切的关系 田能从

式计算稳定的一个充分条件
,

对刁
“

那此不满足能量守恒的显式格式
,

往往都‘, 以找

性计算不稳定的例
一

广

守恒是格

渔仁 线

城袖以杨协编抓
一

商一下渝一不前一几亩厂一飞茄一一苏矿
姆

侧小合奋夕。滩宁蕊

日 , , 一 、 介 归
、 、

力能变化 才夕瓷 明同汗

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



二
、

一维平流格式的稳定性

圣

下定理

定理

夕二

证 明

瞬时平流差分方程的性质 对于微分
一

差分方程 或称瞬时差分方程 有如

在周期边界条件下
,

瞬时差分方程 满足总 能 量 守 恒 的 充 分 条 件 是

取 口二 代入
,

以 。 , 乘所得式子两边
,

并对所有内点

华一丫
一

工 、
一 。

州
’

求和
,

即得

。

定理 取 尹 , ,

方程
,

当 口二 时
,

对于初条件
, , ￡ , 一 ‘ , , ￡, 一 ￡, ,

是计算不稳定的 即 口二 是 计算稳定的一个必要条件
,

其中 ￡

数
。

证明 用 〔 〕中建议的分离变量法
,

设 有形式如下的特解
,

。

是不为零的任意实

代入 得 取 ,梦二 , , ,

贫
一

、 ,

试
记

口
、二 、二 、 , 。 、 、 , , , 、二 、

乏戈人
‘ , 一 人 一 ‘’ 又’一 口 ’人 , 戈人 ,“ 一 人 , 一 ‘ ’ 一 。

。

“ 义
,

一川
‘义 一 万 一 , ‘, 一 “ ,万 ‘义

,

一 工
了一

滩
。

则 理 可写为

叮
、 一 。

口
峨
。

可将 分离为

一厂
,’ ,

一 凡 理
。

其中 只是不为零的常数 山 自 可得
, 二 只凡

。

。

一不一 滩
‘ ’

口

。

由 可知
,

当且仅当 只 时解才是稳定 的 其 实
,

若 几 。
,

则 二 若

年 。
,

则 有解 二 只 〕 若 只
,

且
,

则当 才 八

寸
,

, 一 二多 若 月
,

段
,

则当 、 只 时
,

二
,

可见
,

当只年 。时
,

有计算不稳定解

现证当 斗 时
,

对于 必有 又年 其实不妨取
,

则 , 与 。 有 相 同

分布 理
,

于是有
, , 十 一 , 一 。 ,
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一 一

得把
一

代
、

一 口 ￡ ,
。

显然 满足
,

可见当 扫钾 一寸二已
、

有 只长 。
,

也就是 当 夕专 寸
,

取 ,争 二 、,

格式 必不稳定

附 注 事实上
,

在上述定理中
,

如果取 心 为
‘ , 的某种线性组合

,

则定理仍成立

荟 瞬时能 守恒的平流格式的计算稳定性 由前一 冷知
, “

场刀二 时
,

方程

乓有瞬时能量守恒性
,

这是我们最为关心的情形一「面进一步分析在这种情况
一

「的差分格式

的稳定性 取 口二
,

并把对应于 的差分格式推广取为
‘ ’一 , ,号 ‘,少

‘了
十 , 一 ‘梦

一 , ‘少
幸 、‘了

卜 , 一 。李士 、少
一

。
八

十

终中 。梦
’

为 。
,

的某种光滑值
,

也可取 衅
市 二 。 ,

或
, ,

而 。了为 、
,

的某种线性组合
,

臂如可

取
,‘亨 一 ‘, ’ 。

了 ‘
一

鑫〔
“ ‘“ 一 及 一 、 、 十 ‘、 、 , 一 扮 一 刀 一 , 。

等等
,

其 ,卜 满足 。《 。蕊 于是有如下定理

定理

异“ 正
、

稳定衰减
。

在周期边界条件下
,

若 心 按 计算
,

则格式 的稳定性如
一

当

格式绝对不稳定 当 二 付
,

格式稳定 中性
’
。‘

一

,

格式

证明 以 心 乘 两边
,

并对所有内点 , 求和
,

在周期边界条件下拐

艺
,‘宁 ,‘ ‘ ’一 “ 方岑

‘少
’ ·少了

十

一了
‘ 了
了·李

一
考
‘ 了了 ,

十 了个一士
’

了一卜
。

了因

岑
‘·

‘

” 一 ‘了, 一

不
‘ 琴

‘ ’

一子,‘了 ,
‘ ’

一号,

故将上两式相加
,

移项
,

并以 代入可得

万 卜
‘ ‘ ” 一 ‘·了,

“ 一

不一
‘了 “ 一号,“

可见
,

当 时
,

总动能增长
,

格式不稳定 , 当 二 时
,

总动能守恒
,

格式 稳 定

比中性 当 。蕊 付
,

总动能减小
,

格式稳定
,

但其解的振幅不断衰减 定理 证毕

附 注 如果用时间中央 差 代 替 中 的 时 间 向 前 差
,

相 应 地 把 改 为
,‘兮一 “ ,

‘ ’

一
‘号
一 ’ ,

定理 仍成立

定理 及其附注表明
,

瞬时能量守恒格式 的稳定性与 了的取法无关
,

主 要 与

参数 的数值有关
,

也就是与格式的隐式程度有关
,

当 李 时
,

格式是显式或弱隐式

的
,

尽管这时满足 口
,

但格式仍不稳定

·
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员 瞬时平流格式的非线性计算稳定性

果在与其相应的瞬时 笙分格式 」 中取 “
’

现再考虑推
’ ‘

的非线性平流 方 程 如
“ ,

可得瞬时格式

一 自 , 艺了
一 十 日 竺沙勺 一

一 艺

乙

。

今取形如
‘子 ,

“ , 一 “ ,
‘

一姜 “ , ‘「

雪
召 ‘ ,一

, 厂 “ ,

的特解
,

并代入 可得其系数所满足的方程为
一 ,‘已 , 十

一

护“
一

一 口

川
一 。

口 一

这是一个非线性常微分方程组
,

个特殊情形

① 取 召二 假若
,

几丫
一

二 一 于一
』 “

一 夕

刁

』

不易讨论其普遍的非线性计算稳定性问题
,

下面只讨论其儿

则

刁 一

退化为
一

六
。

,

贾
二 一六 。

若进一步假设 二 二 乙 二 ,

娜
一

少 一

则 就进一 步退化为一个常微分方程

六叻
“ 。

不难求得
一 、 一 、

。

八
’

习 丫

。

其中 功
。 二 功 显然当 』 功

。

时
,

功 二
,

这表明在 二 」 叻
。

时
,

的 解 出

现突变式的非线性不稳定
,

这种不稳定
一

与』才的取法无关
,

而与初值 功
。

密切相关
,

在 」中

讨论了这个例子

② 取 口二
。

这时 退化为

豁
一

太
“ “ 一

, 一

癸
一

六
、

,

贾一
。,

哭
一 。

。

可得

贷一 井
二 ‘ 一 ”

。

积分之可得如下结果

若
,

乡,】 ‘ 一 十 侧
“ 一 艺

刁
。

若 成
,

则 二 。。 , 训
“ 一 乙“ 。
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可见若 创 时
,

解 随时间指数增长 出现非线性计算不稳定 这个例子 是 曾

庆存最先提出讨论的

⑥ 取 口二 这时 退化为

口
二 一 乙

,

厅了
一 二

一

刁
, 了

若 子 则由 可得

。

一一

厅

刁
’

了

。 厂
一 一

、 乙

积分之可得
二 。

七
、广

、 刁

其 扣已
,

为常数
,

可见解 有界 同理可证
,

有界
,

因此 的 解 在
于 卜少不会出现计算不稳定 然而

,

当 共 。时
,

不难证明 会出现线性增长的计算不

稳定
。

④ 取 口二 这时可以由 出发直接验证 梦 十 , 十 是守恒的
,

因此
, , ,

均是有界的一也可 以由 出发
,

直接验证在周期边界条件下 满

足总动量 王冬
‘ ‘ 守恒

,

从而 。
,

有界
,

总 之 在 。 时
,

不可能出现非线性计算不
一

‘

一
’

一 ‘尸 ”
’

一
’ ‘

”
’

”
’ 一

”
’

一
卜一 ’ ‘

稳定
。

圣
一

型全离散平流格式的非线性稳定性 上面我们已分析了时问导数项不

离散化 即半离散化 情形的非线性计算稳定性
,

下而进一步分析时问
、

空间个离敞化情形

卜格式的不稳定性
,

但也仅限于 。。 一 。 型时问离散化情形

对
一

取 。。 一

型时间差分可得

。争
‘ ’一 ‘弓

一 ‘

十 一 夕 川
趾 一 ‘梦

一 ,

刁 刁

‘ “ 一 “ 一

月
二 丁

相应 于 取形如 的特解代入 可得

” 十 ’一 “ 一 二

舰 十 一 ” 一 二

了
。

” 十 一 ” 一 二

乙

乙

』

乙

乙

乙
” 十 一 ” 一 工 二

〔 白一
‘ 一 ” “

口一 已
” ”

〕
”

卜
口一

” ‘

⋯

不难看到
,

是一个非线性代数方程组
,

求其普遍解仍有困难
,

不过 有特解

” ,‘为奇
“ 二 ”为偶

”

为偶
“ ”为奇

犷是考虑 的特殊情形

。 ·
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‘

一
‘

一 淤
一

。 一 、 乙
’‘ 一 。

’

」岁
、

·
· 佬

一淤
厂 刀

⋯
·

弓
月 十 , 一 乙一 , 二 。,

一 一 一 , 。

。

由 的后两式可视

” 。 , 。 万

其
‘

一

丁

” 。 厂 , , ,

万
,

一 酬 一
‘ “ ’ 彩 “ 一 ‘

一

。

。

山 的前两式可得
刀 卜“ 一 召

刀 刃 一 二

其 ,卜 召二
乙

刁
一 乙厂。 万灯

。一 , 或一 节
。

对 夕 可得类似的方程
,

不难求得若 , 镇
,

则
”

有界
,

若 。 ,

则
”

无

界
,

出现计算不稳定
。

故 的稳定性判据为
一 一

李
一 。一 民士下

, 一

武、 。
一 子 。

丫 月 了

。

其中 ”为偶数时取正号
, ”为奇数时取负

一

号 是较普遍的稳定性判据
,

若 以 日
,

, ,

的具体值代入
,

可得 〔
,

〕中所讨论的各具体格式的稳定性判据 换 言 之
,

〔
,

」中所讨论的非线性不稳定的例子
,

均可作为这里的特例来得到 不等式 表明
,

只要

〔 。士 口一 , “ 〔 口一 。士 , 〕“

则不论 乙 如何
,

总出现计算不稳定
,

这时是非线性计算不稳定

。

厂 乙 、“ 「
、 、

男 件 “ 「男
二 、

钾
一

厥
一

飞叹“
‘, 一 ’日 。士 , 一 “士 ‘“‘, 一 ’曰 ‘

然而当
一

时
,

也会出现计算不稳定
,

但这时是线性计算不稳定
,

它可以用缩小 刁 来克服 下面进一

步讨论两个特殊情形

① 若 日
,

则 变为 〔 〕 仁 〕
,

即

〔
。 , 〕 〔 。 一 〕

“

显然若
。 工 ,

则 不能满足
,

即此时不会出现非线性计算不稳 定 若
。 一 ,

则 显然满足
,

则必定会出现非线性计算不稳定

② 若
,

则 退化为 〔 〕 仁
。〕

,

即
。 一 , 。 , “

显然
,

若
。 工 ,

则 满足
,

则出现非线性计算不稳定 若
。 一 , ,

则 不

能满足
,

则不会出现非线性计算不稳定

三
、

二维涡度平流格式的稳定性

瞬时平方守恒的涡度平流格式的计算稳定性 现在我们把 圣 的结果推到二 维 涡
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流格戊 去
,

苛虑 无辐散涡度 ’程

资
、 一

, ‘

价
一 一 、,

书
口 乙 丈 曰夕

宾才
了什刀

乃行口
一一一

必乏
一们勺日﹃

十
勺对
︵口口

︸必丫、一
分﹄卜卜、

曰︷一
洲刀曰口口万工口,

刊月 , 将 改写为

臼认 口
“’ 二 ,

吕义 口

之亏

,

’了 纤了活可于汀

口式
,

了口刀乙
。 十 口 。 十
仔 汇

月‘
,

于
一

、
一 。

口 方
吕
。城一勺

不难验证
,

在周期边界条件下
,

只要取 口二
,

方程 必满足涡度平方守恒 为 此
,

而我们 主要讨论 口 情形的涡度方程

成 舀哎 、
厂 ,

一

十
一

‘下
一

, 二
“万

十
心山口黔 叫补

在
, ,

空间布网
,

取空间网格距为 刁 二 』 二

二 心

, 间间距为
,

记

一 乙
一

扩

以
‘

叮、、
才尹

一
·

丁卜

二 粼
,

,

厂一 粼
, 、 ,

一 乙
一

、
,

人 一

卜乙 、 、
,

一 ‘
十 一

乙
,

、一
一 ’

,

一 、 一

粼
· 一

可

。 二

伟一厂认

公才

乙

几

足从 出发
,

可以构造二维 格式

云 十 口 了 云
’

于
“

相应地
,

过近 的格式取为
一 刀

矛
, , 二二

奈亏
。

写外
,

从 出发 可构造格式

‘

袱卜 硕
十 ‘心门

一 。
文一峪‘

畜尹﹄甲心

乙

十
一才﹄

不难验证
,

在 条件下
,

与 是等价的
。

格式 或 是显式格式
,

虽然它们在 的条们下具有瞬时平方守恒性
,

是在 卜
‘

一 ,’’我们将证明 它们仍存在非线性不稳定的例子

为了得到稳定性更好的格式
,

可把 推
’一

为

云 ,

尹硕朽
, , , 、声 ,

醉 ,辛辛乙辛
。

七
,

卜
打带气 记,米卡 和 少 分别为 , ,

和 成的某种光滑 直
,

例如 可 取 。什

‘
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曰 或 、”一 、 “ 二 等等
,

而取

乙来 式
” 一 ‘ 一 乙

” 牛 ’,

簇 簇

戈 屯来 乙

然而
,

就空间差分而言
,

就是 妇卜所构造格式在二维涡度方程上的体现

相
、

认地
,

我们把 推广为

伽 ”厂 十 “ 一 。
。

, 」

样地
, , ,丁二又把 于杠三少

、一

写为

互 砰饭“ 汁 乒
,

“
“ 。 一 。

这个可称之为推广的 工
二

川 格式
,

是 一 类相当沁遍的格式
,

依赖
一

」
几 。 位八勺不同

,

它们可为显

式的或隐式的 记
。分七、挤﹂

,

一一

如果差分方程的解满足

屯
” 艺
簇 遭

则称格式是计算稳定的
,

其 , , 为常数 显然若 乙
” ‘ ’
‘ 己

’ 一 ’
或 乙

’一 ‘ ’ 乙
”

则格式稳定
,

于是有如下定理

定理 在周期边界条件 下
,

若 少 按 计算
,

则格式 的稳定性如 卜
“

场

夕 时
,

涡度平方和增 长
,

格式绝对不稳定 当 。 二 寸 涡度平方和 守 恒
,

格 式

稳定 ,性 当 。岌
,

涡度平方和减小
,

格式稳定 衰减

该定理的证明方法同定理
,

现从略

还要指出的是
,

格式 是二个 寸间层的格式
,

为了节省机器的存储量
,

还 可 以 构

造两个时间层的格式

‘
·

户叫
‘卢 ·叫卜 声

‘卿泊严州
一 。

。

这正是 〔 〕, ,所建议的格式在涡度方程上的具体化
。

如呆相应地取

屯来 二 奋
’

一 乙”
, 二

川‘末
,

类似
二

定理 仃

定理 在周期边界条件下
,

若 犷 按 计算
,

则格式 的稳定性
一

如 下

当 少 户 时
,

格式绝对不稳定 当 二 ’
,

格式稳定 卜胜
’「今。 才

,

格

式稳定 衰减

定理 和定理 也告诉我们
,

格式 和 的计算稳定性与 淤 兴
,

产半 的 取 法

无关
,

而只与 的数值有关
,

即只与格式的隐式程度有关

圣 二维 格式和 格式非线性计算不稳定的例子 近些年米
,

在国内外

的数位 尺气预报工作中
’ ‘

泛采用了 工 , 格式和 、
·

。 、格式
,

这两种格式均为显式 的 瞬

时平方守恒格式
,

它们都有瞬时平方守恒性
,

因而都有较好的计算稳定性 但是
,

当沿 寸间

也作差分时
,

它们就不能确保计算稳定 了 正如上节所指出的
,

逼 近 的
·

格式

为 现在证明 存在非线性计算不稳定
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类似 」的作法
,

取

、 、 一 。

。

。
·

, 、匹

的形式如
一

卜的特解

。 汀仁
,

峪 二‘ 争
。

红‘
‘ 乙

’ , , ,

日
。

分别是波长为 乙二 口 和 刁 的波的振幅
,

把 代 入
、

可

浮波振幅的方程组为
一 一 二 , , ‘ ,、汀

, 一 , , 一 , 一
, ,

川 ,

订 产
,

一 一 。 ,
,

其中 二 斌 注意到 的奇偶性
,

了 偶 寸成立
广 奇 」

‘

成 立 枣
。

、 一
, 一 二 。

臼
,

民 一 民
, 一 “ ”

可得

〔了
, , 十 , 一 , 一 二 。 。

口
。 。‘

不难看到 方程组有特解
二 当 ”为奇时 万 二 、

场 为偶时

是可考虑 的特殊情形
卜 , 一 一 , 民 臼

, , 、 , 一 口
。 ,

臼
, 二 一 ,

山 第 式知
,

必循环交朴地取两个常数 和
,

山 第 和第 式 州俘
。 十 一 ‘ 。 , 一 二

‘ , 。 召 ,

对 可以得到类似的方程
,

由此知若 川簇 , 则
, ,

有 界
。

若 川夕
,

则解随 指数增长 换 言之
,

若
,

反号且 一 镇梦 镇 。
,

则
, , 。

有界
,

格式计算稳定 若
,
召 反号且 护 召 一 ,

或者
, 召 同号

,

则解随 指数增 长
,

即 出

现计算不稳定 但前者的不稳定可以用缩小 刁 来克服
,

而后者则不能
,

因此
, 召同 廿时

听出现的是 卜线性计算不稳定

刊 还可将 改写为

口乙 口 必 , 乙 二 牛

其
’ ’‘ , 勃

一

黑 髯
叻 口口
舀夕 口

,

在 加 , 〔

构造 如 卜的大分格式

无 十 必
,

勃 于
。

七
‘ , “

‘

’ “

粼
、

,

老 一 必
’

一 , ‘
鱿

, 、十 一 鱿
一 一 粼

, 、 , 一 必
、一

〔
十 、 一 改

一

奋
一 , , 、 、 一 否

一 , ‘ 一产沙、

一
必一

、了

︸

、 、

艺 时 八 否
十 ‘ 。 十 一 否

十

粼
·

, 、

鱿
十 、十 一 一 , 、 ,

粼 、一 , 否夕 , 寿一 一 夕一 , 麦
一 , 」

丫 、 仁‘、
, 孟一 必

·

一
、一

一‘一 山 一
一 、

一 ,
·

、一

一 屯丁
, , 、

叻
十 , , 、 卜 一 必

十 , 、一 心
一 ,

‘

、 功
一

一

、十 , 一 叻
一 , 、一 , 二

类似于上面对 川 格式的讨论
,

同样可以证明 。 。 格式存在非线性计算不 稳 定
,

详

见〔 未完待续

·
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