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建 立 动力 学 方 程 的 新 方 法
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二 前 言

力学是一门可追溯到几百年以前的古老学科 在 之前
,

只有一些特殊 问 题
,

例

如落体
、

天体的运动等被认识 “ 在前人工作的基础上发表 了著名的运动三 定 律
,

奠

定了经典力学的墓础
,

但他仅触及质点的运动而未深人讨论刚体的转动问 题 接 着
,

’

给出了刚体转动的一般规律 到了 世纪
,

随着微积分等数学工具的广泛应用
,

提

出了多 自由度系统运动的一般方程
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从而产生了分析力学
,

使力学问题可以完全用严格的分析方法来处理
,

力学遂发展成为理论严

谨
,

体系完整的学科 然而
,

由于当时人们主要对天文学感兴趣
,

例如二体
、

三体问题等
,

并

不需要解决自由度数时良大的情形
,

因而 方程的缺点并不为人们所注 意 此 后
,

很

长一段时间
,

经典力学没有什么进展

世纪 年代以来
,

现代科学特别是航天技术的发展
,

要求解决 。很大的多自由 度 力学

问题
,

计算机的发展又为求解时良大情形的运动方程开辟了数值解的途径 对于时良大的多 自

由度力学问题
,

用 方法建立方程十分繁项
,

必须寻找一种新方法以便能简明地建立

多 自由度力学系统的动力学方程
‘

偏角速度和偏速度

设有一力学系统
,

以 个广义坐标
,

⋯
,

叽表征其相对参考坐标系 的 位 置 定义

,

⋯
, 。

的线性组合为 相对妊的广义速率
, ,

⋯
, 。。
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其中
,

和乙的选择必须保证 的 , ,

⋯
,

有唯一解

广义速率是一个新概念
,

未提出过
,

它们和广义坐标一样
,

可 以 有 不同的取

法 因此系统 中的刚体的角速度及质点速度的表达式也可能有不同形式 例如火箭在平面

内作平面运动 图
, 、 , ,

为其相对月的广义坐标
, , 。。 。 为固 结于 的坐

标系
, , 为固结于火箭的坐标系 设 为火箭质心 的速度

,

当广义速率取不同值

时
,

表 给出 的不同表达式 显见
,

两种情形表达式中广义速率的系数矢量对应于不同的

坐标
。
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确定广义速率以后

,

系统 中的刚体 和质点尸相

对 的角速度 。和速度 可唯一表 示为广义速率 。 的

线性组合
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以上各线性组合的系数矢量 。 和 定义为 相对 的第 个 偏角速 度
二 , 和质点尸相对 的第 个偏速度 , 。

对于图 的例子
,

相对 的偏

速度很容易从表 工中 的表达式确定
,

即
、 二 情形

,
情形

处理具体问题时
,

选择适当的广义速率可以使偏角速度和偏速度具有特别简单的形式
。

。

广义主动力和广义惯性力

设 由 个质点尸
, 。 。 。 , 尸、组成

,

令 为尸相对 的第 个偏速度
,

为作用于 尸 的接

触力和体积力的合力
,

为尸 相对 的惯性力
“ 二 一 。 ,

和 分别为尸 的质量和

相对 的加速度
,

则定义 相对月的广义主动力 沈 和广义 惯

性力
’

分别为

灯

乙
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若 中存在刚体
,

则由式
,

可推出 对应的广义主动力和广义惯 性力表达式

如 卜
。 。

。 十 、‘ , 。 。· , ”

户
’

厂 二 。 。 。 , 。 。 。 , 汀
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其中。 不口 分别为 相对 的第 个偏角速度和 的质心
‘

相对月的第 个偏速度 和 分别
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为作用于
‘

的合力和对
‘

点的合力矩
,

它们等于作用于 的所有接触为和体积力的合效应 ,

‘

和 分别为作用于 的惯性力和 相对 的惯性力矩
,

它们等于组成 的所有质点受到的

惯性力的合效应
一

一
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以上两式中
,

为 的质量
,

’为 相对于月的加速度
,

为 的中心惯量张量
,

和 。分 别

为 相对于 的角加速度和角速度

引入广义主动力可以简化计算
,

某些在 中出现的力在计算 时可以不加考虑
,

因为这

些力对尸 的合效应为零 例如系统 中各质点所受到的由刚体 不论是否属于 光 滑 表面

垂直作用的接触力的合力对 的效应为零 , 又如系统 中组成刚体的所有质点相互间所受到

的引力及接触力对 的合效应也为零 这是采用广义主动力的主要优点

当 相对于月的势能班容易写出时
,

相对于月的广义主动力也可表示为

, ,叼一一
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当 的一个子集是由刚体 载一旋转的轴对称转 子 构成

的陀螺体 时 图
,

若 设 与相对于 静止的 构成的系统

为
,

则 相对应的广义惯性力可表示为
‘ 二 , ‘ , ,

其中
,

可由式 方便地求得
,

·

有两种形式
,

取决

于 相对 于 的运 动 若 相对于 的运动已知
,

则

二 〔口 一 。 。 , 一

,
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习 〕。
,

其中
,

量矩
,

, ,

为固结于 的一组右旋正交单位矢量
,

图 陀螺体

平行于 的旋转轴
,

为刀的极惯
。 ”““

· , 。 人。
·

‘ , , , 。是 相对于月的第 个偏角速度 若 相

对于 的旋转是独立的话
,

则可定义“
。 ·

为 相对于 的第 个广义速率
,

于是
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动力学方程

。
。

引人以上概念之后
,

即可用新方法建立动力学方程 设月为固结于惯性空间的坐标系
,

中给出一个由广义坐标
,

⋯
,

所表征的 个自由度系统
, “ , ⋯

, “ 为 相对 于 的

广义速率
,

其相对应的广义主动力和广义惯性力分别为 , ,

⋯
, 。

和
,
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的全部运动受下列动力学方程控制
,

⋯
,

证明如下 设系统 由质点尸
,

⋯
, 尸 质量分别为。

,
⋯

, 。砂 组成
, ‘为所有作

用于尸 上的接触力和体积力的合力
, 一 为只相对 的加速度 为作用于尸 上的

惯性力
,

恨据达朗贝原理有
,

⋯ ,

以 相对于 的第犷个偏速度 点乘式
,

得

弓 一
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代入式 即得动力学方程
。
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一
, 。 时

,

相对于 的广义惯性力可表示为如下形式

、
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其中 为系统 的动能 以式
,

代入方程
,

得

, 。

二 , 叮
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这是 方程的一种形式 显而易见
,

方程仅为方程 的一种特殊情形

当 时
,

方程 变为 。,

此式可以方便地求解静力学问题
。

乡甲尸勿 计算举例
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图

“ 二 二

外 图 给出一个由均匀细长杆 长为
,

质量为
。 耐 和质点尸 质量为。 组成的系统 在惯性空

间作平面运动
, ,

为 固结于此平面的直

角坐标系 尸可以在 上滑动
,

通过弹簧 原长为 。 ,

一 刚度系数为 与 的一端 相联结 如 图 取
,

⋯
, ‘

为 相对 的广义坐标
,

定义 相对于 翅 的广

义速率“
,

一
, 。‘为

兮
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, 。为 的角速度

,
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, , ,

为图 表明的平位矢量 则有

一 〕

。 “

由式 一 可求得 相对于 的各偏角速度与偏速度 表
。

和尸相对于 的加速度可通过对 ” 和 微分求得

” , 一 ‘ , “ “ 、
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相对于 的角加速度为

” “ 。 。

以式
,

代人式
,

得 相对于 的惯性力矩

二 一 川 。 及 “ ,

由式
,

、

,

可得
一 胡

·

。
·

一 二 二 , ⋯
,

以表 及式
, ,

代入式
,

可求得
, ⋯

, ‘对应的广义惯性力

、了口,白
了、

一

、‘护, 一 王。 。‘ 一 〔 ‘ 一 〕
今 二 一 川〔反 。 口‘ 一 公 一 “ “ , 〕

二 一 ‘ 一 〔叮 ‘ 一 乙 ‘ “ 。 〕一 “ 。

‘ 命 一 。 。‘ 一 〔 ‘ 一去 〕

尸和
’
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,
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,

⋯
, 。 。对应的广义主动力

二 二 尸 ‘ 一 ‘ 一

、川湘

一一
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,

代入方程
,

即求得 的动力学方程如下
, 。‘ 一 〔 一 〕

一 。 “ “ 一 “ ‘ 二
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图 系统 的运动方程也可用 朗方法表示如下
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比较方程 和
,

显而易见新方法建立的方程 具 有如下优点 一是 形式

简短且无三角函数 , 二是祸合程度小
,

即式 的每个方程中仅包 含二个广义 速 率 的导

数
,

而式 的每个方程中包含三个广义坐标的二阶导数
。

。

新方法的特点

新方法不同于 定律
、

方程和 方程
,

它具有自己的特点“

首先
,

新方法涉及的范围较大
。

如前所述
,

方程仅是本方法动力学方程

取 。 二
, 二 ,

一 ,

的 的特殊情形 同样
,

方程亦是方程 的一种特 殊情形
,

只要在解刚体定点转动问题时取刚体的三个角速度分量作为广义速率即可
。

其次
,

新方法不需要象 方程那样求动能和势能
,

也不象一般隔离法那样需要求

出所有的约束力
,

因此建立方程相应化费的劳动要少
,

特别对于自由度数较大的多自由度系统

具有更明显的优越性
。

另外
,

适当地选择广义速率
,

可以使建立的方程形式简单 以 便 于计

算
,

第 节方程 和 的对比清楚地说明了这一点
。

再次
,

新方法适用面较广
,

除了离散多自由度系统外
,

还可结合有限元法建立由部分或

全部弹性部件组成的复杂航天器系统 例如带天线的卫星
、

空间自由析架等 的 动 力 学 方

程 新方法还可解决碰撞问题
,

非完整系统问题 不需要 跳 乘子 等
。

最后
,

由于新方法计算步骤程式化
,

以及所求的广义主动力和广义惯性力具有叠加性
,

可以借助于计算机完成微分
、

点乘
、

变换等运算
,

直接用计算机语言写出文字运动方程
,

目

前几种有效的程序如
, , ,

等就是为此目的而产

生的
。

当系统的自由度数 。较大时
,

求解运动方程的有效手段是数值积分
,

新 方法很容易写

成数值积分所要求的形式

二

其中 是以广义速率一阶导数为元素的 。 矩阵
,

矩阵 。 的
, 。 、 很容易由上述计

算机程序求得
。

将所得尤
,

犷输入数值积分程序即可求解
。

这样
,

由建立运动方程到求出数

值解均可利用计算机完成 对于带重复性环节的力学系统
,

建立文字运动方程程序利用计算

机求解显得格外有益
。

例如研究带机械手的航天飞机运动时
,

总要分析机械手关节数为
,

或更多等几种不同情形
,

只要在编写程序时用 。代表关节数
,

计算时将实际 数字代人将程

序运行多次即可
。
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