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稳定性分析数值方法综述
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香港大学 李毓湘 葛时俊

本文综述了流体动力学稳定性分析中所使用过的数值方法
,

每种方法都通过文献中举出

的一个典型例子作了说明 努力了解近代稳定性计算中所采用的各种数值方法
,

并汇总在附

录 中
。

对与无粘问题有关的各种困难作了解释 还讨论了 卜 方程作为初值问

题的直接解法
。

粘性流动的数值方法

从广泛的文献综述中可以看到如下的数值方法

打靶 法或 匹 配 法 首先确定一个边界点处满足边界条件的一些独立特解
,

通 解是这

些特解的线性组合 特征值则由要求在另一个边界点处也满足齐次边界条件来确定 换句话

说
,

两组无关的解 每一组解都在一个边界点处满足边界条件 在 自变量域 的 中间 点 处匹

配
。

有限差分 法 用一组节点来代替连续域
,

在 每 个节点处微分方 程用差 分 方程 来近

似 ,

法 解用一组分别满足边界条件的基函数的线性组合来近似 近 似解通阵

要求所求解微分方程中的误差与每一基函数互不相关来确定

法 边值问题由等价的变分问题来代替 与 法类似
,

泛函由基函数的

组合来近似
,

然后得此泛函对近似解中的未知系数求极小

幕级数法 除了特解可用其系数通过递推公式计算的幂级数形式来寻求 之外
,

此方

法类似于打靶法 通解中的常数由边界条件确定 本方法在边界条件难以利用时采用
一 级数法 本 方法 通常在含有两个未知量两个微分方程的问题中采

用 将其中一个因变量展为一组满足相应边界条件的正交函数
,

通过其中一个微分方程用解析

方法求出另一未知量的精确解 应用 准则
,

通过要求两个未知量的解也满足余下的

微分方程来确定展开式中的常数
。

级数法 将解展为
·

级数 为了满足边界条件
,
‘

要构造一些辅助函数
,

这

些辅助函数通常取为多项式形式 本方法适用于含有全部是偶数阶或全部是奇数阶导数的常

系数微分方程
。

在稳定性分析中也常常采用 方法 但由于这个方法很难归人数值方 法 这一类
,

这

里就不考虑它了
。

· ·

打靶 法 , 研究 半径为 和
,

分别以角速度 口
,和

口 旋转的两个同轴圆筒间的粘性流动的稳定性 只考虑轴对称扰动时
,

流动的稳 定性 由以

下的无量纲方程组控制

本文原文是香港大学机械工程系葛时俊博士指导的李毓湘的博士论文的第 章
,

其主要内容在 这次 调 研会
一

作

了报告 译出时章节和方程的编号未作改变 文中提到的附录 文献汇编
,

班均略去未译‘ —译者
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特征值问题通过形成分别满足条件 的三个无关解 “ , , 。 , ,

和 “ ,

。 的一个基本解求解
。

例如
,

这样的解可定义为

、了且“ , 口 , , “ , “ , ,

口 ,

刀 “ 二 ,

口

在 二 , 处
。

此问题的通解是
“ , 口 一 月
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要求在 处行列式
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竺
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刀

。

于是此方法是在
。 处就许多 值来计算 △

,

一直做到条件
。

被满足时为止
。

因此

可作为 和 的函数来确定
。

换句话说
,

在一个边界点处的未知边界条件是不断改变的
,

直

至在另一边界点处的边界条件被满足为止
。

几种数值向前差分格式中的任何一种都可以用来计算函数
, , 。 , , ,

和
。 , 。 。

但向前差分格式常常由于数值不稳定性而失败
,

因而必须采用某些 稳定 格式

通常所用的格式是 一 正 交化 方 法 〔 了
。

〕和

滤波方法 〔 〕
。

如果微分方程是二阶的
,

那么不变量嵌人的方 法是有

用的〔 〕
。

, 所提供的简单而稳定的格式见附录
。

。 。

法 研究一位于 夕 二 士 处的两个无限水

平面间的定常流动和非定常流动
。

扰动流函数 必 必
,

的振 幅所满足的 无量 纲 形式微

分方程为

乙
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, 。 二 ,是雷诺数
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的压力梯度调制所产生的速度场是
‘
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必 醉
二 。 ,

在 , 士 冬处
口

,

乙

。

基函数选为一组特征函数
,

这组特征函数是问题
入 , 土 , 土

的解
,

·

由于 的对称性
,

特征函数或是 的偶函数或是 的奇函数

数的特征值凡满足方程

刀
。

于刀
。 。

士孔 二

对应于偶特征函

。

这里 刀
。
入
二 , , 丫。 、。 , 一 。 “ 其对应的特征函数是

·

‘, , 。
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这里几是规范化常数
,

选取几使得
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今协时

对应于奇特征函数的特征值满足方程
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其对应的特征函数是
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。
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。
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必
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。
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, “ 黔卜
,
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,
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仁
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赞
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。



其右端是
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用类似的方法
,

取 与 的内积
,

得到如下的结果
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由于功的展式的系数与时间有关
,

所以截去展式中第 项以后的项
,

就会使稳定性问题化为

一组 个一阶线性微分方程
,

而 和 可以用矩阵形式写为

宕等 〔
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· ‘ ,
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这里月和 是 魂
。
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刀

,

刀
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, , , ,
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,

共兀索是刀
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,

方程 和 可写为

吴 瑟 套
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如果方程 中的系数矩阵是周期性的
,

那么按 理论

匆 ”
,

〕
,

就存在一个基本解矩阵砂
, 它是

、

寻
。

。

〔 宝 一

祭 见会砂 。

牙
的解 这里 是单位矩阵

,

而班具有如下形式

平
这里尸是一个周期的非奇异矩阵

,

其周期与系数矩阵相同
。

而 是一个常数矩阵
,

值可以通过从 二 。到广 二 。对方程 积分求得 于是

。

。

的特征
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,
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稳定性特征由价的实部决定

早就将此方法应用于上面考虑过的同样问题
,

其结果是 不能令

人满意的 他们采用了八个展开函数
,

得到的结果和以前的工作很不一致 这与应用于

流动不大相同
,

在应用于 流动时
,

仅用三项就得到相当好的结

果 这是因为有 “内摩擦层 ” 〔 , 〕存在
,

当不稳定性是由粘性作用产生时
,

此内

摩擦层引起了特征函数迅速振荡的缘故 在 流动中
,

不稳定性可能是由于离心力作

用而产生的 因而用一个几项的近似试算函数来处理是适宜的 在 展开

式中采用 至 项就能得到精确的结果
,

所需项数随乘积 的增加而增加
·

有限差分法 研究了圆管中时间周期流动相对 于轴 对称
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。
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,

的方程
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,
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,

则方程
。
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。
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这里人 是 犷 方向的网格尺寸
,

是单位矩阵 是 三对角 线矩阵
, 又 和

刀 “ 是 。 。对角线矩阵 的元素太多
,

这里不能具体写出
,
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因为没有应用边界条件
,

方程组
,

的未知数比方程的个数多 个 而应用了

飞仑琴



中的 个边界条件
,

方程组 。 的方程个数比未知数个数多 个 将 方 程 代人
,

得到

月 功二 一 功
。

这里 、“
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十 ,

反
十 , , 刀 、刀〔‘, 对 一 。 ‘,

将 转置
,

则上述方程可以化为具有周期性系数的一阶常微分方程组的标准形式
,

因而

可用上节所叙述的 理论求解

令价
二

功恤 △
,

这 里 川 是整数
,

似
·

。

为了保持矩阵的稀疏性
,
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由于矩阵是稀疏的
,

所以 功
。 ,容易求解 但是因为我们可能遇到稠密的

,

所以上述 积 分方

法并不总是行得通的 在这样的情况下
,

积分过程所需的计算时间大得难以解决

法 考虑了二旋转圆筒间流动相对于非轴对称扰动的稳

定性 如果圆筒间缝宽 是小的
,

则对于中性稳定性情形所得到的无量纲形式方程是
一 材 一 含衬 川 口 。

。

这里 。 ” 和 。 二 心 是扰动速度的径向和周向分量的振幅
,

是 数
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, 二 , 一 一 ‘ 道刀十

,

刀是

扰动的相速度
, ,和 是轴向和周向的波数

,

含 十时 一 一 川
,

口 “加
,

边界条件是
“ 二 。 “ 口,

在 二 士 处

要求将 作为
,

和协的函数来确定

上面所定义的问题可以变换为一个变分问题 令 二 〔告 林 〕‘
,

并重新规定 “为

左 ,

于是方程 和 取形式
一

口
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功, , 一 , 功
,

的一次变分为零的 和 必须满足方程 和

为求解变分问题
,

将。和 。按满足边界条件 的正交函数完备组展开

是

合适的级数

“ 兄
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。·。
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侧丁 二 ,

和
。

是 已 由

和 列成表的函数

将这些级数代人 的表达式中并进行积分
,

结果得到 为
, 。 ,

凡和叽的函数 的 一

次变分为零要求 对 。
。 , 。 , 。

和
。

的偏导数为零 对于非显然解
,

系数行列式必须 为零

当然我们希望行列式将很快收敛 精确的结果可以通过解一个 的行列式方程 即只取级

数的头两项 得到
。

一 级数法 , , ‘ 研究了上节所 叙述的 ’题
,

但只考虑了轴对称扰动 即 二 的简单情形 此时方程简化为

釜
一 、 一 了 · ·

器
一 、 。 一 、, 、
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这里 二 一 〔 一 口 口 〕 边界条件是
。 , ,

在 和 处

边界点由于两位作者所选取的坐标不同而不同
。

由于在 犷 二 和 犷 二 处要求口为零
,

所以将它展成为正弦级数形式

。

》

刀 习 兀

刀 。

接着把方程 代入方程 中并求解方程

, ,

气一 , 厂一二 一 一 夕
、 一 ,

。 汀

月 二

。

方程 的解是简单的
,

通解可写为形式

月 口
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‘
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。

月兀犷
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, 二
。

这里积分常数 、, , 月
二 , , 。

和
。

由边界条件确定
,

从这些边界条件可以导出方程

矿
’
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方程 乘以 “ , 并在 范围内积分
,

得 到一个 关 于 常 数
““ “ 扔

的线性齐次方程组
,

要求这些常数不全为零就可以得到特征方程

矛兴母
,

丽 〔
· 一 ,

一
“
〕
“ 二 〔‘

一 , ,二
‘ ’·‘· “

〕
·

一 “ ’ 一

川 兀 全 〕
,

。

〔
一 , ,“

‘ ’ ‘ “尸﹄

。

十 —
”

一

、尹、刀叮吸矛、
产

一 口 。 二

盆
‘上“兀

一一
“兀 “ 全 兰

卑一

翌
。



这里

二 “ 老 兀 一

当。 , 为偶数且 。奔 。时

当 ” 二 二时

当 ” , 为奇数时
尹‘,一儿

了才任

夕了一力

咭户一一

尸、、

一一
、

口

求解确定 的无限阶特征方程的方法是令特征矩阵的前 行和前 列所构成的行列式等

干零 对于现在这个问题
,

过程收敛得相当快
,

在正弦级数中只需取几项就足够了

级数法 在某些情况下 级数的导数容易求得 我们注意到
,

在
兀的范围内

,

给定 ‘ 劝 二 口之后
,

级数

之 名
。 ,

,

的导数是

产 之 公 儿
。 ,浮

月一

。

在同一范围内
,

级数

《 ,

之 二 告 习 之

月“

的导数是

心,

尸 之 兄 一 。 。

月 。

而无需详细规定 和 的 这样
,

对级数 “ 求微分
,

我们得到

’ 之 二 公 一 ”“ 。 之 。

抓 。

如果给定
“ 办 “ ,

则有

‘ ,, 约 习 , 砂饥 ”之 器
。

口
此。

因而只要给定 及其所有的阶数小于 的偶 数阶导数在区间两端点取值为零
,

我们就可以

将级数
。

微分 次
。

然而即使给定的函数不能满足这些条件
,

我们也可以构造一个满足这些条件的辅助函数

例如
,

假设我们希望将函数 微分 次 通过加上一多项式 这里是 次
,

我们 构造一个函

数 满足
兀 ’ , 兀

并将 劝 展为一正弦级数 于是我们记
一 “ 一 ‘〔 二 兀 一 〕一 兀 一 ’〔 二 一 耳“



一 “ 之 二 一 川 一 扭 ”之 。

然后由于 。,

有
产 一

‘

二 一 ’〔 二 一 〕一 ‘二
一 ‘〔 “ 二 “ ‘ 二

一 一 二 二 “ 〕
”一

夕 “ 一 二 一 ‘〔 “ 兀 “ 二 一 〕 ‘ ” ,

又由于
“ 二 “ ,

有

‘ , ’ 一 二 一 ‘〔 “ 二 一 , 〕 名 一 “

。

凡一

, , “ 名 毛 , 。

月 ·

现在可以用
, ‘ , 一 , , “

, 的表达式来满足任一包含有这些导数的线 性组合的边

界条件
,

但 为 了 能 构造一个 来满足微分方程
,

首先必须用通常的方法 将 多项式展开

成 级数 例如
,

在 。 尤 范围内
,

我们有

望
, 、 , 、 。

竺
,

乙 一 “ 气

一
少 ” 一 兀 一 之 石 气一

称之
。

件 ”一

因而

仁洲 〕

“ 习
抢 二 斋

〔一 一 ,
·

‘
·‘· , ·‘叮‘口, 〕二

、

· ’“
·

卜⋯

类似地
,

我们可以求得

劝 习
路 二 谧斋

〔一 ‘一 , ,
·

“ , ““ , 〕一 ‘

斋
, 〔一 ‘一 , ,

“ “‘ , ‘·‘“ , ’

。。 ‘ ”
。

应用上述方法研究了考虑到密度分层和表面张力影响的 涡胞对流问题
,

速度 分量的振幅。 和温度扰动的振幅 劝所满足的无量纲微分方程是
“ 一 “ 。 “

‘

一 一 。

这里 二 , 二 , , ’扭
‘ , 二水平波数 寿

二 , 生 气 二 包 围流 体的两

个表面的距离
,

数 边界条件是
。 二 , 。 ,

‘
,

乓

夕



公 二 , 全。 二 二 一 , 念夕 , , 允 一 二

这里 和 是无量纲常数

, ,

,

由于 , 必须微分 次
,

必须微分 次
,

所以它们可写为 请看方程 和 ” 〕

三一

只
一

‘毕丁 、〔
一 一 。

刀 , 。 二 刀“。 口 〕冬
、 兀件 一

立
一 ,

· 二

冬
, 。

兀 声

。

这里已用了边界条件
,

和 于是

洲口

。 二 名 才
一 。 。。 止匕〔一 一 ,

· 。 , 刀“。 。 、
几 兀月 声

月 二

‘ ,

心。 二 兄 ”咭 ”之 。

件

弓

一 ”么 。

月 。

为方便起见
,

记
“ 。 , 。 二 ,

再由条件 得 二 一 “ 一 ’

考虑方程
,

给出

。 二 冗 一 二〔 。 “ 一 兀 “ 一 “。 一 兀 兀 “ 〕

十 兄
月一

口沪 拄之

减

尤 一 呈 尤 兄 ”之

。
夕

。

夕
拐 。

于是边界条件 和 给出

。 二 含 十 古尤
月 。

艺 一 “ 。 冗 一 一 吕 一 之刀
炸 。

〕
,

。

将 级数展开式 和 代入方程 和
,

并使 的系数

相等
,

就得到
。 。 。一 。 、

。

卫业
、型玲 、对

一里彝七
‘

丝立
、 兀月 兀月 兀月万 月兀

一

澎华、
一 “

兀月 ,

一 ‘
·“ ““ , 一斋 渝

一

斋
‘一 , ,

。

“

。

。

一



对几和 求解这两个方程并将它们代人方程 和
,

就得到关于 和 的 两个

线性齐次方程 和 经过消元后就得到作为系数行列式的特征方程 经简化
,

这 个 特征

方程可写为

罗 。 , , 。 。 雪
乙 下 飞一勺一百 了万 , 犷

目 一 万一万 ,

刀
一 乙曰

”· ‘ 一 一少 ’ 一 代 一了

一 ”

名 一 忿 茗 , 令
一

牛令子子
”· 叹 “

一 “

一

军
一 “ , 。 。 ,

‘二 尸丁 下尸 写 , 言丁气犷 , 二一下 一厅 〕 ,

”· 吸 “ “ “ 一 允 。
“ 离砰下击

了

葫淤
十

一

罗妙牟琪典址真车
‘ ”‘ 。‘ ‘ 一 对 。

‘

由此
,

可以通过
,

乙 和 求得
。

假定边界条件含有导数的线性组合
,

则这个方 法特别

适用于所含导数全是偶次 或奇次 的常系数常微分方程
,

所得行列式的阶数则等于至少包

含一个奇次导数的边界条件的个数

幂级数法
,

和 , 、 研究 在一有负温度梯度存

在的水平流体层中的对流运动的形成 他们考虑了各种不同边界条件的影响以及在内部放热

所产生的流体层内非线性温度分布的影响 对于下表面具有固定温度而上部自由面具有一般

对流传热的线性温度剖面的简单情况
,

中性稳定性问题可由关于扰动速度垂向 分 量 的 振幅

。二 切 幻 的一个无量纲方程来确定
,

此方程形式为

一

军
‘

攀 一 。澳二攀 。。尊迪
响

。 。 一 。。 叨 口
‘

口 ‘

这里 是 数
,

叨
叨 不石一 “

是一常数
,

边界条件是

‘山
一 尸二一

,

叨
叨 一了弃一

阴
一

。 阴
二 ,

在
‘

二 处 它
。

十 。‘卫亘一 二 切
咭

,

在 处

这里 是 或 数 的通解可以用下面的形式来构造

切 乙 二 之

其中 任意
,

是收敛的幂级数

洲二

二 公 , 。之 “ , ‘

月 ,

对于
,

系数
, 。

服从以下的递推关系式

‘ , 。 , 、 , , 尹

, 一一一 一 气粉 一 , 一 一 一 一 , 一

一 ‘ 一 ,

卜 。 石

西从
‘ , 。直至。

, 。则规定为

卫



, 。

这里
。 ,

当 。时

占
,

《 炸《
。

常数
, ,

一

占 ,

当了今 时
。由边界条件确定

。

应用 的头两个条件
,

容易看出 。。

“ 口,

因而切变为

叨 二 乙

再对方程 口 应用剩下的边界条件
,

得到
一 ‘

〔 ‘ ‘ 〕
一 ,

士

「
。 一

里燕一
。 卫箕其

。‘卫遗只红
、 。 卫遏乓

一

〕
二 。

、 一 一 一 , 尸 二

一之一一
公 〔惑〔一一

, ‘ 。 、
卜一 十

’

一一 一一 一 。 一一了一二厂
目

一一

之
’

夕 二

上述方程构成了关于 个常数
,

·

, ‘ , 。

的 个线性齐次代数方程组 这个方程组仅当

的系数行列式为零时才有解
,

因此 数 可作为 数 和常数 的函数来确

定

最后对这些方法作些评论是合适的 总的来说
,

稳定性研究采用的数 值 方法 可分 为两

类 一类是直接积分
,

例如打靶法
,

这类方法比较快并且比较灵活
,

一

但有时收敛性问题却是

一个困难的任务
,

而且能否成功地获得有用结果取决于特征值是否有一个好的初始估计值

另一类是函数展开方法
,

例如 法
,

这类方法虽然在实际上需要比较多的计算时间和

比较大的磁心储存器
,

但对于求得所有前 个特征值而不是前一两个特征值
,

对于清楚地表明

某一种模式是属于哪一类
,

这类方法是比较好的 此外
,

用这类方法还未碰到数值不稳定的

问题

理想流体流动的稳定性

在稳定性分析中
,

通常遇到非常复杂的特征值问题
,

而求解特征值问题需要用到麻烦的

高等数学或数值方法 在初步研究中
,

通过把流体看作是理想的
,

即 , 二 或
,

我们就

可以简化分析过程 然而
,

完全忽略粘性和只应用一个简化的方程
,

却会遇到许多困难 这

些困难与这样一个事实有关
,

即对于实的特征值 相应于中性波
,

这对于寻找不稳定性堆

则有相当大的意义
,

可能有自变量 的一个值 比如二 二
。

存在
,

对于这个二值
,

稳定性方

程中高阶导数项的系数将变为零 典型例子可在第四章中找到 对于平面平 行 流动
,

奇点
二 。 总是存在的

历史上
,

在平面 流动的情形 中
,

奇点的正确处理已引起很多争议 这是由于

简化方程的一个独立解在奇点邻域内的不连续性和多值性而引起的 进一步的困难是
,

当特

征值 是复数时
,

其复共扼数
’

也是一个特征值 而除袁减波外
,

方程总是有一个生长波形

式的解 因此
,

对于无粘流体
,

将稳定情形定义为只会出现衰减振动的情形是无意义的 克

服所有这些困难的通常方法在于回到完全不作任何简化的方程和细心地研究各个解的渐近性

质
。

应用这个方法
,

就会发现
,

有实际物理意义的增强解和衰减解不是互相共扼的
,

在某些



情形下
,

在 的不同区域中
,

这样一些解一定是由 “贴在一起
” 的不同表达式 所 构成 〔完整

的考虑在 中见到 〕

在数值研究中
,

通常采用打靶法 在拟中性稳定性的情况下
,

为了避免在积分过程中出

现大系数
,

人们选取复积分路径 通常采用
‘

, 夕 所提出的准则
·

也 就是
,

如果在奇点处基本速度剖面的导数大于零
,

那么路径就位于实轴之下
,

反之也然 准则只对
增强扰动才是严格有效的 在粘性流体中有某些袁减解存在

,

但是这些解在粘性系数趋于零

的极限情形下
,

却不能简化成整个流动区域内的无粘方程的解

最后应该注意到
,

有限衰减解的性质说明了在高 “ 数时粘性 流体运动的基 本性质

流体运动在流场的一个有限部分内呈现高速振动状态
,

而在流场其余 部分 内 却 变化很

慢 正如在边界层理论中所熟知的
,

粘性效应限制在很薄的一层范围内
,

当 数 趋于无穷

大时该层的厚度趋于零
,

另一方面
,

在我们的情形下
,

粘性效应在流体有限的范围内扩展
,

其厚度在无穷大 数的极限情况下并不趋于零
· 一 方程的直接求解

、 ·

一
除了惯用的特征值问题的提法之外

,

流动形态的稳定性也可以通过基本流动中扰动的实

际演变来研究 在流场中弓入一初始扰动之后
,

流动对此扰动的反应可通过应用一种稳定的

数值方法直接求解 一 。方程来研究
‘

这个方法与限于小振幅周期性扰动的经 典线

性稳定性理论完全不同 这种方法由于未线性化
,

、

所以不需要限制扰动的 形式 或 强度

为了避免由不稳定的数值摆动与实际意义上的扰动的相互作用而引起的 结 果的 可 能失

真
,

必须特别注意数值方法的稳定性问题 由于所研究的流动具有极端的非定常性质
,

而流

动的时间相关性质具有特殊的意义
,

因此所选用的特殊数值方法要经过严格的检验
,

只有性

能良好的方法才能够得到这种流场的过渡特性的真实解答 此外此方法包括求解一组非线性

偏微分方程 需要大量费时的数值运算
,

因而需要能快速存取存储量的最现代化的大型计算

机系统 甚至程序编制技术和有效地利用辅助设备在这种情况下也具有特别的意义
,

卫 应用有限差分法研究了半无限平板上的边界层稳定性 他报道他的结果与

应用经典线性稳定性理论所得的结果是一致的
,

由于这种方法需要很大的计算机容量
,

所以

本文未予考虑
。
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