
第招卷 第 期

年 月 日
力 学 进 展 产

一 方程的数值解法
天津大学 赵耕夫

一 己卜誉、 暇兰

研究平行流动或近似平行流动
,

例如平面 流及边界层流动的稳定性问题时
,

若

采用线化小扰动理论
,

则最后归结为解 一 方程的特征值问题
。

对非线性理论

来说
,

只要是弱非线性理论
,

一般也要顺序解一串 一 方程 齐次的或非齐次

的
。

因此解 一 方程
,

是研究平行或近似平行流动稳定性问题时必然要遇到的

问题 在 年代以前
,

主要利用渐近法〔〕求 、 方 程 的 特征值
,

但一般不能

得到一致收敛的准确的特征函数
,

且特征值的精确度也不够 因此
,

随着计算机的发展
,

求

解 卜 方程就主要靠数值计算
。

由于 一 方程实际相当于一奇异

摄动方程
,

其数值解也遇到一定困难 直至 目前为止
,

当 数很大时
,

仍然会遇到困

难
。

本文将对目前已有的一些方法
,

加以介绍
。

为叙述方便起见
,

以平面 为例加

以说明
。

边界层流动等只是边界条件不同而已
。

平面 流是两无限平行平板间的平行流动 经无量纲化以后
,

两平板位于 士

处
。

设二沿流动方向
,

垂直于平板
。

设小扰动的流函 数 为 势 二
, ,

拟 。‘“ 〔一 。

则幅值功 满足 一 。 方程

必 麦 一 “ “ 一 了。 〔。 一 一 一 〕 功

必 一 刀价 一

价 二 沪

其中 二

共
一 。 。为波数

,

为 数
,

云 一 , “是基本层流解
,

复数
,
‘

卜 、 为
召 一 一

’ 一

”
一 一

’ ‘

一 ’

一 ”

特征值

齐次方程 和齐次边界条件
, ,

构成一特征值问题
。

若以 为特征值
,

则给

定
,

后将有
, 。

由特征值 的虚部即可断判小扰动的稳定性
。

在
,

平面中对

应 口的曲线叫中性曲线 用 渐 近 方 法求解时
,

为了简化计算往往直接求中性曲线
。

因为方程 的系数对 是对称的
,

它有互不相干的两种解
,

即对称解和 反 对称解
。

前人的计算结果表明
,

反对称解总是稳定的
,

而对称解则有不稳 定的 情况
,

是 “ 更危险 ”

的
。

对于对称解
,

边界条件
,

可用下式代替

功 功

功 二 磷
、

而对反对称解
,

则可用拟 “ “
必 二 ,

拟 二 拟 口代替

数值解的方法是各种各样的
,

但总可以把它们分成两大类
。

一类是代数方法
,

另一类是
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微分方法 前者包括有限差分法
、

加权残量法
、

有限单元法和 多项式近似法 后

者有 的过滤积分法
、

的准正规化积分和 盯的完全正规化法
,

以及 的级

数法
,

这些方法原则上也适用于其他线性特征值问题
。

二
、

·

代数方法
厂 几

代数方法是指通过适当途径把微分方程 变为线性的齐次代数方程组
,

从而 把微分

特征值问题转化成代数特征值问题 各种方法的不同点在于使方程 离散化的途径上
。

有限差分法

早在 年代初 “ 就用有限差分法成功地求解 一 方程〔〕 这是数值

解第一个成功的先例
。

若把区间
,

力 分成 等分
,

用差商代替 中的各阶导数
,

便可

得到 的差分方程 一般采用二级精度的中心差分格式
,

可得一组代数方程
‘

必
‘ 〔 功〕‘

,

功
, 夕 ￡ 了, ,

⋯

其中
‘

扔
, 〔 “妇 分别为第 个网格点处的四阶及二阶差商

。

为提高精度
,

可采用

加权差分格式 即在第 ￡个点差分化时令

必 〔 “必〕
、 ,

砂
十 , 夕 十 〔 ’

功〕
一 , ,

功
一 , 夕 一

, 〔 ,
必〕

,

功
, 夕

,

一般认为 二 , 、 ,

这时式 将有四级精度
。

但我们计算时发现
,

对 二

。来说奋
, 二 , , 。 得到的结果更好

。

用边界条件消去两个未 知数
,

得

阶线性齐次代数方程组 其特征行列式为

△ 二 一 口

“
·

这里 是斜对角带状复矩阵
,

是斜对角实矩阵
,

带宽均为

为了求特征值
,

一般要预估 的三个近似值二用 方法〔川 对 进行迭代 行列

式的值可采用 消元法
,

但一般须用双精度
,

才能保证精度
。

当两次迭代得到的 的修

正值充分小
,

比如小于
, ’
时

,

就认为是收敛了 此时的 即为所求
。

若要求中性曲线
,

则由于公是叭 的函数
,

又须预估两个 。 值 木变
,

或两个 值

扣不变
,

用 创 法求得相应的两个 值后
,

再用牛顿法求使得 的 或 值
,

就可得中

性曲线上的特征值 也就是说求中性曲线需两次迭代过程
’

有限差分法的优点是概念直观
,

方法简便 和其他方法比起来一般较省机时
,

结果也是

准确的 〔刃 中的计算结果表明
,

当
一

、 寸就得到很精确的结果 而它所需的 机时据说

只相当于后面要讲的准正化积分法的十几分之一 但我们发现
,

实际上 是得不到精

确结果的
,

一般需取 二 才得到准确到小数后 位的结果 这个方法的 缺点 是 需要估初

值
,

而初值的好坏对收敛速度和最后结果是有影响的
。

我们曾把有限差分法应用于圆管流和

平行流的稳定性非线性理论的计算中
,

其结果是令人满意的〔犯 〕
,

加权残量法

这个方法最初由
, 。等人提出

,

但得到实际的应用是在 和 ”

的文章之后〔 〕 由于 并不是自伴随的
,

不能用经典的变分原理
,
‘

因此一般用 。 恤
法推导所需方程

假定 功 是一正交的完全函数族
, 且满 足边界条件

, ,

取该函数族的线性

组合作方程 劝的近似解
,

飞 气
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娇 名 必
·

这里 是待定的常数
。

把 代人 得其余数为

犷 二 扩 幻

功
’

叫做残量
。

显然它的值就是功
‘

的近似程度的度量 为了使功
’

很好地近似 功
,

我们

要求 势
。

口
。

为此在整个区域中对残量进行加权平均
,

并要求

尹

‘ 功
。

平 。
,

·

, , ‘ · ,

详 一

其中川 为权函数
。

按 法取才 , 功
,

即

“ , 犷 , 。 ,
, ,

⋯
,

’ 一

把式
,

代入
。

可得到关于未知量 的 个线性齐次代数方程 二 其特征行列式等于

零就是确定 的条件
。

即
一

其中 是 复数矩阵
,

是 非对称实矩阵
。

〔刃 中用 方法对 求解

这种方法的计算精度和所选用的近似函数族密切相关 和 。提出了选择近似

函数族的原则
,

也可参看 〔〕 加权残量法的优点是它不需要知道 的任何初值
。

因此可以

用它给其他更精确方法提供初值〔〕
,

但一般所需机时较多
。

多项式近似法

可用于逼近 的解的函数族有很多种 但用 多项式比用其他 函数族所得

的结果更精确
、

更节省机时和内存 用该方法求解问题 得到了很精确的结果〔的
。

据分析
,

这和用该多项式逼近时
,

在边界处分辨率好有关
。

若
。 夕 表示第一类的 阶 多项式

,

其定义为
。 , 夕

。

具有下列递推关系

夕
二 夕 , 少 一 夕 二 , ,

⋯ 了

我们把 的解及其各阶导数都展成 多项式的级数

价 夕 名
。
夕

。巴

功 夕 减口

名
巴

夕 , , , ,

其 中。
。 。。是待定的常数 由 不难得到

召 。

刁

、 一
二一

怜 一

一

二
一 , 夕 。

令
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这里一撇 “ , ” 表示对 求导 数 式中若
。 。,

则
。 。

。 若。 。
,

则。
。 二

‘

二 才
, 。。 二

, 。 力
,

得

一一

丈份一一一华
一

百
。。 ‘,

一

‘’
, 。

,

。“
粼
”’’, 户

习歹 丁
兄

“ 里 ⋯
‘ 。八

、 粉 十

。 , 。 ,

一一二二
一 咒 一

粉 一

二

、,

〕

对 ”
,

中使两边
。

刃项的系数相等
,

则

。。一 ,

沪
, 一 。 华几

二 , 〔 。 、一‘
》

由 可得
。

廿, 和 。
。

的关系

艺

二

名
日。 。

口 一 。
名

卜

二

,

兰

口 夕〔 “ “
·

星 一 ”“ 连 一 “ “ 一 理 〕。
,

三

这里 三 表示 一 可 被 整除 利用递推关系 口 可得 中
“

功的 展式中第

项的系数为

去 〔 卜
。

卜
。十 么〕

,

》

我们要找的是 的近似解 为此
,

在
, 韵 ,

中只 取前 项 代入
,

并使
。

项的系数为零
,

则得方程

名 〔 “ 一 忍 一 , “ “ 一 ‘ , 一 夕 , “ “ 一 了 ‘ 〕。

艺
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为
一 名 笼〔 十 左 一 一 。 一 。一

〕 力 一 “

注

一 寺 尸 〔 “ 一 。 〕一 去 卜 〔 一 一 “ 〕

。 。 一 屯 〔 一 “ 一 〕“
。

一 去 “ 〔卜
。 。

卜
。

〕

多项式不自动满足边界条件
,

因此边界条 件
,

又 成 为 两个独立的方

程 利用性质
。 士 士

“ , 。 士 士
“ 一 ’ “ ,

则
,

变为

兄
。 乙 考““ 。 二 艺

牙 二 扭

鼓

云
, 口

云

长

名 ” 。
口

二

容易看出 。
, ,

当 ”为偶数和 。为奇数时是互不相千的 两 组 方程
, , 为偶数时

是关于未知量 儿
,
了

, ,

一 的一组方 程 、 , 。

它 对 应 的 是 的 对 称解
,

。 二 存十 的那组方程对应的是反对称解
。

对于对称 解
,

设 二 , , 二 公寿,

未知 数为 、 二 , , 艺
, · , 。 , 。

在招 和

中共有 个未知数
,

却有 个方程
。

解决这 一 矛 盾可用 法也可用 的

方 法物 〕 去 掉 中 的 第
, 一 个 方 程

,

于 是
,

了 中共 有 个 方 程
,

十 个未知数
,

方程就可以求解了 这时若 将解代入 口 中
,

未用的两个方程
,

将不能

满足 而可化为

乙功二 丫、
一 、一 千 、 、, 十

‘ 一 , ‘ , ‘ ,

就可看作是这个方法实际误差的度量

用式 消去 中的
, “ 一 ,

经整理后方程的特征行列式为
一

其中 是 一 幼 火 一 的复数方阵
,

是实方阵 求解时可用 方法 〕
。

这个方法的优点是不需很多项
,

就能达到很高的精度
,

因而省机时和内存
。

如不求特征

函数所用内存只是
“的量级

。

一般当 时计算结果就不变了
。

若用 法
,

则所需机时

约为有限差分法的 倍
,

但精度较高 幸运的是在 迭代中总是最不稳定模式的特征值第一

个出现
,

这正是我们所希望的
。

由于 比 多项式近似的一些递推公式很简单
,

因此这

种方法不仅可以求特征值
、

特征函数
,

而且有可能用于非线性问题中
。

要说明的是
,

我们试

用的结果
,

所得具体数值和〔幻中结果略有差别 在小数点第‘位以后
。

。

有限单元法 近来英国和香港的学者用有限单元法解线性稳定性的特征值问题取得

了一定成果 下面用 方法推导有限元方程

假设 刃为权函数
,

对每一个线单元有

了 若
。一 , 一 。“ 必一 切 功

十弓万
“ 一 。

补 , 。

以 飞 “ 下 岁
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对上式分部积分两次得 边界值在整体求和时将消去

「
。

才专 必
“、‘

· 十 “必
,

万宜,
一

卜。‘必 、 一 〔必‘ 万 。 一
‘

砂 、

·

十 ’ ‘ 一 ,‘〕一 “ · , , 口

由子式 中包含有功的二阶导数
,

因此要求在 单元的
一

边界上少是连续的
。

函数及其一阶导数值为节点处未知数 而将功 表示成

必 夕 功 万 功 功
,

万 功 万
‘
功

取 。三次多项式做插值函数

所以取节点的

二 了一 “ ,

“ 一 , ‘

其中 夕 一 夕 夕 一 夕 ,

《 簇飞
,

代人
,

则单元矩阵方程为
一 〕 功

其中 和 为 矩阵
,

其元素为

夕 一 夕 一 一 “

, 一 , “ 一

,

为线单元的两个端点 习参插值函数和权函数

、、一丁
。 。 , 。 , 。 。· 一

渝 、
· ·

‘ 宜‘ ‘ ‘ 玉 ‘ ,

州‘

了
。 ‘, “ 、 、,

求得整体的矩阵方程后
,

仍可用 方法求特征值 该方法已经用于平行流
、

窄缝区

域的圆形 流
、

轴对称射流等
,

都有一定成果 有限单元法的优点是其网格不必是等

距离的 因此
,

若事先能估计特征函数的变化率
,

则可适当地分布网格点
,

以期用较少的网格

点达到同等精度
。

从平行流的结果看
,

在不均匀布点时
,

有 个点
,

就可得虚部和 的

结果相差 口 的特征值
。

三
、

微分方法

微分方法又叫打靶法
。

它是直接对问题 进行数值积分
。

事实上
,

在
,

后
,

若 为已知值
,

” 就变成了吮个普通的边值问题
,

也就可以按初值问题处理了

假定求出 的两个线性无关的解功
,

价
,

它们都事先满足边界条件

两个解适当的线性组合也是满足 的方程 的解二即

中 二口 价
, 刀 功

小应当满足边界条 件
,

于是刀
,

刀 不全为零的条件将是

△

哈吮
,

给定之

显然这
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由于功
,

功都与 有关
,

这就是特征值 应满足的条件 在 不知道时
,

可以预估三个 值
,

然后从 二 口向 积分
,

得三个不等于零的 △值
,

并用 似 法求 的修正值 这样进行迭

代
,

直到 △值充分小为止
。

这时的 即为我们要求的特征值 数值积分可选用任何一 种积分

方法
,

比如 一 法

这本应是精确的方法 当 比较小的时候也确实可以这样做 但是稳定性问题
,

往往是

比较大的情况
,

这时不加任何变更地用该法 “打靶 ”
,

得到的结果是很差 的
,

甚至完 全不

对 这是因为
,

这个方法要求在积分过程中两个解始终是线性无关的
。

但是当 很大时却做

不到这一点
。

由渐近理论知
,

的两个解
,

其中一个增长速度特别快
,

而另一个 解 则增

长缓 慢 比 如 当 时
,

在 〔
,

区间积分
, 。时快速增长解是 的 量 级

,

到

的边界时将增长到
‘ 量级 这样在积分的每一阶段

,

截断误差总会 把快速 增长 解的

一小部分引人第二个解 我们把这部分误差叫寄生误差 这部分误差会迅速增长
,

最后就会

把第二个解淹没了
,

也就是说
,

功
,

诱将几乎线性相关 这时再用 确定 就成为不可能
。

因此
,

关键是如何保持两个解的线性无关
。

打靶法中各种方法的不同点也就在于此
。

在打靶法中第一个成功的实例是 的初值问题匹配法〔〕 他通过两个途径控

制寄生误差
。

一是采用双精度
,

二是缩短积分路程 积分分成从 开始的向 前积分和从
二 开始的向后积分

,

向前积分和向后积分在区间的某一点相匹配就算完成了 其他方法的

基本思想是一致的
,

即设法保持两个解有很好的正交性

的过滤积分法

方法是通过构造辅助解来消除寄生误差的影响
,

从而使 两 个 解总 是 近似正交

的 〔
。

设人为快速增长解
,

人不会受寄生误差的影响 另一解为功 假定除寄生误差外别无其

他误差 在第‘个点上功
‘ ,

汽的数值积分值为 “
, ‘“ 在积分的每一阶段由截断误差引

人的寄生误差为 ’ 的某一很小的倍数 月 ’
,

并假定此时 ’ 尚未起主导作用 于

是

协 ‘ 艺

其中 是未知的
。

定义一辅助解
, 二 一 ‘

把式 代入式 则有
二功 ‘ 一 公

显然
, 二 时

’

“ 中就不包含快速增长解的影响了 事实上这是 难做 到 的
,

也 没 有必

要 我们只需在积分的每一步上 ‘ 不起主导作用
,

使积分正常进行就成了
。

这里关键

是如何定义
。

选择
“

〔 〕 〔 〕

其中 是方程 中当 , 时得到的无粘性算子 于是辅助解为

·
‘ 二 ‘ 一 二导蒸落典‘

‘

儿 行 忿少

这实际上提供了一个过滤或净化的辅助解
,

这样就可以使快速增长解的影响减小到可以容许

的地步 之所以选
’ ,

是因为
’

汽 今 。
,

且
’

和 是同一量级
, ’

。的解没有很

快的增长率
。
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正规化积分法

方法在 较大的时候就不适用了 等发展了 的 思 想
,

提出了正规

化积分法〔 〕
。

他建议在积分的每一步都保持两个解是线性无关的
,

为此在积 分的每一个网

格点上都使这两个解正交化一次 为了叙述的 方 便
,

我 们 把 的解 写成一个四维矢量
知 一卜 一卜

二 功
,

必
产 ,

’’
,

尹
‘ 。

这样在第 个网格点上积分得到的两个解
,

写 成矩阵形式
应为

、产‘夕 , 二 功
, ,

功 “
,

功 ,

功
“ 产

为使
,

正交化
、

正规化
,

少 夕二 ‘

可用一正交矩阵夕右乘犷 夕 就得彼此正交的 两个 矢 量 了

这里夕是 的上三角正交阵
,

可用肠 一 方法构成〔幻

法是始终保持两个解正交 由于 每一步都正交化
,

虽然能得 到较好结果
,

但计

算量增大
,

既费机时又影响精度 建议在 每积分一步后 、 就检查两个解的夹角 口
,

如

果 。小于规定的非正交化的标准。
。 ,

即。 风
,

就滋
, ,

苍正交化一次
,

杏则积分继续向

前进行 假如在 点需要正交化
,

采用前述同样步骤
夕 二 犷 夕

, ,

⋯
,

、

继续向前积分时
,

其初值就取 假定在
, , ,

⋯
, 夕‘点上进行正交化

,

其中边界

点也是一个
,

即 二 夕 , 几 这样整个积分过程中基本解己经 变化许多次了 我们用
。 ’, “ “ , “ , 。 ” 表示任意点上计算出来的离散值

,

在边界上 、 二 ,

则有

夕 夕

由边界条件 得

、夕
·

群
其中刀

”,

刀 为常数 式 有非零解
,

则它的特征行列式为零
,

即式 用 “

法即可求得特征值
。

如果要求特征函数
,

最方便的办法是从终点夕 往回进行
,

并 把我 们已经 作过的变换考

虑进去 设关为夕
, ,

和
,卜 ,之间的任意点

,

该点上正向积分值为 ,
,

利用 同样

的变换则有 先 夕尸
,

是边界点上的正交矩阵
,

则该点上的合成解为
夕 夕 刀 二 夕、 刀 夕‘ 刀

一 ,
一

, 口
,

其中刀
’ ‘ 。 ,

刀卜
‘
刀

, 夕 , 。一 , 夕《 夕
, 。

刀 二
在一般情况下

,

对于每一个正交化点
, 二 , ,

⋯
, ,

我们在正向积分中得 到了正

交矩阵
。

那么在
,

和夕
, 一

之间的任意点
,

上的解为

夕 夕 刀
, 夕 , 一

《 夕
。

簇
,

“
, ,

, 刀 、 二 一
、 , ,

。 、 , , ,

一 卜 , 、。 。 ,

这里
,

是止同机分 且
。

尸 二 气 。 夕对相邹呐个止父 化息之 四仕息 息上郁足币狱
,

一
‘

旦
。

移到 小 以下就变为另一个数值

夕,一 ’ 户刀
, 一 , ’‘ ’ ,

飞导
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法是两步进行的
,

先正向积分得 和夕
,

用 讯 法进行迭代
,

以 求特征值

若要求特征函数
,

则需要保留每点的
‘

和 从 夕 往 回 进行
,

利 用
,

即可求出各点的函数值

法中正交化的判据可取一角度口
。 如口。

“ , 。 , 。 。

显然 月。 。就是不需要

任何正交化
,

口。 二
“

就是 的正规化积分
。

实践说明频繁地正交化不但浪费机时
,

精

度也受影响
。

图 是误差和口。关系曲线的一个例子
。

可见口。的最佳值离。
“

近离
。

远
。

当然
,

需要正交化的次数因问题不同而异
。

一般 越大
,

要求正交化的次数越多
。

实际上每一步都

计算检查
, ,

的夹角
,

计算量也比 较大 因 此
,

正交化 的 判 据 可取 一个数 值
。

当
、

一
, , 二 “

, 、 。 、 二 。 , , 、 。 、 ‘ ,

一 ’ 一 ,

即任意解的模超过 的数值时就正交化一次
。

当然也可规定每积分几步

就正交化一次
,

而不必去作费时的计算
。

完全正规化法

利用 是线性齐次的特点
,

在 法的基

础上 提出了完全正规化方 法 〕
。

我们仍把 的解写成矢量形式 必
,

必
产 ,

尹
,

功扩
。

以一定的积分方法从 到
十

点积分

应有
十 ‘ ’ 星。

其中刀 ’
十 ’是 矩阵 因为 是线性齐次方程

,

因此
,

用数值积分从 到
, , 点得到的

‘十 ’的各元素只决定于
, ,

以及所用的积分方法
,

而和初值 无关
。

利用这个性质可以

很方便地得到
‘ 的各元素 取四个线性无关的初值

, 口 , , , , , 口 , ,

, , , , , , , ,

用 ￡ 一 百法积分一步便得 月
‘ ’的各元素 因为区间

分成 等分
,

每一步都这样做
,

可以得到 个这样的矩阵
, ’ , “ ,

⋯
, 月

。

显然
,

给定

的近似值
,

由这些矩阵就可以从一点的值得相邻点的值
,

因此我们把这些矩阵叫做传递矩

阵 因为它们在每一步都是由四个完全正交的解积分得来的
,

按上节所述可知其误差极小
。

所以这个方法叫完全正规化法 设 时的解为艺
。 , 二 的解为

,

则

月 刀
一 ‘一月 ‘

。 。 ,

卜 ’⋯刀 ‘ 了

如果每一点都求一个
‘ ,

显然是不必要的 和 法类似 建议把区间 〔
,

〕

分成 个子区间
,

每个子区间包含 个网格点
,

即 二 是小的整数
。

在每一个子区间

中用上述方法从四个线性无关的初值出发连续积分 步便得一个传递矩阵
‘ ,

这样就只有 个

传递矩阵
,

并使它们依次左乘
,

则有

几
, 一 ’⋯ ‘ 。 。 , 一 ,

⋯ ,

由边界条件 知
, 。 ,

, , 、。 , , , 丁。 由 圣 得

, 、

、尸﹁口︸八”
广
‘、夕

,‘,‘弓名

肉‘口
,

口
‘

台
夕

如场场

厂、
‘

一一

、︸︸门︸

显然应有 △ 〔
一 ,

甘
一一

,
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就是确定特征值 的条件

要求特征值
,

就要尽量精确地计算式 的值
,

这只有 中矩阵的第一
、

三列

有很好的正交性才能做到 但是每一个传递矩阵都是积分 步得来的 本来正交的现在也不

正交了 为此需把每个 正交化
、

正规化
。

方法是 把
’的一

、

三列正交化
,

每一列都正规

化得矩阵
’ 用 ’
右乘

,

并使新矩阵 的一
、

三列正交化、 各列都正规化得 ”,

再用
“
右

乘 “ ,

一
,

以此类推 最后尸
一 ‘ ,

并使其一
、

三列正交化
、

各列正规化
。

这就使得 矩 阵

的一
、

三列是正交的
,

因此也就保证了计算 △的准确性

法同样用 往 法求特征值

这个方法的优点是比较省机时
,

如不求特征函数
,

所用内存很少 该方法可以用到 很

大的情况
,

比如
, “ 〔 中计算结果说明不同 数所需正规化的次数 的最

佳 值 都 是 不 大 的 如
‘

时
, 今

《
‘
日寸夕

, ‘

《

成
咭

时
‘

以上四个方法都是某种形式的正交化
。

法 实 际上是保持两个解在每一网格点上

都近似正交 法是保证两个解在每一网格点上都完全正交
,

而 法和 法则

都是分段正交化 只不过 法是正交化后以得到的新值为初值继续积分
,

法则是每

次都从四个线性无关的初值开始积分
,

而不管上一段的值是什么 微分法的优点是精度高
,

求中性曲线不需要第二次迭代过程 缺点是用机时较多
,

都需要预估 的初值

日本的 还提出过一个方法〔〕
,

共基本概念和 等方法相似
,

只不过在向前积

分时
,

不用通常所用的 一 法
,

而用级数法求解
。

以上论述的一些方法
,

从文献中的计算结果和我们对有些方法的实际计算经验看
,

有限

差分法
,

劝 多项式近似法
,

的准正规化积分和 的完全正 规化法都是行

之有效的好方法
。

有限差分法突出特点是简便
,

省机时
,

而 法和 法则有较高的

精度 它们都适用于高阶的线性常微分方程
,

法适用于齐次的也适用 于非齐次的 但

法只适用于求线性齐次方程的特征值
,

其优点是简单 迅速
、

内存少
,

可用到 很大的

情况
‘

比 多项式近似方法不但有很高的精度
,

而且机时也很节省 这个方法应用到

非齐次情况
,

对解稳定性的非线性问题是很有意义的
。
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介绍
“

孤立子
,

物理学家的数学方法
”

一书

木文推荐德国数学家 教授最近所写的 嵘孤立子
,

物理学 家的 数 学 方法 》
, 一

甘 马
,

一书
自然界存在孤立波的现象早在上一世纪就由英国造船设计师和工程师罗素 “““ 发现了 那是一次偶然的

奇遇
,

罗素在 年之后 年发表的
“

论波动 ” 一文中
,

对此作过生动的描绘
“

我观察过一次船的运动
,

这条船被两匹马拉着 沿着狭窄的河道迅速地前进
,

被船体带动 的 水 量不 算 太多 突
然

,

船停止了前进
,

船头周围聚集了急剧运动状态的水流
,

它们形成了一个巨大的圆而光倍的水峰
,

又 突
一

然离开船头
,

以极大的速度向前移动 这水峰约有 英尺长 至 英尺半高
,

在行进中
,

一直保持着这 起初 的 形状
,

速度也不减
慢 我骑着马

,

紧紧跟着 发觉它大约以每小时 至 英里的速度前进 后来 波的高度 渐渐 地减小
,

至 英澳后

才消失在蜿蜓的河道中
,

“

这决不是一个被切开的通常的波
, ”

罗素解释道
“

因为通常的波前进时
,

总是一部分高 于水 面
,

一部分低于水
面 不仅如此

,

它的形状也是不同的 它也不同于半个波
,

而是一个完整的波 这个波不是一半在水 面上
,

一半在水面
下 而是始终全部在水面之上 除此之外

,

这
‘

堆
’

水也不是停留在一个地方
,

而是前进了相当长一段距离
正是由于对这一奇妙现象的深入研究 导致了本世纪 年代一种具有

“

粒子
”

般性质 经
“

碰撞
”

而 不 改变其形状
和速度的波 —孤立子 的发现 而今 年不到 孤立子的浪潮几乎巳经淹没了整 个 科 学界 小至 基 本翼
子

,

大到木星上著名的大气红斑
,

从实验室里的小水箱到太平洋沿海海面 从超导约瑟夫森结到神经细 胞 轴突的传导冲
动 从 分子互相盘绕的螺旋在溶剂中打开或断裂到半导体掺杂过程中电子自旋的消失现象等等

,

到处都出现了它们
的踪迹 科学家报道

,

孤立子已经渗入到等离子体物理
、

基本粒子理论
、

天体物理
、

晶格物理
、

凝固 物质 物理
、

非线性
光学

、

分子生物学
、

海洋学
、

生理学
、

流体力学
、

统计力学
、

固体物理以及通讯技术等许许多多的研究领域之中
木书用物理工作者所熟悉的方式和语言

,

对一维孤立子的数学理论和方法进行了简洁而又不失本质的 阐述
,

从而使
当今物理学中最时兴的数学新思想新方法生动地呈现在大家面前 本书并不追求高度的数学严密 性

,

一些详细的数学论

证都放到书后的附录之中
全书共分为七章

,

作者始终环绕着两个最典型的孤立子方程
一 “ 简称 方 程和

简称 方程来进行讨论 第一章用例子介绍了孤立子及其应用
·

第二
、

三草研笼入 万程 , 县 甲 弟于早以
方 程 为例

,

详细地介绍了随着孤立子的诞生而出现的数学新方法
·

一散射反演变换 第四章将散射反 演理论 推广
到其他具有孤立子解的非线性发展方程中 接下来的三章讨论了物理工作者最感兴趣的 方程

,

介绍了 孤立子 —正扭
,

反扭
,

孤立子与孤立子
一

的碰撞 孤立 子与反孤 立 子
一

的碰
撞

,

呼吸子 五 等等有趣的概念 其中第六章还以 方程为例
,

描述了热力学中的孤 立 子 系统
,

那里列 出的
一些问题

,

有不少至今还没有完全解决
,

涉及当前普遍感到兴趣的研究课题 最后一章是第四章的 继续
,

介绍了 散射反

演变换在离散系统 差分方程 — 格的应用
本书是作者在科伦大学讲授理论物理研究生课程的讲稿 书中所需的数学基础并不很深

,

只要具备一 般物 理专业所

需的有关函数论 微分方程和希尔伯特空间算子理论等方面的知识就足够了
教授为了使本书能成为一本自给自足的孤立子入门导引

,

显然动了许多脑筋 正如他在 序 言中所 说
,

他这本书
“

不仅将为读者提供新知识
,

而且将使读者得到一种美的享受
”
当然

,

作为一本 页左右 教材式的入门书
,

不可能对当今孤立子理论和应用的所有方面都一一阐述 要这样做的话 也许增加三倍篇幅还不够 然而
,

作者在书后附
了一份带有说明和介绍的文献目录 对想要深入学习和研究的读者来说 这显然是极为有益的
最后

,

我们还要提一下
,

关于本书
, “

欧洲物理杂志
”

曾三次作过介绍
,

可见

把这本书推荐给广大物理工作者不是没有意义的

黄迅成
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