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破甲过程初步分析及一些基础知识
百狱六减
曰,

专 题

讲 座
沐 尧

一

口 , 载 中国科学院力学研究所二 室四组

拭
‘

、︸汉汝

前 言

爆炸力学这门学科有一个中心课题
,

那就是研究材料或物体在高速冲击下的变形和

运动
。

这个课题主要包括两方面内容 一是材料在高速冲击下的性能
,

例 如 高 速
、

高

压
、

高温下的材料的物态方程
,

破坏强度或塑性屈服强度以及应力同应变
、

应变率之间

的关系 另 一是材料或物体受爆炸作用或高速冲击后的变形和运动
。

前者属 于材料基本

性质的研究
,

后者则直接和实际问题相联系
。

当然
,

对两者的研究是不 可分割的
,

是相

辅相成的
。

为 了有助 于开展金属材料在高速冲击下的力学性能的研究
,

以及破甲弹对金属靶板

材料的侵彻机理的研究
,

我们编写了这份材料
,

介绍一些有关的基础知识
,

并对破甲过

程进行一些初步的探讨 供有关同志参考并借以引起更深人的讨论
。

这份材料很粗糙
,

缺点和错误一定不少
,

希同志们批评指出
。

研究破甲过程
,

一般均采用流体动力学的模型
。

最早是用不
一

可压缩流体模型
,

近来

开始出现可压缩流体模型
,

但是实践证明
,

还必须考虑材料强度 包括高温高压和高速

变形下的强度 这个因素
。

我们先介绍材料的可压缩性质和强度性质
,

在这基础上
,

用

可压缩流体一弹塑性模型对破甲过程进行初步的分析
。

下而分四部分叙述 ”

一
、

金属材料的状态方程

二
、

塑性力学中的应力一应变关系

三
、

基本方程的推导

四
、

破甲过程的初步分析
。

一
、

金属材料的物态方程

本章主要介绍米
·

给吕乃森 。一 位 、 方程
。

它是忽略了材料的强 度
,

把

本文主要根据郑哲敏的讲稿整理而成
,

参加工作的街有段祝平
、

淡庆明
、

刘小苹等

因篇幅较长
,

故分两期登载
。

本期介貂前两部分
,

下期介貂后两部分
。

·



固体材料当成理想可压缩流体处理的一种固体物态方程
。

我们将先介绍量子力学和统计

物理的墓本知识
,

然后导出德拜 升 理论和米
·

给吕乃森方程
,

并指出如何根据

平板撞击的试验来确定方程中的未定参数
,

以便确定金属材料在高速高压下的物态方程

的适用形式
。

县 量子力学的基本概念

量子力学研究的是微观粒子 如电子
、

原子 运动的规律
。

大家熟知
,

物体作机械

运动
,

当其速度远小 于光速时
,

其运动规律是由牛顿定律支配的
。

但实验表明
,

这种经

典力学理论 包括经典的电动力学和经典的统计力学 不能用来描述微观粒子的运动
。

其基本原因在于微观粒子具有波动和粒子的两重性
。

试以如下几个例子说明
。

黑体辐射 所有物体 具有温度 望 都能辐射能量
。

这种辐射是通过电磁波方式进

行的
。

电磁波传播的速度等于光速
,

而其频率 , 或波 长 可以不相同
。

另外
,

某物

体也具有反射和吸收另一物体的辐射的本领
。

如果某物体全部吸收投射于共上的辐射能

量
,

就称为绝对黑体
,

简称为黑体
。

例如一个空腔便可视为一黑体
。

当空腔内部的辐射

处于平衡状态时
,

腔壁单位面积所辐射的能量和该面积吸收的能量相等
。

实验指出
,

频

率在 。 到 。 之间
,

黑体单位体积所辐射的能量氏 , 只与频率 护 和黑体的绝 对 温度

望有关
,

与空腔的形状及组成物质无关
。

为 了求出
,

一 。 ,

的分布公式
,

年维

恩 旎 从热力学的角度进行计算
,

推得的公式是
〔 ’

, , 夕 、
少 一丁 不

,

一 矛 夕
夕 “

‘ ’ 产

一

其中 是光速
。

后来
,

维 恩对黑体的辐射和吸收过程作 犷某些简化假定
,

得出
, 。一 。 。一 “ 一异 。

一

其中
,

和 是常数
。

这个公式只是在 。 较高 波长较短 时才和实验相符
。

后 来瑞利

叼猫 和金斯 根据电动力学及经典统计理论的能量均分定律
,

求 得 的

公式是 ”

凡 少
派卜 “

忍 了 夕 一

共中
, 。是光速

,

沦是玻耳兹曼 招 常数
。

这个公式和维恩 公 式 一 相

反
,

它只是在辐射频率 “ 较低 波长较大 时和实验符合
,

而在频率较高 时 与 实 验不

符
,

见图 一 。

因此
,

为了推导一个与实验符合的
,

分布公式
,

经典理论遇到了困难
。

氢原子的光谱线 人们在实验中发现
,

氢原子的光谱是由五组尖细的谱线组成的
,

分别分立在紫外线区域
、

可见光区域和红外线区域
。

这些区域中的每一条谱线代表氢原
一

子发射或吸收的频率为一确定值的电磁波
,

其频率 二 的大小可以由 巴 耳 末 叭

经验公式给出

一凡 一汗一盛
九

一



式中
,

为光速
,

为一恒量
,

称为里德伯 常数
。

若取。一 饥一
,

, · ·

一
,

可得到紫外光线区域各谱线的频率 若取、一
,

、一
, , · ·

一
,

则
一

可得

到可见光区域的各谱线的频率 同样
,

取 、一
,

仍
, , , ”

·

⋯时
,

可得出红 外线

区域各谱线的频率
。

巴耳末公式 一 表明
,

氢原子光谱 ‘于,每条谱 线 的 频 率 可以写

成两项之差
,

每一项等 于
一

会
饰 为一整数

。

但是
,

按经典电动力学的、法 、原 。

是由一个原子核和一个绕核运动的电子所组成 正如地球绕太阳运转一样
。

电子处 于原

子核的库仑场中
,

其能量是连续变化的
。

电子在运动中不断以辐射方式发射出能量 因

而该原子系统 一个原子核加上一个电子 的能量不断损耗
,

电子运动的 轨 道 越 来越

小
,

最后跌人核中
。

所以可见
,

这样的原子不可能具有稳定状态
,

同时发射出来的辐射

谱线是连续的
。

这个结论和实验所观察到的氢原子光谱线是分立的尖细线以及原子存在

稳定状态相抵触
。

光电效应 一束光线照射到金属表面时 金属表面便有可能发射出电子
,

形成电子

流 亦称光电流
,

这种现象称为光电效应
,

为赫兹 七 在 年所发现
。

实验

指出

若要产生电子流
,

入射光的频率必须大于某一确定值
。。 , 。

金属不同
,

从 的 直亦

不同
。

换句话说
,

如果入射光的频率小 于该金属的 。
。 ,

则不论光照多强
,

均不 会产生

电子流

金属表而发射出来的电子的最大动能与光

厂一一一一
一

不万 一一门 的强度无关而与光的频率成线性关氯

卜瑞利
一
全斯雀戈

才飞

二

波 长 ‘反策
、 ,内

图 一

光电流的强度 即光电子的数日 与人射

光的强度成 正比
。

按照经典理论
,

光是电磁波
。

光的能量取决

于光的强度
,

即取决于电磁波的振幅而与频率无

关
。

这一点和以上实验是不符的
。

另外
,

经典理论在解释其他问题如低温下固

体的比热等的时候亦遇到 了困难
,

因此在本世纪

初至 年代促使不少科学工作者从事进一步的理

论研究
,

建 认了一 门新的研究微观粒子运动规律

的学科 —量子力学
。

普朗克 玩 于 年首先引进了量子的概念
,

成功地解决了有关黑体辐射

的问题
,

导出了与实验相符的
, , 分布公式

,

见图 一 。

他假定 黑体是由一系列带电

的谐振子组成
,

这些谐振子的能量不可能连续变化
,

而只能取某一最小单元即所谓量子

的能量 。
。
的整数倍 。。 , , 。。 , ”

一
,

、
。 ,

⋯⋯
。

这些分立的量值表示 了谐振

子的能级
。

因此
,

辐射的过程也是不连续的
。

辐射与物质发生作用时
,

必须以整个量 子

来进行
。

根据经典统计的理论 见下面的运算 振子处于第 。个能级即 刃
。

一、
。的几

”

率
,

与 己 一成比例
,

所以振子的平均能量是



。 ” 召 。

又 刀
, 召一初

,

￡。 艺 几 “ 了

八

认界
林

艺 “ 子

钊。习一一
︸刃

一月

。

知。一﹄一
。一无

再将这个平均能 量乘 空腔单位体积频率 。 到 , 十 。 之间的振子数日

个式子在 给出说明
,

即得黑体辐射公式

汀 班
, ,

这

凡 , 刀
河少

一 护 一

将公式
一
和维

碑

恩的普遍公式
一
相比较

,
一

可以看出
, 。。必须 与振 子的固有

频率 。 成比例
。 刀 一

式中比例常数 称为普朗克常数
,

由实验定出为 只 一 “
尔格

·

秒
。

是
一
个甚本物

理常数
。

能量的最小单位 , 称为量子
。

爱因斯坦 乃 七毓 根据普朗克的假设 于 年提出了光的波
、

粒 两 重
矛

性理

论
。

他认为
,

光辐射过程不仅是在发射和吸收时以能量为 “的微粒子形式进行 而且这

种形式在空间还以光速 传播
。

这种粒子称为光量子 简称光子
。

根据这个理论
,

他成

功地解释了光电效应的规律
。

当光照射到金属表面时
,

能量为 。的光子被金属的电子所

吸收
。

电子把这能量的一部分用来克服金属表而对它的吸引
,

另一部分就是离开表而后

的动能
。

这可表示为

几‘一 刃乙叩
乙

一九夕一 理
艺

一

式中
, 。是电子离开表面后的速度

,

仍是电子质量
,

附
。
是逸出功

。

利用式 一 可以

正确地解释光电效应
。

当光子的能量 。小于评
。时

,

不论光照多么强
,

金属电子所获得

的能量不足以克服逸出功
,

从而不会产生光电流
。

但当 评 。时
,

电子便能逸出金属

表面
,

其动能仅和光子的频率 “ 有关
。

光的频率决定于光子的能量
,

而光的强度取决于

光子的数目
。

这样
,

经典理论所不能解释的光电效应得到 说明
。

同时
,

爱因斯坦依据

相对论的基本关系

一饥 一

式中
,

刃是光子能量
,

、是光子质量
,

是光速
,

推出 了光 户能量和动量的关系

一 夕 一

但按式 一 ,

有

一 护 一

故得
夕

一

或写成矢量式子



护

一 二一 几 一
。 儿

勺 匆

一

式中 表示光子运动方向的单位矢量
。

很明显
,

关系式 一 和 一 把光的波动

和微粒的两重性质联系了起来
。

能量 和动量 夕是描写粒子性质的
,

而频率 和波长 入

是描写波动性质的
,

其中普朗克常数 起着重要的作用
。

玻尔 于 年对氢原子光谱线系的巴耳末经验公式给出 了正确 的解释
。

他认为
,

电子在原子中不可能沿着经典理论所允许的连续轨道运动
,

而只能沿着某 一组

特定的轨道运动
。

电子在这些特殊轨道内的运动是稳定的
,

称为定态运动
。

电子处于定

态时
,

具有一定的能级 召
, 。

这时既不吸收亦不发射能量
。

只有在从一种定态跃迁 到 另

一科
,

定态时
,

才能辐射或吸收能量
。

假定电子从能级 刀
。

跃迁到能级 刃
、

则电子所发射

或吸收的光子的频率为 。
,

满足

,一
胜上了、

。
一

二

为 了确定电子允许的轨道
,

玻尔将电子看成是具有一个 自由度即为一个广义坐标

所确定的微小质点
,

并假定

乡、
一戚 一

式中尹为 所对应的广义动量
,

是普朗克常数
, 、称为主量子数

。

这样
,

通过简 单运

算可求得在第 二 个轨道上电子的能量为
二 娜

。
”

一 一一
‘
不丁 气 ”

肠
‘

九 ‘
, , 一

将式 一 代入式 一 ,

可得
一肺
一一式中户是电子质量

, 己 为电子的电荷
,

人

电子从 。能级跃迁到饥能级所发射或吸收的光子的频率
。

一凡二多
。一

里少 亡

。 为

盯人“

一 比较
,

一

将式 一 和巴耳末经验公式
可得到里 德 伯 常 数 , 一、箫

士 厘米
一 ’。

这样
,

玻尔的理论就正确地解释了氢原子光谱线的问题
。

由于受到普朗克和爱因斯坦理论的启发
,

德布罗意
一 于 年提出了

一切微观粒子 如电子
、

原子和分子等 都具有波
、

粒两重性的假定
。

而 且
,

类似光子

的公式 一 和 一 ,

把微观粒子的波动性和微粒性通过 卜列关系联系 起来
刁 一 夕一人。 一

一又
人无 一

式中 刁刃 表示粒子的能量 动能加势能
,

表示动量 为 一矢量
,

反映 了粒子的微

粒性
, , 和 入为表示该微观粒子的波频率和波长

, 。是角频率
,

表示波阵面法线方向

的单位矢量
,

为波矢
。

具有一个 自由度的单个自由粒子
,

在运动中其能量和动量保持恒值
,

所以表征该 自

由粒子的波的频率和波长也保持不变
。

这种波就是平面波
,

并可用波函数



州布阮德卜用一 。‘ 一梦

的实部表示
,

共中 二 表示波运动方向的坐标
。

入
,

得

一

罗 意 关 系 一 和 一 代

梦 且 幸
‘”’ 一 刃 ‘ , 一

这就是表示 单个 白由粒子波动性的波函数
。

该平面波称为德布罗意波
。

德布罗意开

始提出微观粒子具有波动性的看法纯粹是假设性的
。

后来
,

这个假定通过电子衍射的实

验得到 了证实
。

对描写单个 自由粒子状态的德布罗意平面波 一 可以提出两个问题 这

种波函数具有什么物理意义 如果该粒子处于保守力场中运动时 如电子处于库

仑电场中
,

则表示该粒子的波函数随着空间和时间的变化应该满足什么样的方程

先来讨论第一个问题 —波函数的统计解释
。

这是由玻恩 首先给出来的
。

玻恩在分析电子衍射实验的基础 匕 对波函数给出了统计解释 波函数 梦 气 夕
, ,

在空间某一点 二 ,

夕
,

的强度 即振幅绝对值的平方 梦
’一梦梦 和在该点找到

粒子的几率成正比
。

换言之
,

望梦 二 夕而 表示在点 二 , 夕,

附近一个小 体 积 微元
牛 夕击内找到粒子的几率

。

因此有

梦 一 甲梦
’

一 ,
一

其中
,

毋 是毋的共辆复函数
。

式 一 表示在整个空间找到粒子的几率等于
。

同

样
,

对电子衍射实验图片的分析
,

完全支持玻恩的把波函数看成是几率波的统计解释
。

再来讨论第二个问题—薛定愕 方程的建立
。

波函数望随时 间 的

变化究竟应该满足什么样的规律呢 众所周知
,

在经典力学中
,

当运动质点在某一时刻

的状态 即位置和速度 已知时
,

以后的运动状态就由牛顿运动方程所决定
。

对微观粒

子而言
,

情况是类似的
。

如果某一时刻的状态已知
,

则以后时刻的状态也应该由一个方

程所决定
。

但微观粒子的状态是用波函数来描写的
,

所以决定波函数的方程不再是牛顿

方程而是下面所要建立的薛定愕方程
。

先将式 一 改写为

梦 一

井
咬君 ‘ 一 · , 一

少仁
「
牛

,

一尹
二 夕 , 尹

一劣 十夕 十

表示微观粒子在笛 卡儿坐标 二 ,

夕
, 么 内的动量和位置

, ,

是 三个坐标轴 的 单

位矢量
。

对式 一 作简单运算可得

梦
刁云 是

一

、 或“ 丫一

叮
一

梦

毋三

淤十 ,萝 丽
了 梦三

尹墓 尹

一
一

人〕
’圣丫

一

一

, ·



或
尹 甲一 一么汽军

·

公人甲 犷

其中、为梯度算符
。

从式 一 和 一 可以看出 粒子的能量刃和动 量矢 分别

与下列作用在波函数了上的算符相对应
二

刃

一
乞九 一孔 一

一落汽 一

比较式 一 和 一 可得
。。

城 臼居
一

二 一 梦

但对自由粒子有

一

一

其中 , 是粒子的质量
,

如运动速度远小于光速 时
,

响
,

而视饥为常数
。

利用式 一 ,

则式
一

‘ 蟹 汽
。

么 斗只一 一登二 毋“ ” 日云 一 饥 一

可不计相对论给出的质 量 变 化 影

可简化为

一

这就是 自由粒子波函数所满足的方程
。

如果粒子处于有势力场 中
,

则其能 量

刀为其动能和势能之和

夕
, 了 一 、

五 一 石蕊丁 卞 口 气
, ,

‘ 了 ,

一

如将上式两端乘以波函数梦
,

并取式 一 中刃和 所对应的算符代替刀和熟

则可得
‘ 梦 亢

,

。
,

, 了 , 、 。。

忆九万了 一厄丽
‘

望 十 口 又 望
一

上式就是单个粒子在有势的力场 中的波函数所满足的方程
,

最先由薛定愕所

建立
,

称为薛定愕方程或波动方程
。

对多粒子系统推导薛定愕方程的方法是相同的
。

我

们只需列出这个系统的经典能量守恒方程
,

然后用式 一 中的运算子代替动量和总

能量
,

就能得出这个系统的波动方程
。

值得指出
,

方程 一 完全是从形式上建立起

来的
,

但大量的实验证明
,

它正确地反映了微观粒子的运动规律
。

下面讨论定常情形
,

即粒子的几率分布不随时间而变化的情形
。

利用分离变量法
,

毋
,

一梦 一万
具有这种形式的波函数所描写的状态称为定常状态或简称为定态

,

这时
,

一

其几率密

度

梦
,

坚
‘ “

与时间无关
。

将式 一 代入式 一 得

一

知静
’

。
口

·

二 ,一“
·

梦‘ ’
一

对具体问题
,

当给出 时
,

利用适当的边界条件便可求解方程
一 。

此方

·



程是线性齐次的
,

故仅当丑取某些给定的常数值
。 , , , ,

⋯⋯时
,

才可能求得非

零解
。

这样的
、

称为方程
一
的本征值

,

对应干
。

的解 梦
。 护 称为方程 一

的本征函数
。

从物理意义上来讲
,

这指出粒子的能级不是连续的
,

而只允许取某些特定

的值 另外
,

粒子只能进行从一个能级到另一个能级的跃迁
。

我们试以两个具体例子来

说明
。

一维线性谐振子 所谓一维线性谐振子 就是在 二 方向作简谐振动的质点
。

如取弹
二

、 、 , 『 , , 、 ,

黄常数力
,

其势能为 万 一批
‘

则经典力学给出的解是

劣 。云 占 一

其中 。 一扩冬
,

振子的频率 , 一 件 、是振子的质
。

现在我们从量子力学的角度
’ 军 ,, ”肌

曰 八 ’

一 汀
’ 一 刀践 刁 曰 ’

只
。 」一 刊 ‘, “月 、 该 尹 丁 曰 砂 产

’

来计算谐振子问题
,

即由方程 一 求出谐振子的可能能级和波函数
。

一般讲
,

任何

一体系 如固体中的原子 在其稳定平衡位置附近的运动都可以用线性谐振子来描述
。

下面在推导固体的状态方程时
,

就是把固体中的原子看成是线性谐振子
。

, , , 、

将 势 能 口 劣少 一石 拙
‘

‘

‘ 。 二 、

一

饥。
‘ ’

男 ‘ 代入万程 一 , 一

且令

叽
入一 一下一刀

,

几
苦一斌

一

百二 一

则可得

立
一

约梦 一

波函数的性质要求当荟价 时 蟹价。
,

可以证明上式的解为

、声

,一
宕、

一
子

毋一 一
” 飞 一

其中、
, , , ·“ ⋯

,

为一常数
,

其值可根据式 一 确定
。 ”与 入的关系是

入
, , 刁 、

。 一 气艺了‘十 少
‘

一

因此
,

相应 丁任意一个特定波函数的能级是
,

一‘
一

刃
。

、、
。

‘

这表明
,

仅当谐振子的能量取具有均匀间隔的分立值时
,

两任意相邻能级的均匀间隔为

一

相应的波函数才不为零
。

。 , , 一
。

一加
一

显然
,

这和普朗克的假定是符合的
,

有时 称这样的谐振子为普朗克振子
。

氢原子 氢原子由一个电子 电荷为一 。 和具有一个质子的核组成
。

核的电荷值

为十 。
。

由于核的质量远比电子的质量大
,

所以在讨论电子相对于核的运动 时
,

可 近似

假定核固定不动而电子在固定点电荷为 。的库仑场中运动
。

这时电子具有势能 灼

手
一 ,

、, 其 ,、人式 」一
,

可、寻关于氢原子的波函数所 足的方程

军 毋 一命
一

梦一 梦 一



可以证明 这儿从略

。

方程

一 肚

一 的本征依为

泌百二
几 , 一

其中种是电子的质量
。

因此
,

由薛定愕方程给出的结果和玻尔的理论是完全相符的
。

其他有关求解薛定愕方程的例子可参看一般有关量子力学的书籍
‘“ ’。

县 量子统计的基本概念
〔“ , 〕

统计力学研究的是物体内部的微观运动与宏现热力学性质的关系
。

和经典热力学不

同
,

统计力学要从物质的微观结构出发来研究物体的热运动
,

并认为
,

物体都是由大量

的微观粒子 原子和分子等 组成的
,

而物体的宏观性质可以直接从对这些大量微观粒

子求统计平均值的方法得到
。

如果组成物质的微观粒子的运动状态是用经典力学方法描

述的
,

则这就是经典统计力学的课题
。

如果用量子态来描写
,

则就组成量子统计的研究

内容
。

我们假设 习是某一处于热力学平衡状态的力学系集
。

该系集由 个完全相同的微观

粒子 原子
、

分子或谐振子等 组成
,

具有总能量 和宏观体积
。

同时我们假定这

个粒子之间的相互作用很微弱
,

因此该体系每个粒子所具有的能量之和就等于刀
。

统计

力学的一个重要问题
,

是确定总能量 是如何分布在这 个全同粒子组成的系集上的
。

如果微观粒子是用量子态来描述
,

这些量子态由各种可能的不连续的能级所组成
,

则量

子统计的一个主要 目的
,

在于确定刃是如何分布在这 个全同粒子的所有各种
一

可能的量

子态上的
。

为了把问题说得具体些
,

我们假定每个粒子可能有的能级为。
, 。 , , 。 ,

⋯⋯
, 、

,

⋯⋯
。

在 个粒子中
,

处 于能级 的粒子数为
,

处 于能级 。 的粒子数为 处 于第

个能级 价 的粒子数为 , 。 于是显然有

艺 ,一 一

艺 , , 刃 一

满足上列两条件的分布
, , ·
一

, , ,

一 的数 目是大量的
。

令 口 等

于所有各种可能的排列组合的总数目即 个粒子的所有可能的量子态的总数目
,

有

口 艺 砰 , 一

刃 了‘

另万 了 一 刀

其中 力一
, , “

一
, , , “

一 表示在
, , ”

一
, , , “

⋯
这组分布确定之后

,

在 个粒子中选择这组分布的所有各种可能的方法的个数
。

譬如我

们总共有 个粒子即 一
,

每个粒子可能有 个能级 “
, , 。 , , 。

如果确定 了 一

组分布为
, , , ,

即有 个粒子处于第一能级
,

有 个粒子处于第二能级
,

有

个粒子处于第三能级
,

也有 个粒子处于第四能级
,

则从 个粒子中选择这组分布的

方法的数目为评
, , , 。

由统计力学知道
,

系集的嫡 为



无 、口 一

式中 无为玻耳兹曼常数
,

等于 火 一 ’“
尔格 度

。

另外
,

当粒子数目 很大时
,

可

以证明

口 , 、 。 一

所以
,

系集的嫡近似有 而这个关系在 很大时
,

是很准确的

无 飞 。 。 刃 , 一

为了求 。 。 二 ,

首先必须求 和分布
, , ·“ 一

, , ,

⋯⋯ 的关系
。

在量子

统计理论中
,

一般有三种统计方法
,

即经典的玻耳兹曼一麦克斯韦统计法
,

玻色一爱因

斯坦 明 一 沁 。 沁 统计法以及费米一狄拉克
一 统计法

。

经典的玻耳

兹曼一麦克斯韦统计是后两种统计在高温下的极限情况
。

以下只讨论经典的统计方法
。

玻耳兹曼一麦克斯韦统计法认为
,

在 个全同粒子中
,

每个粒子属于第 歹能级 ,从

而落在 , 中的几率是相等的
。

故有

叫凡
,

凡
, “ ””

一瓦 万 两乳下不而丁
一

这个式子是容易说明的 在对 个粒子进行排列时
,

交换粒子的次序
,

如不计是否

在同一个 , 中
,

则总的排列数目显然为
。

但在同一个 , 内交换粒子的次序并不产

生新的分布
,

故应在总的排列数中除以在同一个 ,内的排列数 ,
,

故得式 一 。

下面
,

我们求一组分布
, “

·

⋯
, , , ”

·

⋯ 使
, ,

,’’一
, ”

⋯⋯ 取极大值
,

亦即使 取极大值
。

这可用通常的方法进行
。

即当 ,改变 了时 ,

改变了
。

欲使选取的一组 , 使 取极值
,

必须满足极值条件
、 一 一

但 , 的选取不是任意的
,

它们必须满足

舀 一艺 一 一

一习 。 , 一

为了求出 , ,

采用拉格朗 日未定乘子法
,

即将求有条件极值的问题化为求无 条件

极值时常采用的方法
。

现以 入不 孙分别乘式 一 不 一 并和式 一 相减
,

得

一 入 一 环 一

利用式 一 经过简单运算
,

式可化为

艺仁一 ,一 入一 拼。 」占 ,一 。 一

因 , 除其中的两个以外 是任意选取的
,

而 入和 户又是待定常数
,

因此 可以取

三飞 , 入 环己 一 一

,一 己

将式
一
代入式 一 ,

可得

一 久 一 产
卜 一



一

所以有
一 ’一 。

刀 , 二 二 两 。

艺己
一

再将式
一

代入式 一 得

艺 ￡

艺
一 , , 二下诬 一

,

公式 一 和 一 是经典统计中的基本式子
,

称为玻耳兹受分布律
。

它原则

上已经回答了我们的问题 总能量 是如何分布在 个全同粒子的所有各种可能的量子

态上的
。

从公式
一 看出

,

要完全确定 , ,

除 了要知道能级 。 , 的具体表达式外
,

还 要

求出 脚来
。

我们可以证明 灿和温度 的关系是

为此
,

先引进函数

一

而

一艺 己
一 “

一

一

脚

称为系集的配分函数
,

它在统计力学中起着十分重要的作用
。

从下面的计 算 可 以 看

出
,

当配分函数 确定后
,

所有的热力学函数便确定 了
。

首先计算 。 。 , 。

利用式 一 ,

得

万
。 一 、

, ,

二 止 卜
·

⋯ 产 ⋯⋯
一 一 艺 一 , 一

当 充分大时
,

有斯特林 七 近似公式

一 一

因而式 一 成为
。 。 二去 一 名 , , 一 , 一

了

利用式 一 和 一 将 , 和 改写为
一 。 。

‘

牡一 。一
。

乡
一 一几护

一入 一

月 一 刁户

一 一 乙 , 一

了

一

然后代入式
一 ,

并利用式 一 和 一 ,

即有

‘ 详二一
‘,‘ 一手

,〔‘” 一‘” 一拜“ ,

卜 “‘ 拜

所以
,

按式 一 的统计定义
,

有

班仍
。 刀
无 么十如

另外
,

利用热力学关系

一

一

一

,

一一
刃刀︸夕一七



便可证明 护 一 。 为此
,

先写出

了 兰、
了卫圣、 乙丝 、一兰 些五

, 、粼 八 、夕刀 八一 了塑 、
日灿

十 研 呵器
一‘万

·

引
一

品补
一 ”‘

一

门、、一丑一补一刁一吸

根据式
一

习
灿 一

有

布丈
· ‘

篇
乙

一

、口
石一拜夕一

叮、、、

样
‘翔

十刀
,招

但能级分布勺只是体积 的函数
,

所以式 卜 可计算得

韶
一

一“
·

娜
一、一

”‘ ,十二 十呵器
二

一
‘
·

令孙一
“ ’

一

卜而 无户了过些 、
日灿

皿 刃
户

希环
灿
了迢竺、
、沙灿

一

因此
,

比较式 一 , 一 和 一 ,

便 可得到参量 户和绝对温度 望的关

系式 一 。

这样
,

配分函数 可以表为
已

一习
一 无 一

了

我们再用配分函数 来计算热力学函数
。

计算是很简便的
。

内能 按式 一 有

一 正 一
一娜一

一
一
一一一

嫡 习按式 一 有
一‘ , “ 十

豁籍 一

自由能尸按其定义有

丑一 一 无 一

压力 尹可表为
,

一 琴、
一 讨旦宾导多

、 口 犷 口 厂 」

一

系集的烩 可表为
一二、 , 。一 、。 旦誉护

, 。 旦黔 一

县 德拜近似下固体的状态方程

从公式 一 可知
,

对任意系集 气体
、

液体或固体
,

为了推导 其 状 态 方

程
,

即 尹一 一 关系
,

只要计算出该系集的配分函数 就行了
。

配分函数的定义是

巴毛
万 艺 召 儿 , ’ 一

进而可知
,

为求万
,

需要确定由 个全同粒子组成的系集 的能级分布 。
, 。 ,

。, ,

⋯⋯
。

现在我们假定系集 是固体
,

而固体多半是由一个晶体或多个晶体聚集而成

的
。

现在假设由 个原子所组成的晶体的能量刃可表示为



一 二 刀
, 一

其中
,

第一项 只是体积犷的函数
,

表示晶体体积等于 时所具有的势能
,

第二项
,
·

表示晶体原子热振动对能量 的贡献
,

它既和温度 有关
,

也和体积 有关 在绝对零

度时
, , 等于零

,

故 抓 表示绝对零度时系集 的内能
。

在物质处于固态时
,

因为

密度 户较大
,

所以 刃抓 不能不计
。

由 个原子组成的晶体
,

每个原子在其晶格平衡

位置附近作微小的简谐振动
,

具有 个自由度
,

所以 个原子的系集 共 有 个 自 由

度
。

如果把这看成是在 个不同方向作简谐振动的普朗克谐振子
,

则根据前面介绍的

一
、 、 ‘ · , · · · · ·

一 一 一
‘

八
,

量子力学的基本概念
,

谐振子的量子态为 。 , 一青一十 加
,

这样
,

关键就在于确定这“‘ ,
’

下
一

,咔 ‘。 ’
“口 刀 ” ‘

助 沙 一 ’ 一 ’

一
,一 , ’ 了 、 似“ ‘ 今 ’ 一

个谐振子的频率 , 或频率 , 的分布了
。

最早
,

爱因斯坦 曾假定这 个谐振子的所有振动频率 。 都是相同的
,

因

此 可以求出每个振动 自由度的平均能量 “
,

而总能量是
。

计算如下

对频率为 夕 的谐振子
,

其配分函数
,

为

‘一澎
一 士“ ’‘

” ‘“ ” 一 艺, 里、

一 一
一 , 、

一

其中用了公式艺砂一
一男

二 。

将式 一 代入公式 一 ,

得

一 ,

⋯
。 ,

九夕
￡ 布

’‘ ,

一不于万一一 一 下石 十几 万瓦硫 下一 几一
口 工 ‘ 。 —

一

所以总能量可以写成
一 石

二 一孺嘿孕兰
了 二 二

口 一

一

其中 和 , 可根据实验来定
,

与温度无关的能量 川 已并人 刃袱 川
。

爱因斯坦的上述公式只是一种粗糙的近似
,

因为晶体原子的振动频率是 多 种 多 样

的
,

必须考虑各种频率对能量的贡献
。

现在假定在频率 。 和 , 十 , 之间的谐振子数 目等

于
, , 个按玻耳兹曼公式 一 ,

频率在 。 , , , 之间处于第 , 个能级的谐振

子数为
, 。 , ,

则有

万
, 。一 专

‘ · “ · ‘“ ,

习
丹

一 令
。 、介 , , 生

,

、 二 ,

口

一
,

一
一 “ ” ’“望 一 ’‘“ ” 左 一

飞

一

因而
,

如果频率在 价

的公式相同
,

有
,

“
咖 之间的谐振子对能量的贡献为 刀

, 。 ,

则和爱因斯坦

「几刀 粉

夕 。“几 八 , 一

丁十
一尹 函

一

。
’

二
一 一

因此
,

当频率从 变到某一最大值 护。时
,

原子的谐振动对能量 的贡献 君
,

为
, 仍

‘ ,

一 “
,

“一 万
,

以
一 、乃二小

·“·
一

此外
, ,

的选取必须满足条件
”番

,

一 一



为了计算 德拜 干 年作了一个近似假定
,

即把晶体看成是各向同性的连续

弹性介质
,

而 面欲求的 个频率可以取为和晶体具有相同弹性常数 弹性模量 和

泊桑比 , 的连续体的 个最低的白振频率
。

众所周知
,

在各向同性弹性体中的某一

给定方向 方向余弦为。。夕
二 ,

勿 。夕
、 。 夕 上

,

可能传播着两种弹性波
,

一种是

。
。 。。 ,飞

、
二 。

, 一卜 。 二。泪
,

、 。、
一

。 二 ,

二 。、 , , 。, 卜
、

,
, 一 , 一

一 一 、 一一
膨胀波

,

即振动方向和波的传播方向 一致的纵波
,

波速等 、“
‘一丫诚厂圣斌年心

一

,

。 。 , 、 。 , 、 。 , ,

,
一

。 小 ,
一

, ,

、、 。 ‘ 二
,

与 、 , 二二 占 , 。 ,

、 、 , , 、二
止

‘

一豆一夕〕一州
, 力三因可 兰之利义 , 以 几览 刃 日 个 赵义汀 , 万 目 刀 个目二 塑三 刊 个冉 趁义 门反迷 幼

‘ 侧 下 二兀下
一刃万 。

’ 乙 、 十户 少

为了求出在体积等于 厂的连续弹性体内所有可能的频率值
,

我们只要求出具有波长 入的

所有可能值来就行了
,

因为波长 入和频率 , 的关系满足

对纵波

对横波
一

一一补沁

为了决定波长入的所有可能值
,

我们假定介质被装入边长为

即盒内每点的坐标 , ,

岁
, 之 满足
二 ,

罗 石
,

《 之《

产护的正方形盒子里
,

一

入
,

入
则沿三坐标轴传播的波

,

其半波 长 扩
, 石兰

自
月

自 夸一定是盒
一

长五的整数倍

入
‘

一 卫尹
一 ,
入、一臀

,

入 一赞
一

,
, 几 为整数 ,

一

而沿任意方向传播的波
,

其波长 入一定要满足
入 入二 。 。 夕

二 , 入一 入 , ,

入 入
。

夕

其中
‘ , , ,

夕是方向余弦
,

因此有

夕
, , 夕

。

一

于是得

一

一

劲
一

切
“

幼
’一 ‘ 一

将前儿个式子整理一卜
,

可得
艺

十“
‘

十昭一气犷

因此
,

例如对
一

纵波
,

共波长大于入‘也即频率小于 “ 的可能的波的数目
,

式的正整数 乙
,

哪
, 。 的个数

,

也即等于在圆球

一

是满足 上

仍 、、 、之 一

子 一

内
,

具有正整数的点 二 ,

夕 , “ 的个数
,

在数值上正好等于该圆球体积的八分之

一、 二 。 卜

一丁 兀气一入
一

户一亏
一 汀为 ‘

一

万 一

粉

门

尸 口

一

同样也可算横波 因横波有两个
,

其波
一

长大于 入
,

或频率小于 , 的可能的波数为上

式纵波数的两倍
,

故频率小于

以 为 一石

二 的独立的横波和纵波的总数是



知
·

寺 音一 成
一

含 一

其中取 满足

声 一下。一十一二弃
七

一

对总的波数的公式微分
,

便求出频率介于 。 、 二十 。 之间的独 妇均波数为

月 声 少一招盯 尹了
’

尸 夕
一

故得
,

二

券 一

、,此式代入
, , 一

,

可求得最大频率为

专
火
一

丽犷
一
户

’

“一 一

可见
, , 只是体积 的函数

,

与温度无关
。

求得 了
。

便可求出配分函数
,

从而在德拜近似 「可求出固体的所有热力学函数
。

我们先求内能
。

将
,

代人前面 的公式
一 ,

得
卜

, ,

「
五 丫一 、“

,

「泛 十 几

夕 夕

死了一

二

厂

无了一
」
一 · ‘一“ ,‘ ’加

叮飞,‘

一
,一

引进符号 二
,

夕刀和函数 二

劣 几
沁

苦
”

普
己歹一

一

公广龟、、

仍
夕,允一

一一力
月口恤叮

扩
︸

厂
︷而

一一公

。 具有温度的量纲
,

称为德拜特征温度
,

数
。

这样
,

就有

它只和体积有关
,

而函数 二 称为德拜函

。 、二 , , 、 、 , , 。。 了、

五 甲
一

不一工 布
,十 布

’

刀
己

一当

上式右端第一项只和 气 有关
,

因而只和体积 有关
,

于是可将它归人 二 中去
,

故

一般写成
“一 万‘

一

匀 一

所以能量
一

可表示为

二 一二二 。 、 、、

峨今 一

这样
,

利用关系式 一 积分
,

可以求出配分函数
,

它满足
、、,、、,夕笙

一

百、、犷、
、

希

口力

一 一
一 丁 一

于是可以求出其他的热力学函数
。

计算 自由能
,

由公式 一 得

尸 一无 尹

一 二 。 一 。
一

华 一 ,
一



计算嫡 召

。一 、、 ‘ 么
了,

蚤
一 「“ 一 夕 〕

岁
一

仁 ‘ ” 二 一 兀 一 、 。 一 。一 、 。 二

、 、 , 二 , , 、 , ,

一万厂 尤止 里
’

刀 劣 一 恋艾
’

一‘
工

」

一 。 可李、
一 、 。〔 一 。

一

争
‘

一

最后
,

求状态方程
。

将式 一 代入式 一 ,

且利用德拜函数的性质
, , 、 ,

刀 男 一了二 一讼
一 男 一

可得到德拜近似下固体的状态方程为

、

夕 一 不订 矛
、 口 少

一 , , 、

方少
一五 厂 少一一 于牙

夕 。 、
‘

气一下

一

﹃
‘万

八
刀

或改写为
下 一

尹 十 一万牙 石 , ,

一尹 十
犷

下 一
二二 生乡一五 二
厂

、

一

一

上式的第一项 尹二 只是体积的函数
,

即原子的热振动对压力的影响
。

要采用德拜近似下的状态方程
,

即 如何定德拜特征温度

, 、 、 、 , , , ‘ 。 , 一
,

二

与温度尤夭
·

农不得压
,

弟二坝 介 五
,

农不热压
,

犷

在上面的一系列式子中
,

还有两个问题留待解决
,

如何定 二

这里只对 的定法说几句
。

一般有两种定法
。

一是用试验确定固体比热
。

从而求

出
,

因为按定义
,

有
。

一
瑟

二一

势
。一 、、 。

一

今
一

一

今
·

。
, 一

夸
无 劣 一 劣

‘ 劣 〕 一

口,

如果我们对某一具体材料用实验定出口
”

一 的关系
,

通过上式便可算出 , 一下
一来

,

从

而得到
。

按照德拜理论
,

只是 的函数 与温度无关
,

而实验证明
,

在一 定的温度

范围内
, , ,

随温度的变化很小
,

从而也说明德拜理论的
一

可靠性
,

列出下表以说明之 〔
。

⋯、 ⋯魂 ⋯魏 ⋯思 ⋯思 又‘ ⋯魏 ⋯
“臀“

温度范围 ‘
。

, ⋯ 一
。

一 一⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯
。

一
⋯

‘ ,

⋯
,

⋯
‘ ‘ 。



另一 ,
月

确定 。。 的方法是按公式 沙
, ‘

一
兀

·

。 ,

先从实验确定固体中的纵波波

速。‘和横波波速
,

从而算出。
·
和气

, ,

即得 。。一争
。

事实
一 ,

这样算出的。。和
一
二法按

比热算出的 差别并不大
,

这 一点也正好证明 德拜理论是对实际情况的良好近似
。

如

对铝 入 来说
,

按比热公式算出的夕
,

而按弹性系数求出的 夕 一
。

又

如铜
,

按比热公式求得的口。一
,

而按弹性系数求出的 一
。

关 于 一刀 的计算这里不介绍 了 可参看钱学森著 《 物理力学讲义 》
‘“ 」的

有关章节
。

恳 状态方程的试验确定

前面介绍的德拜理论
,

近似地描写了固体的热力学性质
,

并导出 了如热压 尹
,

热内

能 刃 等热力学参数
。

但是
,

这些与系集的热运动有关的参数
,

仅仅是各热力学函数的

一部分
,

反映在由德拜理论导出的物态方程 一 中
,

冷压 尹二 和冷内能 、 ,

都是

德拜理论并没有告诉我们的未定函数
。

而在分析破甲等一类高速高压现象时
,

这些参数

必不可少
。

此外
,

德拜理论也未能给出物态方程 一 中的重要参数 称为

给吕乃森系数 的简洁表达形式
。

所以
,

为了确定一个比较接近于材料在高速高压状态

厂的状态方程
,

并且能实际应用于分析计算工作
,

根据前面几节的分析
,

价亩着重介绍

以方程
一
为依据

,

结合平板撞击实验来确定物态方程的工作
。

为此
,

我们取方程
一

作为讨论的出发点
,

但改写为

尹一 尹 一
,

一

杯‘五 一五
“ 厂 一

共中

尹了
万

一 一 一刁不分
一

此方程称为给吕乃森方程
,

其形式和德拜方程相同
,

仁其中的 厂
,

尹 和刀二

需要通过实验来定
。

方程 一 中的 一 下 厂 称为给昌乃森系数
,

它只是比容

的函数
。

先讨论给吕乃森系数 和冷压 夕二 的关系
。

「〕前
,

文献上通常采用两种关系

斯莱特 时 关系或达格代尔一麦克唐纳 、 一

耐 关系
,

简称
一

关系
。

斯莱特给出的公式是

尹
“

仁厂 少 一
一

五 一 一 万瓜一一一
乙 切少

一

斯莱特在推导公式 一 时
,

仍取德拜的公式
,

即
,

一

。 , 二 、
、‘ , , , 、

、
,

二
卜 卜 , , 、 , 入 , , , 一 , 。「, 、 , ,

, 一

夕夕
一

于
、 , ,

曰 田 工、 、 一 上 ‘ 须 日
, 夕 。 「目 气 、 一 夕 子百 己

,

卜习日 以 声七‘
一

羽 一。 。 力又厂匕 夕
以



一
一

弓胃〕专
一 一 。

架〕户 一

如果不计温度的影响
,

斯莱特假定上式中的 尹用尹二代林
,

这样 可求到

。。一

粉一
七

· 一

哥
一

豁
一

」寺 一

将式 一 代入式 一 一 即得 折莱特关系 一 。

斯莱特公式 一 只是 种近似
,

关键在于对 。
承

的估算式子 一 不很准
。

达格代尔一麦克唐纳建议采用另 一种估算 。 的方法
,

给出的公式是

妈右杜 儿 ,

入 考
一一

刁土

︸一一

侧速探歼 一

靶板

图 一

为 了完全确定式
一

中的 二

个待定函数
,

药、和 二 ,

我们只

有两个关系式 一 和 一 或
一 。

所以还需通过实验来确定另

一个关系式
。

常常采用的实验是平板撞击实验
。

因为这样的实验条件比较简单
,

易于测

量
,

如图 一 所示
。

假设通过实验测得了介质的质点速度 、尸 和激波速度 二 。
,

则利用激波条件可以算出

激波波头上的压力夕。
,

密度 二 和内能刃二
。

如果进行一系列的实验
,

改变飞板的撞击速
、 ,‘

⋯
, , 、 、 、 卜 一 一 一

, ,

一
、 , , , ‘

度
,

从 改变肥板上传描的激菠独度
·

便 得到 药
·

万二 相 厂
一
下一的一系刘数 直

。

往
尸刀

尹一 平面上可得到一条表示 尹 和犷的关系的曲线 口
,

称为激波绝热曲线或兰金一雨

果尼奥 。一 笼时 曲线
,

简称 一 曲线
,

如图 一 所示
。

在不超过约 兆巴的压力范围内
,

许多金属材料的质点速度 、
, 和激 波 速

度、 。
,

都遵守简单的线性规律
舫 。一 十 夕舫尸

结合激波阵而的质量守恒方程和动量守

恒方程
,

便可以得到激波雨果尼奥关系

的解析表达式

,

“ 曲夸戈

、
夕 气 万一 ,

、 口

。一

。 。一 。。 狐 犷

图
一



鉴于线性关系的简明而重要
,

不少实验工作者对线性系数 ‘ 和 做了大量的测量工作
,

现择取若干常用材料的数值如下 ‘
”’“ ’

铝材 料 品 , 大理石 黄铜

毫米 微秒

铜铜铜 铁铁 铅铅
一一一 少少

气只只 只气

金金金 银银 金乌乌

一

一

川一

⋯

上述线性规律被广泛地使用于确定物态方程的工作中
。

一些人正在从不同的角度
,

如晶格点阵的势函数
,

激波雨果尼奥曲线 的外推等等
,

去揭示线性律的 内在的物理内

容
。

也有人在研究平板撞击实验中
,

得到质点速度 二尸 和激波速度 劲 、 的其他经验公式
。

此处不详述
。

应该指出
,

和流体不一样
,

在静水压 夕 不很高的范围内
,

如几万大气压下
,

在靶

板内传播的是弹性激波 激波速度等于弹性波速
,

如曲线 段 或弹塑性 双 波 结 构

曲线 段
。

因此
,

这时按激波条件计算出来的压力只表示正应力 叽
,

和流体静压

力有一定偏差
。

因此在作 一 曲线时
,

在其开始阶段
,

需作某些修正
。

自然 在高压

区
,

因强度因素可以略去不计
, 一 曲线无须修正 了

。

给吕乃森方程
一 对于任意过程都是适用的

,

因此对激波绝热压缩过程同样

可用
,

故有
甲

,

。 。
、

尹“ 一 尹 一杯一又乃 ”一乃
一

其中
,

夕。 和 君二 作为 的函数
,

已有实验求到
。

这样 方程 卜
, 一 和

一 或 一 组成了求出三个待定函数 下
,

夕二 和 的封闭的方程组
,

给出适

当的初始条件便可求积
。

我们计算如下

按式 一 ,

有
‘一 一 尹丑 一

沿着罗三
。

了 的等温过程积分
,

得

二 一

下

。五

夕二 一刀 。 一

式中 。

一 ,
, 望

。二表示材 ,卜在零压 、口零温下的 。匕容
。

“ 。 为某一积分常数
。

将式 一 代人式 一 ,

有
, 二 、 夕 一 夕
欠犷

—
一一飞下 一

—
一

“ 。 , ‘

丫 。兀

下面计算常数值
。。

为此我们取室温条件下的内能 为零
,

并以此作为计算内能

的零点



少
,

厂川
, 一

,

。 二 , 。 , 。 一 。 一

按比热 鱿 的定义
,

有

一

、、矛了岁刀了、

一一

积分 得

一
· ’

‘下 ,〔‘
’ “ ·‘ ,

一
。 ,

“, 〔“‘一
尹二 一 。 一

利用式 一 的假定
,

得

二 。一 。 。
二

,
· 。 , 了 〔,

了一

下 。五

夕、 一

将式 一 代人式 一 ,

便得

夕 , 一 夕

“
注 。 ,

了”“甲一
厂

, 尤 犷 ,
一

十
一

, 「

与‘ 不, 。了

夕 一 尹二
一

万 ,

其中常。 二 一 “。
。

。。
, 了 「

、以按。纷式
一

、
·

算

““一 ‘
。 。

一

势
一

〕
一

勺
一

。
一

争
一

加 一

共中
,

口 。 为 一犷 。时的德拜特征温度
,

一般有表可查
。

如令式 一 的右端和式 一 或 一 的右端相等
,

贝得到 一个关 ’

尹 的二阶微分积分方程
﹄

一一

︸

一
一一
、万、

尹 一 夕二

尹
“ 户架佘

一 取斯莱特关系

“ “ ,
少 , 二 子 砂

, 二 号
’

一

取 一 关系

为了求解方程 一 ,

剩下的问题只是确定初始条件了
。

因 为 该 方程是二阶

的
,

需要定出两个初始条件

, ·
一 。一 , · 。

,和

佘
一

〕
、 。一州

。 ,



先算 , 二 。
按式

一
并利用 二 。一 。一 , 二 一 一 。

,

可得

。 ·

吉
夕 「 。 一一一 丁 一

一

其中 吉和
。

是已知的
,

所以为了求出 尹抓
。 ,

还需确定 下
。一 。 。

为此
,

对给吕乃森方程 一 的两端对 望求微商
,

可得

卿
。一
节 韶

。一

丫
一

址
·

吼

了哩、
。。 ,一

价韶
,

一耳档酱
卫

沙夕

一

或

一

令 为热膨胀系数 、 为压缩模量

「
协 一 乡少 , ,

则式 一 可化为

一

一

一刁丁只
” 一

或
。一下 犷 。 一

。仪 。万 。

。
一

其中
。 。为室温条件下固体的比热

, 。为室温条件下的热膨胀系数
, ” 。是室温条件下的

压缩模量
,

一般有表可查
。

将式 一 代人式 一 ,

即得

,“
。

,一五截红 一

一二
, ,

「 夕二
, 二 、

、

伪
,、 , 月 、 、 ,

‘ 坦 十勺
‘

异 一丽犷一 。一尹扒 厂 。夕
。 刁分八 火卜招 改与刀

, 二 , 、 , 一
夕 厂 夕万 一 一补 五 一五 万 」

厂

一 , 二 一

子
一

二 二 二 , · 。

万

一

将上式两端对 取导数
,

并令
。 ,

即有

刀资
暇 玖 一外 一节

’ 。
,一会

““ 。
,

嵘
〔‘

。

一

但利用激波关系 二

十于
。一 ,

可得 分 。 一 。
,

则上式化为
‘

、
。

卜、
。

卜
一

群
, , 。

尸命臀
。〕

一

由此可知
,

为定出 尹抓
。
的值

,

还必须求出
‘

〔 。
。

目前
,

计算下
’ 。
的值是

· ·



近似的
,

即假定沿着经过 一
。
的等嫡线 尹、一尹

,

尽

或
一

公式 一 仍被满足 即 近似为

。一 、 。 ,

斯莱特公式
一

厂 以 尹
、

“

汉尹、

, 取斯莱特公式

毋 尹、 丁 尹、 哥
一

厂“

可看

,

取 一 公式
,︺

一︷

一一
了,卫
、

一一

将 卜式两端对 取 异数
,

示
。

但利用激波关系 刃 一
证明

出 下
‘ 。,

一

可通过 川
。 ,

夕 和 畔
。
来表

尹二 ,一 不「给咨乃森方程进行级数展开
,

就 容易

川
。 一尹介 。 ,

尹 厂。 一尹分 。

, 筹 。
,一 ,升 厂户十夕

。 , 分‘
〔,

, 一

所以
,

通过实验求到 夕从
。 ,

尹关
。

及 尹井 。 后
,

便可算出
‘ 。 ,

从而通

过式 一 定出 凡
。 。

显然
,

微分一积分方程
一 是非线性的

,

月此在具

体问题中找不出 夕 的解析式
,

只能通过数价计莽求解
。 一

厂表中
,

我们列举对铜和

铝二种材料的计算结果
,

并同时列出按斯莱特公式和 刀
一万公式计算的数值

,

以作 比 较

〔内容取 自赫尔曼
,

七 〔 〕己
〔

铝的状态方程数据 单位制

雨 果 五 达格代尔一麦克店纳

。

一

云一 ⋯
。 ⋯ 。

一 入 上
一

入 土 一

了

」

一

魂

斯 莱

八

’

⋯
’

一

“ 一
·

·

⋯
。

了
。

李寺

。

。

口内‘斗自凸户︺只。凸

⋯⋯
︺八

计算上表时的初始数据为

对铝 。一 在 了
,

一
“

时
,

刃 。 只 。 扫德拜公式计算
下。一 按热力学计算

,

按 一 关系计算
,

按斯莱特关 系 计

算
, ‘

犷
。

按 一 关系
,

按斯莱特关系 夕关 。 一 又

。



铜的状态方程 。 单位制

莱一仇雨 果 尼 奥 达格代尔一麦克唐纳

八
了 。

、

⋯
又 , 只 , ”

一

,八乃门︺︺月习,走

一

‘ 理

工

魂工

曰曰自一盆曰

八主八合︸

⋯
‘,任︸走组

曰今自八口︸曰︵吕

⋯⋯
︵︸︸

图 一

对铜
。一 在 笙

‘

时
。一 丫 德拜公式计

算 下 。一 按热力学计算
,

叭

按 一 关系
,

按斯 莱特 关

系儿 下
‘

按
一

关系
,

按斯莱 特 关 系 尹拭
。

一
· ‘

下面再介绍几个例子说明给吕乃森

方程 一 的应用
。

例 确定物质微团在经过激波压缩

后作等墒膨胀时的 夕一 关系
。

这个关

系通常在计算激波波后的非定常流时需

要用到
。

假定通过实验测得了 一 曲线 如图 一 所示
。

物质微元的初始状态是 矶
,

少 少。一
“

尤
。

经过某一强度的激波压缩
,

比容从
。
变到

’ ,

压力增至 川
’ ,

然后从该点 护
’ ,

尹护
’

沿曲线 作等墒膨胀
。

我们的 目的是通过给吕乃森方程
一 和 一 曲线 尹 , 一夕武 来计算曲线

。

按热力学第二定律
,

对等墒过程 习
,

有

一 一 尹、 一

利用给吕乃森方程
,

也可得

夕 一 夕丑一一
一 、一 。

这里
,

下标 和 分别表示沿等嫡过程和激波绝热压缩过程 的 状 态 参 量
。

一

这 样
,

甲武
。一 来求解 。和夕。的

一 和 一 组成 了由 夕二 和 、

两个方程
,

并在初始条件
, 。

、

一 , 、。
,



、 、

一 、。
〕

一 ·
厂, ’

尹护
’ 。一 介“

’
一

下可以求解得
卜

夕、 一 。
、 劣

子 己 犷

劣 夕分。 ’

月

万

且从方程
一
求出 ,

刃 、一丑厅十 一 尹、一 尹 一

式中

一 十

, , 、

万 厂 一厂
一 刁

钧
一 ”“

一

一

这样
,

公式 一 表示在 尹一 平面上以 尹尸
’

为参数的一簇等墒膨胀曲线
。

有时
,

用差分法求解方程 一 和 卜
,

取 口 一
‘一 、一 , ,

即有

头‘
’

一刀怠‘
一 ’

尹去‘ ’一尹分‘

夕岛‘
一
” 夕会‘

’
,土工︺

、
一 一 “ 、

〔““、
一

刀分‘ 〕

所以
,

沿等嫡膨胀曲线且
,

由第 ‘一 点的压力 玛
‘ 一 ”和内能 易

‘一 ” 求第 ‘

点的差分公式为
十

却
’

‘ 、一夕一训
一、

一 」
一五 一毛

一

‘

一 、弩
一

〔
一

“ ’

、

飞习、、产
了

少盯一
一万一

」 下
一万

一叹一丫牙
‘

一 尹分
、 、

这样
,

利用条件
一

尹去
‘ 一 ’

一 “ ’

、

一 一

选取

适当的步 长便可作出等墒膨胀曲线

来
。

例 计算激波上的温度
。

如图 一 。

仍然利用热力学第二定律和状态方

程 一 ,

经过适当计算
,

可得

争

嗽
尸树
飞妒

生 ,

一丁石一十
一万牙

工 厂

一

廷

。

一

如图 一 所示
,

对方程 一 沿

等墒线 积分
,

得 图 一



。。 一 了 。月 。
一

不
矛犷

一

二 · 一
, 、 。 一

吝一

因此
,

为了求出激波上的温度 望 月
,

必须知道 甲
、 ,

一

即从点 作等嫡膨胀到

一 。
的温度

。

为了求 少 。
,

利用式 一 韶 的 已
,

一

线即 三 。的等容过程积分
,

得

井对共沿若洛尹
乡了了、、厂

夕。 一 、
, 一 二 。 ‘“ ’ ·

一
,“

’

一

上式中的 尹
, 可从公式 一 给出

,

而 已
。

厂 。
,
少 可从德拜理论给出

,

从而

由式 一 可计算出 。 ,

即可算出 少抓且
。

具体计算结果 可参看有关资料
。

还

有其他一些计算激波 仁温度的方法
,

可查阅有关文献 ‘ ”
。

从上面的一系列推导可以着出
,

为了试验确定固体在高压下的状态 方程 卜

必须先用实验测得 一 曲线
,

然后推算 袱 厂 和 尹
。

求给吕乃森系数 尤其是个

关键问题
。

但计算和实验表明
, 下随体积 的变化并不显著 因而有时为 简化 不使

用斯莱特关系或刀 一 关系
,

而直接 近似 假定 为一常数
,

或者假定 和 成 线 性 关

不
,

, 一浮华 擒样撤 淤能资 无筋仲 卜而配 ,
一

卜钱 可象着幸【。介厂 。
不“

。

”思
’

「十 ’ ’ ”九肠八八 「‘ ’
。 ’川 ‘’” 卜 异

。 ”梦钊 人麒
一 。

一

」。

二
、

弹塑性介质的应力一应变关系

前面
,

我们所讨论的是固体处于热力学平衡状态 下各热力学参数 之 间 的 关系
。

这

时
,

德拜理论是一种较好的近似分析
。

在米
·

给吕乃森方程中
,

把高温高压下的固体看

成是流体
,

忽略了材料强度的影响
。

通过在一维应变条件下的平板掩击实验表明
,

平均

压力 尹在数万至数十万大气压的范围内时
,

固体中出现双波结构
,

即弹性前驱波和尾随

着的塑性激波
。

这就表明
,

在这种压力范围内
,

固体的强度对材料的高速变形
,

乃是

个不可忽略的因素 〔
一 ’ ’。 事实上

,

材料处于不可逆的大弹塑性流动状态
。

这时
,

不能

单纯用压力 夕
,

比容
,

而必须采用应力张量和应变张量作为描写 物 质 微 元状态的参

量
。

塑性流动是在非热力学平衡态下发生的不
一

可逆过程
,

和微小的弹性变形有着明显的

区别
。

通过杆的单向拉伸试验可以看出
,

出现塑性变形后
,

应力和应变之间不存在单值

对应关系
,

应变不但由当时的应力来决定
,

而且依赖于加载的历史 指应力和应变随时

间的变化关系
。

实验表明
,

所谓依赖于加载的历史
,

指的是依赖干近期的加载历史

其次
,

有加载和卸载之别
,

加载和卸载时
,

应力和应变的关系不同
。

一般说
,

卸载时
,

金属材料服从虎克定律 在复杂应力状态下
,

情形也是一样的
。

为了供 面对破甲问

题分析时应用
,

我们先对常温常压下弹塑性应力一应变关系的流动理论作一概述
,

而后

简要地讨论一下压力
、

温度以及应变率对应力一应变关系的影响
。



洛 初始屈服准则

岁岁我们选取三维空间的某一 直角坐标系 二

的任一物体的件 一点
,

都 可以用空间坐标 , ,

,

在该坐标系下
,

受外载作用

来表示
。

描写该点的应力和应

变的参量是六个应力分量和六个应变分量 对小应变而言
,

写成矩阵的形式为

应力张量
二一

劣

汀 , 劣

叮汀 ‘

己‘

己 公

召么 刃

夕

任

、、万了应变。长、
了。

一
己 ,

己之 州

叮 , 住

叮都

汀厂

住二

己 之

〔了 , 之

召

一

一

今后为了简单起见
,

用记号 , ,

二

不二
, 之

用
, , , , , , 。不‘ 。代替。

、 ,

,

召 ,

几
。

和几。代替 二
二 ,

, , , ,

和
,

, , 『。 , 『二 , ,

用劣
, , 劣 , 劣 ,

代替 劣
, 夕 ,

且用 工
, ,表示量工对 自变量 男 , 的 导数

,

而重复两次的下标数表示对

该下标数 白 至 作总和
。

例如

、 ,己、 ,一 艺 ‘ ,

‘
,

任 、、一 工 “ 一

假定材料经过退火处理
,

其变形从 自然状态开始
,

在发生塑性变形前
,

经历过一段

弹性变形过程
。

那么试问 在复杂应力状态
一

「
,

如何判断材料是否开始产生不可逆的塑

性变形呢 即是说
,

通过实验
,

能否找到一个判别材料开始发生塑性屈 服 的 标 准了 诚

然
,

这样的标准是客观存在的
。

我们称之为初始屈服准则
,

或初始屈服条件
。

它不但和

材料的性质 如合金的成分
、

结构和缺陷性质等 有关
,

同时也和应力状态和应变状态

有关
,

可表示为
二 、, “ , 口 一

共中 是材料常数
,

而 是应力和应变的函数
。

因在少「始屈服以前
,

变形是弹性的
,

这

时 , 、,和 、,之间存在单值对应关系
,

所以亦可将式 一 改写为
二 、 刃 一

另外
,

我们假定材料是均匀各向同胜的
,

因此
,

材料是否开始屈服
,

和坐标系的选

取无关
,

而只依赖
二
应力张量少

。
的三个不变量

,

和
,

这里
, 叮 , 一卜 汀。。 一

一 一 『 十 。 十
一

仔 。二 一 呈一 , 呈一 最 一

一 『 十 『 住 。 任 。 叮 , 一 任 『 『 ,

一 一 汀 , ,任 住 一

所以
,

屈服函数也
一

可写成
, ,

一 一

从普通的弹性力学知道
,

一点的三个主应力
, , 住 , 任 是下列三次代数方程的根

一 “

乙住
“十 。一 。 一

按式 一
一

一 ,

二个应力张量的不变量 和主应力
」, 二 , 二 的关系是

一 『
, 一于 十 一



一 〔二
, 二 。 。汀 ,

〕

一 任 汀。

这 里
,

我们再引进应力偏量张量 和应变偏量张 量望
。

的符 号

甲 望。 尹
·

一

一

一

一一。 。

其中 表示单位矩阵
。

如用其分量表示
,

有
‘ ,一 住‘ , 尹 ‘ ,

气 ,一气 一

一

‘ , 一

其中夕表示平均静水压
,

表示体积的相对变化
, 、 ,为克罗尼克 符号

岁 一百
一

【 , 十 “十 “少
一

夕 , ,

十 一

乞 夕

乞共
一

一一
︹曰

布里奇曼 曾对许多材料在准静态高压下进行强度 试验
,

证明当仄力

不很高时 对金属
,

如几千大气压
,

在 一级近似下
,

可以不计静水压对材料屈服的影

响
,

所以屈服准则 一 又可以改写为
,

一 一

其中
,

分别是应力偏量 的第二
、

第三不变量
,

按式 一 一 一 有
, 一 ,声 , , , , 一 圣

, 一 妾一 彗
〕

一
十

住 ,

一
,

一
,
’ 口

。」, “
圣 。墓 。鑫 」 一

屈服准则 一 究竟采取什么样的函数形式
,

需要通过实验来确定
。

是特雷斯卡 屈服准则或冯
·

米赛斯
一 。 屈服准则

。

特雷斯卡准则认为
,

当材料在某一点的最大剪应力达到某 一数 值时
,

服
。

因此特雷斯卡条件可表为

一般常用的

开始 发生屈

「仃 一 〔几
饥哪

下 , , , “ 一饥 工 一一丁 一

一 丁 一 叮

」
一口 一 ’

其中 二 」 , ,

是三个最大切应力
,

叭
,

是常数
,

可通过试验来确定
。

譬如
,

在简单

拉伸时 这时
,

气 二 ,

几一气一 。
,

材料的屈服极限为
。 ,

则
了

,

一 如果在

纯剪时 一
,

其余的 , 、, 。 ,

屈服极限为 则
, 一

。 ,

故按特雷斯 卜准则 应

有 一
,

米赛斯准则认为
,

当材料在某 一点的切应力强度
‘

或应力强度 达 到 某一数值

时
,

材料开始屈服
。

切应力强度
‘

和应力强度 ‘定义为
」曲

‘ 〔
‘ , 〕“

。‘ 〔 , 、 , 〕

一

一



所以
,

米赛斯准则可写为
‘ 卫 一

或
『 , 一 。 一 。 二 。一 二 , , ’ , 圣 二鑫 聋

,

聂 一 ’

其中
,

常数 二 可通过实验来确定
,

譬如单向拉伸时
,

材料的屈服强度为
, ,

则

侧了
。

同样
,

纯切时材料的屈服强度为
,

则 ‘ 一
。

故按米赛斯屈服准则
,

应

有
,

杯百
。

利用薄管的组合应力试验说明 薄管同时进行拉伸加扭转或内压加扭转
,

对金属

而言
,

米赛斯条件更加接近于实际情况
。

这是因为特雷斯卡条件 一 表明
,

中间主

应力的大小不影响屈服
,

但从米赛斯条件看出
,

中间主应力对屈服 是 有 影响的
。

而实

验表明
,

中间主应力对屈服的影响不可忽略
。

进一步的说明可 参 看 一般 的 塑 性 力学

书“ , , , , 。

显然
,

初始屈服条件
一
在主应力空间 二 , , 二 ,

中可以用一个 曲 面来表

示
,

该曲面称为初始屈服面
。

当静水压不影响屈服时
,

初始屈服面就是一个柱面
,

其
一

母

线和 兀 平面 『
, 二 的法线方向平行

。

因此
,

要了解屈服面的形状
,

只需知道它

和 兀平面的交线的形状就够了
。

容易看出
,

特雷斯卡条件和米赛斯条件在 二 平面上分别

表示 一个正六角形和一个圆
,

见图 一 。

密叔必介

图 一

应当指出
,

在破甲问题中
,

靶板材料受到高速射流的侵彻后处于高速高压的变形条

件下
,

所以不能直接采用常温和平均压力不大时的特雷斯卡或米赛斯准则
,

尤其不能忽

略应变率和温度对材料屈服的影响
。

但是 在复杂应力状态下
,

司时 考虑 平均 静水压

尹
,

温度 望以及应变率的影响是有困难的
。

这一工作虽有重要意义
,

但尚未得到很好解

决
。

口前
,

主要是计及 一种
、

至多是二种因索
,

而进行一维应力或一维应变条件下的实

验研究
,

以确定 夕
,

少和 召 对屈服强度的影响
。

而后把米赛斯准则或特雷斯卡准则分别

修改成

哪 劣 下 , , , 二
,

尹
, , , 一

或
。 一侧

、, 、 夕
, , 一

亦即把常数己
,

,

或 、变为尹
,

和 己 的函数
,

这个函数的具体形式可通过一维应力或一维



应变条件下的实验来确定
。

如只考虑到一种单
一

的因素
,

例如朴水压对屈 服 的 形响
,

布吧奇处
「 ’‘ 、

托 马斯
。 〔’” ’和维列沙金 ’韶 、。 ‘ ’ ’等人作 了 人量的 工作

,

积祟 不少
数据

。

又如只考虑应变率 县对屈服的影响
,

通过实验
” 〕
亦 可 总结得到应变率 舀对川服

影响的 一般形式
。

实验证明
,

对有些材料
,

动态屈服点要比静态屈服点 高出 很多
。

最

近
,

托尔 汇’ 关于在高压下并改变初温条件时进行圆薄片 的扭转 实验表明

静水压和温度对塑性流动应力的影响
,

总结得到公式

一 。 十 夕 了滋
‘ ”

其中 为纯切下的流动应力
, 。 ,

和 月为材料常数
,

少、 夕 是压力 夕

一

时材料的熔点
。

县 加载函数与德鲁克 的位势理论

在材料开始屈服以前
,

各点的应力和应变满足虎克定律
,

记为

‘

丽
一 夕

一 一 一云万—尹
。汀

走为

么
,

乒
, , 一

其中刀是弹性模量
, , 是泊桑比

,

是剪切弹性模量
。

在材料开始屈服以后
,

如果外载继续增加
,

则不断产生新的变形
。

这时材料所经历

的是不可逆的弹塑性变形过程
。

如上所说
,

瞬时应变 。
‘
和瞬时应力 二

、 , 没有单值对应关

系
。 “ ,不但和任

‘ ,有关
,

而且依赖于变形的历史
。

因此
,

从本质上来讲
,

塑性应力一应变

关系只能是增量 微分 之间的关系
。

只有当加载的路径预先知道时
,

通过增量沿着加

载路径的积分
,

才能求得应力一应变之间的全量关系
。

为了把这个问题说得更清楚些
,

我们来考察某物体微元在两个相邻时刻 ‘一 才和 才

一 右 价的状态的变化
。

在 公时刻
,

它的应力和应变分别为
‘
和 。‘

,

且假定 。‘ 在微小

应变的情形下可以分成两部分
‘ ,一 定, 军, 一

其中。补是应变的弹性分量
, 。军,是应变的塑性分量

,

即在 才时刻
,

微元完全 卸载 后的残

余应变
。

经过 价 时间后
,

该微元的应力和应变发生了微小改变
,

应力由 二
‘ , 变成 二

、,斗

二 ‘ , ,

应变由。‘ ,变成 。 了
、, 即应变的弹性分量山。鉴,变成 。了, 俞案,

,

而应变的塑性分

量由。写了变到。丫, 。军
。

于是显然弹性应变分量的增量 。是洋口
、 , 满足虎克定律

,

一 补
, ,

嵘了一 万头
、 , 一立认 荟二 厂 、 、

·

舀 , 一

一 ” 份 一
‘ ’ 一

‘ “ “ 一 ‘ , 、 “ ““

这里
,

我们将 , ‘ , 、了一山宝, 击下, 看成是在 价 时间内应力和应变增加的量
,

简

称为增量
。

我们关心的问题是

塑性变形的增量山军,会不会发生了

。军,的大小和 右时刻的状态以及应力增量之间究竟有什么关系

弄清了这两个问题
,

也就解决 了应力一应变关系中的最基本问题
。

从 卜面的讨论可

知
,

这两个问题不是独立的
,

而是相互联系着的
。

先来讨论第一个问题
,

即加载函数的确定
。

在复杂应力状态下
,

物质微元由时刻 才

的状态变到 公 阮时刻的状态
,

是否会产生新的塑性变形
,

同样需要有一个判别标准



这个标准就称为硬化条件或加载准则
。

值得注意
,

加载准则和初始屈服谁则是有区别的

但也有不可分割的联系
。

初始屈服准则是材料由弹性变形开始转变到塑性变形时的

判别准则 而加载谁则是对已经发生了塑性变形的材料从一个状态转变到其邻近状态
,

即应力张量经过一个微小变化
‘ ,后能否继续再发生塑性变形的判别准则

。

对加载准则或加载函数的确定
,

一向是塑性力学中研究的重要内容
。

塑性力学家提

出了各种类型
,

主要分各向同性硬化和各向异性硬化两大类
。

而在各向异 性 硬 化 模型

中
,

提出 了逐段线性硬化模型
,

以及山巴特多夫 记 和布江斯基

从金属塑性变形的物理概念提出的淤移理论
。

我们这里只讨论各向同性硬化的模型
。

所谓各向同性硬化
,

指的是在 活时刻物质微

元虽发生 了塑性变形
,

并处在应力状态
、, 和应变状态 。

、 。戈, 。军
,
一

厂
,

但仍具有各向

同性的性质
。

我们也可以这样来理解
,

假想在 公时刻将该微元完全卸载
,

各应力分量均

等于零
,

且应变分量中的弹性部分 。尾, 已经回复
,

而剩下的只是残余应变 。丫
。

在该微元

完全卸载后我们再重新加载
,

达到某
一

个新的应力状态 厅
‘ , ,

那么
,

试问 该微 元 在什

么样的情况下
,

又开始产生新的塑性变形了呢 各向同性硬化的假定认为
,

是否会产生

新的塑性变形
,

和我们的坐标选取无关
,

即和新的应力张量 少 的各分量无 关
,

而只和

该应力张量 子的不变量有关
。

实验表明
,

材料是否继续屈服
,

外载对单位体积材料微元所作的塑性功 是一个

主要的量度量
。

塑性功 班
, 为

云 云

, 一 ‘ , 。 少一 叮‘了‘ , ‘
一

其 ‘
一

卜
,

积分是沿着从 ‘ 时的 白然状态开始
,

一直到 才时刻的状态为止的整个加载路

径计算的
。

这个塑性功 是不可逆的
。

最早是泰勒 盯
「’”’,

后来蒂奇纳

七。 ‘ ’,

等人作过实验
,

说明塑性功的大部分 约占 左右 以热的形式消耗

掉
,

而其余的小部分作为晶格的畸变能保留在材料内部
。

当再进行退火处理时
,

这部分

能量便以热的形式重新释放出来
。

这样
,

按各向同性硬化的假定
,

加载函数可以用 卜式

表示
‘ 无 一

其中叔 是 的 一个递增的正函数
。

假定
,

静水压仍然不影响材料的硬化
,

上式可写为
, 乃 一

其中
,

函数 的形式和式 一 或 一 完全相同
。

从 是塑性功 评
,
的函数

,

可以通过实验确定
。

譬如希尔
〔 ’“ ’认为

,

通过材料的单向拉伸试验或纯扭试

验
,

就能求到 叔 , 。

以单向拉伸为例
,

设 『和 分别是试件的瞬时真正应 力 和 瞬时

长度
,

则塑性功可写为

二

名 。
厂 一 百夕

一



这时
,

式 一 左端的函数 三二
,

故我们作出 二 和 的关系图
,

也就求出了函

数
, 。

当然
,

我们也可以对材料进行各种不同的组合应力试验
,

并求出 和
,
的

关系
,

如果函数从 的形式并不依试验的不同而存在显著差异
,

则各向同性硬化的模

型便能认为较好地反映了材料变形的实际情况
。

现在
,

按照上面对加载函数的讨论
,

可看出
,

加载函数和初始屈服准则一样
,

也 可

以用三维主应力空间的柱面来表示
,

这个面称为加载面
。

明显地
,

对各向 同 性 硬 化材

料
,

加载面仅仅是初始屈服面的相似放大
。

如取特雷斯卡条件
,

则加载函数可表示为

卯乙 劣

、一 二 一 二 。 , 。一 二 ,

如取米赛斯条件
,

则加载函数可表示为
, ‘ 斌

一 ‘ 无 , 一

所以
,

在 二 平面上
,

特雷斯卡条件下的加载函数表示的加载面只是表示初始屈服条

件的正六角形的相似放大
,

同样
,

米赛斯条件下的加载面只是米赛斯初始屈服圆的相似

放大
。

按照加载函数的定义
,

我们来考察一下物质微元由 右时刻到右 价 时刻的状态变化
。

显然存在两种情形

在时刻 才以前
,

微元经历过卸载
,

则该时刻的应力 。
、 , 必满 足

云

任 、了 ‘ 、了‘ , ‘
一

在时刻 公以前
,

微元没有发生卸载
,

则有

才

,
‘ , 一‘ 住 、 , “ , ‘

一

现在
,

我们考虑后一 种情形
。

这时
, 才时刻的应力点位于加载面

。

干是从 才时刻

变化到 云 占亡时刻
,

应力和应变状态都有一微小改变
,

这种微小增量 二
、 , 和

、 , 可能发

生三三种情形
、 二‘ , 、

即

“ , 一 , 。
、,十“任‘ ,

卜 , 『
、了。一舞

“任‘了 。
一

显然
,

在应力空间
,

乡莎万表示加载面 的“
’

法线方向 故上式意味着应力点向着

加载面外侧运动
。

如图 一 所示
。

这种情形称为继续加载
,

这时而军,今 。 或
二‘ , , , 一 ‘

且口

乡 一
任 、 ,一 一

这种情况称为中性加载
。

应力点 二
, , 二 ‘ 和点 ,位于同一加载 孤上

。

见图 一

·



。‘ , 。‘ , 。‘ ,

厂
比 广一

一 不 下一 、

口

一

这时
,

应力点 、, 。‘户 位 于加载面的内侧
。

我们称之为卸载
。

在中 性加 载 和

卸载过程中
,

不会产生新的塑性变形
,

即有 丫,一 。
。

么 ,

加载〕

于加载面

图 一 示意图

下面
,

我们再讨论第二个问题
。

答‘ 。
, , , 。

图 一 示意图

德
一

鲁克提出的位势理论给出了初步的但是清晰的解

我们仍然考虑某一物体微元应力状态在应力空间中随时间的变化
。

假定在时刻
云

‘

一。的应力为
『育

。

在该时亥。
,

其力。载面用 ,
‘了 一 任‘ , 己 , 表示

。

设 应 力 点

。李, 位于加载面内
。

随着外载的变化
,

该微元的应力状态 , ‘了发生这样的 变 化 当 一

尹 时
,

应力点 落在加载面上 当 才 时
,

应力点向着加载面 外侧 运动
,

直至 口点
,

然后由 点开始卸载直至 一云 时
,

回到了 点
。

这样
,

从 尹确渗。这段时间
尸声 、

内
,

微元的应力状态经过一循环
,

如图 一 中 所示
。

在这个循环过程中
,

若应力

的增量 ‘ , 一 乞 作的功为
,

则 评 可表为

云

评一 、 ,一 , 。‘ ,

苗

一

将
、 , 分解为 龙和 丫, 二项

,

即有

“、一 叮‘ ,

一
了 己‘ , 一 任‘ ,

一
, 己 , 。 ,

一
, 己“

才

叮‘ ,

一
, 己 , 『 ,

一
了 召 , 口 ,

一
, 己 ,

‘

奋



。‘ ,

一士
, 。 ,

亡

一

亡

在这一应力循环过程中
,

弹 。功 ‘
‘了

一考
, “己 显然等于零

·

苗且

刃 当 右 才 ,

不「 云 云 时 一

因此
,

式 一 可化为
亡

“、一 , 、,

一李
, “弓了

云

一

德鲁克认为
,

塑性变形是不可逆过程
,

所以从热力学意义上来讲
,

上述应力循环对

微元作的功 应该是非负的
,

即

“二一
‘ ,

一李
, ,“·

诱

一 、

一
,

·

‘弓, ‘异

亡

·

云丫, , 一 , ,

呀, 」卜 , ,

一

云

根据德鲁克假定 一 ,

可以证明
, ‘ , 一 。李,

「斤‘
·

云

为此
,

把式 一 的 砰看成 ‘ 的函数
,

在右一才
,邻近作泰勒级数展开

,

一云、
,

有

一

一

并令价一

一 〔。‘ , 一 李,
·

云军, 〕

才 “ 〕妻 。

不
尸

, , 、 ,

二
、 。

‘一 , , ’

右 一玄一 “ 己 十 任‘ 一 住 , ‘」一 , ,
’

右
‘

所以
,

为了保证上式右端的非负性
,

其第一项必须是非负的
,

即得式

外
,

对位 于加载面内的任意
‘

二乞
,

上式均成立
,

所以我们可取 二乳一 二
, , ,

一

一 。

另

则上式化为

。

几
‘

尸截面了

二
, ,

一
, 、

一
,

一

式
一
云‘ , 应了了〕。

一 , 才 「 右 “ 〕少一 弓少 一 ‘ , 习 ‘一 「 、 一
’

, ’ 一 、

一
“

丫 。

一

司理
,

得式 一 。

这样
,

从德鲁克假设证明了两个最

基本的关系 一 和 一 。

从这

两个墓本式子引出下面的重要结论

在加载面的光滑点处
,

塑性

变形增量 犷, 的方 向 必 须 和 加 载 面

无 , 的外法线方向一露 一致
。

图 一 示意图 见图 一 。



加载面在其光滑点处
,

必须是凸的
。

这是容易证明的
。

如图 一
,

将式 一 改写为

仁, 、, 一 寸, 己 犷, 少。 一

当点 固定不动时
,

不管点 位于加载而内哪一个地方 式 一 均须成立
。

但

式 一 左端表示矢 量 和表示矢量山刃 即 的数积
,

即
二 、 一 二李

、 卫 」 犷,
·

一
·

。 功
一

其中角小为 和 的夹角
。

从式 一 看出
,

对任意的 二乳
,

有
、价少 一

或

万
一

少 价少 。
一 ,

为 了保证对任意的 汀
夕 且

·

角 访 、
厂

卜
几

曹一 ‘ 的 方、可必 、、。力口载面的夕卜法线

方向
一

兴一
致

·

这可表示为

‘ 己犷,一 入
了
夕〔 、 ,

一

其中 入是待定的非负因子
,

它和应力状态有关
,

也和加载历史有关
。

其次
,

也容易证明加载而在光滑点处是凸的
。

这样 我们从德鲁克假设推出了重要的公式 一 。

后来
,

科特 兀川 将这

个公式推厂
‘

到加载面具有非光滑点的情形中去
,

认为在这些非光滑点处
, 。犷,满足

山犷,一艺 成
。

无

一

其中 了
、 二‘ , 一无、 附 无 , ·

“ ”
·

表示 在 非光 滑点 处的 各个 加载 面
。

公式
一 或 一 说明了塑性应变增量 。军和加载面的关系

。

这样
,

利用 虎 克 定律
一 ,

可以写出应力增量和应变增量之间的关系
,

一 ,

汽 了一下之厂 凡 一一
一 石 一 尹

‘ 、今 」与

‘ , “入
一

斌
当 二‘ , 一权牙

,

且 时
,

一 护

一 二
, 、 一 —票

石 一肠 罗艺以
告 了

五

一

当 、, 无 或 时

最后
,

我们讨论一下理想塑性材料
。

硬化效应不显著的材料可近似地看成理想塑性

材料
。

理想塑性材料的加载面和初始屈服完全相同
,

即在塑性流动状态下
,

应 力 , 恒

满足
二‘ , 二 。。云 或 三 一

对理想塑性材料
,

上面的推导仍为有效
。

但是
,

理想塑性材料的一 个 特 点 是
,

在
二 、了确定了之后

, 、 , 不能唯一被确定
。

这一点从下面的推导中也可看出
。

虽 弹塑性流的普朗特一罗伊斯 七 一 关系

从式 一 可以着出
,

为了完全确定 ‘ , 和 , 的关系
,

关键问题是通过实验找



出加载函数 一 ,

从而定出待定因子 入
。

对各向同性硬化材料
,

我们假 定 取 米赛

斯条件 一 作为加载函数
,

并将 三 代入式 一 ,

可得
“丫, 入

· 、 , 一

这个关系最早是由普朗特和罗伊斯提出来的
,

称为普朗特一罗伊斯关系
,

简称
一

关系
。

一

面我们根据式 一 来求待定因子 入
。

为此将式 一 两端乘以 、, 并求

和
,

得
‘ , 犷, 入

·

, ‘声‘ 一

或
。 一毛 汀 入

可得
‘ 无

‘ , ,

一

另外
,

将式 一 两端取微商
,

一

或
,

将式
一 代入式 一 ,

得

‘

’

砰
。

一

‘

一 。矛无
‘

才
,

一

总括以上各式
,

可得到硬化材料的尸 一 关系为

气 几亏矛三 气 十
‘ 、刁

一 夕
口 、厂 占

仃
‘

‘ ,十 百万嗜
了

落犷石
一 ’ ‘了

当 ‘一希 ,

且 二‘ 时

“ 豆口
一 ‘

一 夕

己口 。
· ‘ , 一

当 。‘ 无 或 二、 时

完全类似地
,

理想塑性材料的 一 关系
,

可根据 , ‘三
。

求出待定因子 从

厂丁爪 万
一

万二,

叮 下二一 仁
,

彩
,

们 , 匕
人 , 一二 、 矛 石 一 一 —

一

一一万

—
艺工 言 。

一

从而理想塑性材料的 一 关系可写为

‘ , 万百
‘

‘ , 十
一 岁

刀
『、

·

占‘ ,
丫朴

一 一

风
一年

当 ‘一
,

且 , ‘ 时 一

‘ 厄石厂 “
一 夕

, 、、
·

占、 , ,

当
‘ , ,

或 , ‘ 时

从这个式子容易看出
,

在应变增量
‘ , 确定了之后

,

应力增量可被唯一决定
,

但在

应力增量 , ‘ , 确定之后
,

应变增量 ‘ , 却不能被唯一确定
。

这是理想塑性 材 料的一个

特点
。

有时
,

为了计算方便
,

取特雷斯卡条件 一 作为加载函数
。

这样
,

按式
一

所得的关系颇为简单
。

这里不作详细讨论了
。

因为下面对破甲问题的分析
,

采用的是理

想塑性材料的 一 关系
。



务 简 短 的 讨 论

对弹塑性流结构关系即 应力一应变关系的研究
, 一

向是塑性 力学中的 一个根本课

题
,

几十年来
,

吸引着许多工作者的注 音和兴趣
。

仁而简要介绍的德鲁克位势理论
,

只

是共中的一部分工作
。

德件克利用在
一

个应力循环中塑性功大于零的条件
,

推出了塑性

、 。 二
,

。 、 ,

二 一 一
二一 、 ,、 、 ‘ 刁厂

, , 二 , , 。
、 二 , ,

一 。
、 ,

一 ,

应变增别
“至,方向刚 载而积法线方向

一并
,

厂一致的结论
,

从耐巴应力一应变关系和加

载函数联系了起来 但是德冉克曾经采用了如下的假定

变形的过程是等温的

弓单性应变是微小的
’

忽略应变率的影响
,

即加载函数和应变率无关

硬化是各向同性的 即不计诸如鲍氏效应等各向异性硬化的因素
,

即将加载

函数 二‘ 一 希 评 , 看成是初始屈服面的相似放大

平均静水压 尹不影响屈服
,

同时单纯的静水压作用不产生塑性变形

弹性应变增量 。凳,和应力增量
、 ,服从广义虎克定律

,

这对加载卸载都适用
。

不难看出 这样的条件是很严的 也是一种理想的过程
。

对 于在常温条件和静水压

不很高的准静态 加载过程而言
,

上而的假定
,

因而德鲁克位势理论
,

是一种良好的近

似
。

但对于由高速碰撞或是高能炸药接触爆炸在固体中产生的高速变形过程而言
,

上述

这些条件都很难满足
。

例如
,

在这种过程中
,

弹性应变和塑性应变和 相比
,

并不都是

微小的 同时
,

变形所经历的过程
,

最多也只是几个微秒的时间
,

其应变率是极高的
,

在激波波头上
,

可高达 秒至 ” 秒
,

在激波后面的塑性流动过程中
,

应变率也可达
‘

秒至
”
秒

。

如此高的应变率
,

不可能不对材料的变形产生影响
。

另外
,

在高速变

形过程中
,

热效应和机械变形是祸合在一起的
,

也就是说
,

塑性功可以转化为热
,

使介

质的温度发生可观的改变
,

反过来
,

温度的变化又强烈地影响着材料的进一步变形
,

这

种过程不可能用等温过程来描述
。

其变形机理相当复杂
,

如果不进行大量的实验和理论

研究
,

很难把问题搞清楚
。

这 里
,

对非等温过程中的研究情形作一简短的讨论
。

可以

说
,

最近几年来
,

塑性力学工作者对弹塑性结构关系的研究
,

大致是从下述三个方面开

展工作的

首先
,

是对德鲁克的位势理论进行扩充和修改
,

也就是说
,

把德鲁克没有考虑的诸

如温度
、

应变率
、

大应变等等因素加进来
,

使推得的应力一应变关系 具有更一般的形

式
。

当然
,

同时考虑这几种因素是很困难的
,

多半是只考虑一种或至多是二种因素的影

响
。

例如
,

普拉格 〔““ 〕将德鲁克的位势理论推
‘一

到了非等温过程
,

形成 了热塑性的 一般

应力一应变关系
。

普拉格保留了上面的 一 的假定
,

而只考虑温度的影响
。

他假

定材料在静态变形过程中存在一个温度场
,

并且假定温度满足热传 导方程
,

同时
,

又将

加载函数写为
二 、 , ,

下, ,

尹 一沦 附 , 一

其中
,是单位体积的塑性功

,

而弹性应变增量满足热弹性广义虎克定律



,一

号与
『、 ,一

借
一 “『、、

一
“少 、,

一

共中弹性模量 和泊桑比 。 可随温度而改变
,

是线膨胀系数
, 少是温度

。

普拉格利用
‘ ‘ ‘ , 、 、 、 、

二
、 , , 。 , 、

, , 、 , 二 、、

一一 刁
德鲁克的同样思想

,

推出了塑性应变增量的方向““军, 同加载面积法线方向一百截丁一致以
及加载面必须是凸的的结论

,

但是关系式 一 中的比例因子 入是应力增量 二
、 , 和

温度增量 少 的线性函数
。

具体推导可见所引文献
。

又 如
,

威尔金斯 。 ‘ ’等人在计算高速弹丸侵彻靶板材料的二维非定常

流时
,

提出了所谓的流体一理想弹塑性模型
,

这个模型假定 总应变增量 可以分成两部

分 ‘ ,一 。肠 。牛,
,

并认为体积的变化是纯弹性的
,

平均压力云
,

比容 和内能五能

满足纯粹流体模型时的米
·

给吕乃森状态方程 而弹性畸变服从广义虎克定律
,

塑性应

变遵守普朗特一罗伊斯关系
。

当然
,

这样的处理
,

作为一种简便的数学模型是允许的
,

但这种模型正确与否
,

仍待实验的证明
。

再讨论一下应变率的影响
。

德鲁克的位势理论
,

解决的是谁静态的等温过程中发生

的弹塑性流动问题
,

没有考虑应变率的影响
,

所以也称为应变率无关理论
。

但是
,

在高

加载率下
,

通过一维应力杆或一维应变条件下的平板撞击试验研究表明 有些材料显示

出强烈的应变率影响
,

主要表现在

有些材料的动屈服点和静态相比
,

明显不同

整个应力 和应变 召 的关系也和准静态的试验曲线不一样
。

这 自然启发人们去研究 在复杂应力条件下 考虑应变率的影响
,

弹塑性 结构关系

究竟应该采取何种形式 有关这方面的工作
,

似乎是从拍金纳 ’ 。 ‘ ’“ 、

莱斯
〔 “ 〕等人的讨论开始的

。

后来不少工作者亦从不同角度讨论应变率有关的弹塑

性结构关系
,

但这种讨论 除在一维条件下可以进行实验比较外 目前还属
二

纯粹逻辑

推理性质的
,

理论有多大的可靠性
,

是个有待进一步研究的课题
。

第二方面的工作
,

是将不可逆过程热力学的一般理论和方法应用 于解决弹塑性流动

的最一般关系
。

因为材料的高速变形过程是一种不可逆的热力学过程
,

在这种过程中
,

热效应和机械变形是祸合在一起的
,

所以从不可逆热力学的角度去讨论弹塑性的结构关

系
,

必然要应用到热力学的普遍定律
,

即热力学第一定律 —能量守恒定律和热力学第二定律 —嫡增定律
。

最近几年来
,

从理论的角度开展这方面的研究 〔作
,

受到了应有

的重视
‘ ’ ’。 因篇幅所限

,

这里不作介绍了
。

第三方面的工作
,

是关于金属塑性流动的微观理论的提出和发展
,

特别是位错动力

学理论的发展
,

促进了宏观弹塑性结构关系的讨论并朝着微观和宏观理论相结合的方向

迈出了一大步
。

众所周知
,

金属或合金的塑性变形
,

是和晶体材料的内部结构及其缺陷

空穴
、

杂质原子
、

位错
、

晶粒间界等 相关联的
。

因此
,

从微观的力学角度看
,

如果

不很好弄清楚金属的缺陷性质以及在外载作用下这些缺陷的变化和运动
,

就无法了解金

属的塑性变形的物理机理
。

一般讲
,

晶体中的位错在切应力作用下
,

会沿着一定的滑移

面和滑移方向运动
。

晶体的宏观塑性变形是一大群位错运动的统计平均结果
。

晶体中的

初始缺陷状态以及位错运动速度和可动位错密度
,

决定了宏观塑性应变率的大小
,

在一



维应变条件下可将这个关系写为
〔“” ’

云 一乙 一

其中 是伯格斯 。 矢量的模
,

表示可动位错的面密度即单位面积内位错的

数目
,

表示位错的平均速度
。

因此
,

如能把 万和丽同温度
、

剪应力等宏观量联系起来
,

便可得到类似于应变率有关理论的弹塑性结构关系
。

自然
,

在高加载率下确定可动位错

的平均速度及其面密度
,

便构成了位错动力学中的关键问题
。

这方面的工作可参阅文献

〔 一 〕
。

最近
,

也有 一些工作 〔
““ 〕将 述 一维条件下的关系 一

推广到复杂应力

状态
,

利用位错动力学理论建立了弹塑性结构关系的一般形式
。

但从目前情形来看
,

将

三维位错动力学理论应用于解决实际 刁题
,

仍有一段很大的距离
。
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