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摘 要 有限元分析在实际工程中得到了广泛应用. 然而有限元模型由于受

到网格划分、边界条件和材料物理参数不确定性等的影响, 与真实结构有差

异.因此须通过试验数据加以修正,使其尽可能接近实际结构,以保证之后的

结构动力模拟分析和监测等具有实际意义. 经过多年发展, 有限元模型修正

技术已经能够成功应用于一些实际工程,但现代工程技术的进步对有限元模

型修正提出了更高要求, 修正后的有限元模型不仅要有较高的精确度, 还需

要为后续应用给出具有指导意义的置信度. 而现有的有限元模型修正、确认

方法多基于结构线性的假设, 而未能考虑实际结构中广泛存在的非线性. 因

此本文以土木工程结构模型修正的一些研究成果为例,通过对传统有限元模

型修正的发展历程进行全面回顾;总结评述传统有限元修正技术的主要方法,

以及包括有限元模型确认在内的最新研究进展;重点探讨有限元模型修正技

术向非线性发展的技术路线和目前主要研究成果, 展望其未来发展方向, 并

提出值得研究的问题.
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1 引 言

有限单元法是工程分析应用最为广泛的数值方法,目前已成为计算机辅助设计和

计算机辅助制造的重要组成部分 (王勖成 2003),通过有限元分析软件建立有限元模型

进行结构设计、分析、监测等在工程界已基本得到普及和认可. 有限元模拟分析目前

已经成为与理论分析、试验研究鼎足而立的重要科学研究手段之一, 特别是对于大型

结构、复杂结构, 有限元模拟分析提供了设计方案可行性的理论保证, 更显得尤为关

键. 但是, 有限元模型难免会引入误差, 主要包括: 模型结构误差、参数误差和阶次误

差 (Brownjohn et al. 1992, Mottershead & Friswell 1993). 如果误差超过规定的阈值, 则

有限元模型将不能反映实际结构特性 —— 有限元模型修正技术应运而生. 由于建模

时缺乏先验信息, 通常认为实测数据更为准确可靠, 因此有限元模型修正技术的思想

是根据静动力试验数据, 对有限元模型进行修正, 最大限度缩小模拟结果与实测数据

之间的差距, 使有限元模型能够更可靠地反映实际结构特性 (宗周红和任伟新 2012).

初始有限元模型建立后,对连续结构离散化造成的阶次误差可以通过单元网格细化来

控制; 多数有限元模型修正方法实际上是对刚度、质量、材料属性、几何尺寸等模型

参数的修正, 以此降低参数误差 (李辉和丁桦 2005). 有限元模型修正技术最早出现在

航空领域. 1958 年, Gravitz 通过飞机地面振动测试数据修正飞机结构柔度矩阵, 被认

为是有限元模型修正技术的早期探索 (吴晓菊 2009). 经过多年的发展, 有限元模型修

正已经成为一项比较成熟的工程技术, 并成功应用于诸多实际工程 (Brughmans et al.

1991, 1993, Schedlinski 2000, Venture et al. 2001, Goge 2003). 以土木工程领域为例,又以

在桥梁工程中的应用最为成熟, 已经能够完成特大跨桥梁有限元模型修正的问题 (范

立础等 2000, Wang et al. 2005, Xu et al. 2011, 郁胜等 2014). 另外, 虽然目前主流大型

有限元分析软件的模型修正功能尚不完善, 但也有如 Dynamic Design Solution (DDS)

公司的 FEMtools, 西门子 (SIEMENS) 公司的 LMS Gateway, Simcenter 3D 等软件可供

使用. 工程实用软件的开发将极大地推动有限元模型修正技术的发展, 因此也是这一

领域的热点发展方向之一.然而,尽管在工程上已经有一些成功应用,这项技术还远远

谈不上完善, 现代工程技术的飞速发展已经对有限元模型修正提出了更高要求. 实践

表明, 修正后的模型仍然不能保证对结构在真实环境中的响应做出准确预测, 因此需

要进行模型确认 (张令弥 2002), 并给出模型置信度以指导后续其他应用. 事实上, 受

到噪声、摩擦等因素影响, 无论在试验数据还是模型参数中均广泛存在不确定性, 因

此基于确定性的有限元模型修正只是一个特例, 有限元模型确认具有更一般的意义,

是有限元模型修正在统计学上的发展 (郭勤涛和张令弥 2005, 宗周红和任伟新 2012).

模型确认这一概念首先在美国能源部所属的洛斯 · 阿拉莫斯国家实验室 (Los Alamos

National Laboratory, LANL)、桑迪亚国家实验室 (Sandia National Laboratory, SNL) 和
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劳伦斯 ·利弗莫尔国家实验室 (Lawrence Livermore National Laboratory, LLNL)负责的

专项研究计划中提出 (Martin 2000),并引起学术界的广泛关注. 目前,有限元模型确认

的总体技术路线已经基本形成, 相关研究仍在不断深入 (郭勤涛等 2006a, 宗周红和牛

杰等 2012).

另外, 除了通过网格细化控制阶次误差, 以及通过传统有限元模型修正方法控制

参数误差之外, 初始有限元模型的另一误差来源 —— 模型结构误差, 在传统的有限

元模型修正技术中并不涉及. 但对实际结构的简化, 对结构非线性的线性化已经成

为了传统有限元模型修正技术提升的瓶颈, 特别是对于具有明显非线性特征的结构,

传统基于线性的有限元模型修正从理论上也不再合理. 事实上, 非线性有限元模型

修正问题早已引起研究人员的注意. Schmidt (1994) 对非线性有限元模型修正问题进

行了较早的实践, 通过拟合时程响应数据, 对连接结构缝隙、摩擦的局部非线性进行

了模型修正研究. 另外还有一些综述文章展望或探讨过涉及非线性的模型修正问题

(Mottershead et al. 2011, 宗周红等 2012), 但相关研究成果并不丰富. 原因是传统线性

结构的模态分析理论在非线性结构中并不适用,而非线性动力系统理论的建立远不如

线性成熟, 且其中往往蕴含着如分岔、分形、混沌等极为复杂的现象 (Kerschen et al.

2006), 因此非线性有限元模型修正是更具挑战的问题. 近年来非线性科学、非线性系

统识别以及时 –频分析技术等的发展和应用,为有限元模型修正技术向非线性发展提

供了理论支持. 非线性有限元模型修正能够增加模型的复杂程度, 降低模型的不确定

性,使其更接近实际结构,从根本上提升修正结果的置信度,是基于线性结构传统方法

质的飞跃. 国内外学者已经进行了一些有价值的探索, 非线性有限元模型修正将逐渐

得到更广泛的关注.

发展有限元模型修正技术, 提升有限元模型模拟实际结构的能力, 能够进一步发

挥有限元模拟分析方法的优势, 对结构设计、优化, 结构振动控制, 结构健康监测, 结

构性能评估、预测等工程应用, 以及解决碰撞、爆炸等工程难题具有重要意义; 同时,

也能够缩减不必要的试验研究, 减少资源消耗, 节约成本, 缩短研发周期, 提高企业技

术水平和市场竞争力, 促进相关行业绿色发展和转型升级. 本文立足于对传统有限元

模型修正基本方法、理论的总结和评述, 以其在土木工程领域的应用为例, 全面回顾

有限元模型修正技术的发展历程, 同时讨论其最新发展方向; 重点探讨有限元模型修

正技术向非线性的发展现状并进行展望, 供同行研究人员参考.

2 线性有限元模型修正及其发展

2.1 传统有限元模型修正方法

有限元模型修正技术包含了有限元建模、试验模态分析、模型缩聚扩阶、灵敏度
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图 1

传统有限元模型修正方法的技术路线

分析、优化算法等丰富的内容,图 1所示为目前最常用的基于灵敏度的参数型修正方

法技术路线. Berman和 Flannelly (1971)、Berman (1984)的研究对有限元模型修正进行

了最早的论述并指出, 由于模态不完备等原因, 通过试验数据建立接近实际结构的理

论模型是比较困难的, 因此提倡使用模型修正技术建立具有物理意义的模型. Friswell

和 Mottershead (1995)的专著《Finite Element Model Updating in Structural Dynamics》

对有限元模型修正的技术路线、修正过程中可能遇到的问题和具体解决方法进行了

较为全面的论述, 将有限元模型修正方法分为基于模态数据的直接法、基于模态数据

的迭代法和基于频域数据的方法. 经过多年的发展, 已经涌现出了大量有限元模型修

正方法, 相关文献浩如烟海, 方法的分类也有所不同. 综合来看, 可以根据修正对象的

不同分为矩阵型修正方法和参数型修正方法. 修正过程中使用的实测数据可以是动

力试验时域、频域数据或者静力试验数据, 其中静力试验数据受噪声影响较小, 有研

究表明, 联合使用静、动力试验数据进行有限元模型修正也可以取得较好的效果 (宗

周红和任伟新 2012),但基于动力的有限元模型修正仍为本领域研究的主流,因此本文
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主要探讨基于动力的有限元模型修正方法. 对于传统有限元模型修正及其相关问题,

国内学者已经进行了一些重要的讨论、总结和评述. 比如,魏来生 (1998)介绍了 5种修

正方法, 反映出矩阵型方法到参数型方法的发展和过渡; 朱安文等 (2002) 除了综述矩

阵型方法到元素型方法的发展过程, 还探讨了模型缩聚、灵敏度分析和模型修正有效

性检验的问题;宋汉文等 (2003)探讨了有限元模型修正中的模型降阶、参数化以及反

问题不适定性的处理方法等, 并展望了基于统计理论的修正方法; 李辉和丁桦 (2005)

综述了矩阵型方法、参数型方法和神经网络法, 并指出各种方法的不足, 提出值得研

究的问题; 郭勤涛等 (2006a) 重点探讨了有限元模型修正向统计意义下的有限元模型

确认的发展;杨智春等 (2009)总结了有限元模型修正中基于模态参数、频响函数和动

力响应的各种目标函数及其解法. 这些综述文章反映了这一技术领域的发展历程, 内

容上也各有侧重, 但均未对非线性有限元模型修正进行综述或展望. 为了反映有限元

模型修正技术完整的发展脉络, 进而引出非线性有限元模型修正的讨论, 本文简要而

全面地总结评述传统有限元模型修正方法,但不延展到基于有限元模型修正技术的损

伤识别、参数识别等其他应用.

2.1.1 矩阵型方法

Berman (1979)、Berman 和 Nagy (1983) 以及 Baruch (1978, 1982) 等在基于模态数

据的直接法方面较早地开展了相关研究工作, 他们运用模态正交性条件作为约束, 通

过拉格朗日乘子法使矩阵修正量范数最小化, 直接修正质量和刚度矩阵. 使用这种方

法修正后的模型能够精确 “复制” 试验测试数据, 但是破坏了质量、刚度矩阵原有的

带状、稀疏特征. 针对这一问题, Kabe (1985) 提出了一种保持矩阵带状、稀疏特征的

刚度矩阵修正方法, 其思想是通过引入约束条件, 使修正过程只改变矩阵中非零元素,

原有零元素不变. 修正过程从矩阵整体转变到矩阵中的元素, 这是方法上的一个较大

进步. 后续又有较多研究成果涌现, 包括我国学者早期的相关研究工作也是围绕着直

接修正刚度、质量矩阵元素展开的 (张德文和魏阜旋 1999). Roy (1990) 通过对比多种

修正方法, 提出考虑模型物理意义、修正后矩阵元素关联性、修正结果真实性的有限

元模型修正方法评价标准. 从这个角度来看, 直接修正质量、刚度矩阵的方法虽然可

以通过施加相应约束保证其带状、稀疏特征, 但这类矩阵型方法在修正过程和修正结

果上仍普遍缺乏物理意义,修正后的模型只在数学结果上与实际结构相近而不具备实

际工程意义, 因而逐渐退出历史舞台 (李伟明 2011). 此类方法的技术细节已有大量相

关文章介绍, 不再赘述.

2.1.2 参数型方法

参数型方法不仅能够保证修正过程、修正结果的物理意义, 还能够保证矩阵原有
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带状、稀疏特性以及各元素之间原有的连接意义, 是矩阵型方法的重要发展, 国内外

学者进行了较为深入的研究. 参数型方法中所使用的参数可以是子矩阵参数, 也可以

是具有实际物理意义的弹性模量、密度、几何尺寸等物理参数.

子矩阵参数最早由 Natke (1988) 所提倡. 通过子矩阵参数将修正后的质量、刚度

矩阵M∗, K∗ 表示为

M∗ = M0 +
N∑

n=1

αnM e
n

K∗ = K0 +
N∑

n=1

βnKe
n





(1)

其中, M0, K0 为修正前的质量、刚度矩阵; 每个求和单项 M e
n, Ke

n 可以是单元矩阵

或多个单元的装配矩阵; αn, βn 即为子结构参数. 可将修正后的质量、刚度矩阵代入

特征方程或正交性条件, 构造关于子结构参数的方程并求解, 便达到模型修正的目的.

Friswell (1990)较早地将质量、刚度矩阵表示为关于待修正物理参数 p的一阶 Tay-

lor 展开式

M = M0 +
l∑

i=1

δpi
∂M

∂pi

K = K0 +
l∑

i=1

δpi
∂K

∂pi





(2)

然后可以将其代入特征方程或正交性条件, 由同阶项相等构造方程组求解参数. 相比

于子矩阵参数代表单元内部物理参数的综合作用,这种修正参数表达方式是子矩阵参

数的进步.

实际上,更为常用的是构造结构特征量残差目标函数并运用优化算法的有限元模

型修正方法. 这类方法可以表示为

J (∆p) = εTWε (3)

其中, 残差 ε 表示为

ε = ∆f − S∆p (4)

∆p 为待修正参数改变量, ∆f 为参数改变时结构特征量的变化量, 这里的结构特征量

可以是特征值、特征向量、模态保证准则 (modal assurance criteria, MAC)、频响函数、

反共振频率、静力位移、静力应变等,也可以是它们的组合.待修正参数与特征量残差

之间通过灵敏度矩阵 S 联系起来, 它是一个关于待修正参数的雅可比矩阵
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S =




∂f1

∂p1
· · · ∂f1

∂pn

...
. . .

...

∂fm

∂p1
· · · ∂fm

∂pn




(5)

1969年, Fox和 Kapoor为快速考察设计变量对动力响应的影响,计算了设计参数改变

时特征值 λ 和特征向量 ϕ 的 “变化率”, 即灵敏度, 得到了工程界的广泛重视. 国内外

众多学者对基于灵敏度的有限元模型修正方法进行了最为广泛的研究,基于灵敏度的

有限元模型修正方法也是目前应用最为成熟的方法. Mottershead 等 (2011) 对基于灵

敏度的有限元模型修正方法进行了系统、全面的讨论, 并以一个直升机有限元模型修

正的工程实例说明该方法的基本流程. 值得注意的是, 文中使用的是 Fox 和 Kapoor

提出的特征值和特征向量灵敏度计算方法. 特征向量灵敏度的计算相对复杂, 因此涌

现出许多改进计算的研究成果,其中 Nelson (1976)提出的方法因其不需要测得全部模

态数据、较为适于实际应用而得到了广泛的关注. 且 Sutter等 (1989)在对比了 4种方

法的基础上认为, Nelson 法特别是针对多个设计变量的情况下, 在计算效率和结果准

确性上具有一定优势. Nelson法第 r 阶特征向量灵敏度
∂ϕ(r)

∂pi
的计算方法是将其表达

为通解与特解和的形式
∂ϕ(r)

∂pi
= C(r)ϕ(r) + V (r) (6)

令

A(r) = K − λ(r)M (7)

F (r) = −
[
∂K

∂pi
− λ(r) ∂M

∂pi
−M

(
ϕ(r)

)T
(

∂K

∂pi
− λ(r) ∂M

∂pi

)
ϕ(r)

]
ϕ(r) (8)

由式

A(r)V (r) = F (r) (9)

求出特解 V (r), 然后由式

C(r) = −1
2

(
ϕ(r)

)T ∂M

∂p
ϕ(r) −

(
ϕ(r)

)T

MV (r) (10)

求 C(r) 后代入式 (6) 即可求得特征向量灵敏度. 各种特征量灵敏度的计算在相关文

章中已有较多讨论, 不再赘述 (崔飞等 2003, 戴航和袁爱民 2011). 另外, 式 (3) 中的

W 为权值矩阵, Friswell 和 Mottershead (1995) 对权值选择问题进行了较为详细的讨

论, 认为选用测量量方差的倒数能够反映测量量的准确程度, 对相对准确的量分配更

大的权值. 但目前权值的选择往往还是更多地依赖研究人员的经验, 其中固有频率的
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测量值较易获得且较为可靠, 在构造目标函数时通常不可缺少, 且联合多种特征量时,

应对其分配更高的权重 (张令弥和何柏庆 1995, 杨智春等 2009).

在实际测试过程中, 受采样频率以及频带范围内模态数量的限制, 且高阶模态数

据易受噪声影响产生较大误差, 所获得的结构信息是不完备的, 因此使用较多的数据

修正较少的参数是比较理想的情况. 修正参数的选择是此类方法中极为重要的技术环

节. 常用的参数选择方法是工程经验与灵敏度分析结合的方法, 根据经验确定大致范

围后选择灵敏度较高的参数,这样既可以避免灵敏度分析选择灵敏度较高但实际修正

并不改变的参数, 也可以避免经验选择灵敏度较小的参数造成的灵敏度矩阵奇异 (宗

周红和任伟新 2012). 另外, 如果结构已经产生损伤, 则需要使用损伤定位方法确定修

正参数 (Friswell & Mottershead 1995). 值得注意的是, 参数型方法通常可以根据实际

需要,多次重复修正过程进行迭代,以期提高修正结果的精确度,但是迭代过程的收敛

性缺乏相关研究证明.

试验模态分析过程造成的误差有时可能会大于模型参数误差 (D’Ambrogio et al.

1993),所以有学者开始研究直接使用频率响应数据进行模型修正. 频响数据能够避免

模态分析带来的误差, 且具有互易性, 各测点间能够相互校核从而获得更多准确的数

据,因此具有广阔的应用前景. Natke (1988)最早进行了尝试;随后 Lin和 Ewins (1994)

提出了基于频响函数灵敏度的方法; Zang 等 (2001) 集中研究了有限元模型修正的频

域准则,以该准则评价修正后模型,同时也可作为修正目标函数;徐张明等 (2002, 2003)

提出了结合模型缩聚和频响函数灵敏度的有限元模型修正方法,以及引入频响函数相

关性灵敏度的方法, 通过数值算例验证, 均取得了较好的效果; 此外, 还形成了方程误

差法 (或称输入误差法) 和输出误差法两种主流方法 (Cottin et al. 1984, Fritzen 1986,

Fritzen & Zhu 1991). 但这类方法仍有频率点选择、阻尼阵修正等问题需要解决, 目前

仍有一批国内外学者致力于此领域研究并取得了一些成果, 如 Grafe (1999) 提出了考

虑黏滞阻尼的大型结构模型修正方法; Kwon 和 Lin (2004) 提出了结合灵敏度分析与

测量值依赖度指标 (measurement dependency index, MDI)的频段选择新方法; Sipple和

Sanayei (2014) 用频响函数的数值灵敏度替代解析灵敏度, 提出一种能够同时修正质

量、刚度、阻尼矩阵的修正方法; 刘宇飞 (2015) 发展了两类灵敏度指标, 提出了修正

前参数和频段选择的改进方法等, 相关研究仍在不断深入.

另外, 如飞机、卫星等复杂结构或微尺度结构, 进行传统模态试验会存在一些限

制, 而且这些结构也有如火箭发射、多级火箭分离界面激振、飞机起降等模拟实际工

作状态振动情况的需求, 因此地面振动试验在航空航天工业中更为常用. 在土木工程

中, 振动台试验也是研究结构抗震的重要手段. 此时应用基于基础激励数据的有限元

模型修正, 与上述基于模态数据、频响数据的方法不甚相同 (Beliveau et al. 1986). Lin

和 Zhu (2007) 首先提出了基于基础激励的有限元模型修正方法, 并通过悬臂梁模型
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和桁架模型进行验证, 这种方法本质上是修正了子矩阵参数; 王泽宇等 (2010) 运用动

刚度对设计参数的一阶 Taylor 展开式, 将上述方法发展为具有物理意义的设计参数

的修正; 刘荣贺和于开平 (2013)结合改进缩聚系统法 (improved reduction system, IRS)

(O’Callahan 1989),并利用数值差分计算灵敏度,提出了基于基础激励的两步修正策略,

提高了原有方法的运算效率; Yuan和 Yu (2015)将此方法发展并应用到考虑阻尼的结

构, 并通过卫星结构模型验证, 取得了良好的效果.

建立目标函数之后, 有限元模型修正问题转化为优化问题. 随着计算机科学的发

展, 一些如模拟退火、遗传算法、粒子群算法等性能优秀、适于并行运算的优化算法

近年来备受关注, 并已被应用于有限元模型修正研究 (Levin & Lieven 1998a, 余岭等

2006, Marwala 2010, Perera et al. 2010, Jafarkhani & Masri 2011, 于开平和刘荣贺 2013,

Shabbir & Omenzetter 2015, Astroza et al. 2016). 实际工程的有限元模型修正运算量

通常较大,且一般为非线性优化问题,合适的优化算法不仅能提高运算效率,而且能收

敛到全局最优解, 对于有限元模型修正方法的实际应用具有重要意义, 研究者需根据

个人经验和研究条件选用最优方案. 但是, 笔者认为选用不同的优化方法并不是对有

限元模型修正理论的发展,有限元模型修正理论的发展还是要依靠引入新的结构特征

量, 或者建立更具实际意义、能够更全面地代表结构特性的目标函数.

基于灵敏度的参数型方法虽然具有明确的物理意义,但是由于常常要经过迭代优

化, 多次调用有限元模型, 计算量巨大. 其计算量主要来源于灵敏度矩阵的计算, 且当

参数选择不当时, 如参数灵敏度较小或几个参数影响相近等情况, 亦或数据被噪声污

染时, 灵敏度矩阵在求解过程中易出现病态, 导致算法失效或求解错误 (Friswell et al.

2001). 因此在实际应用中, 特别是针对待修正参数较多的大规模、复杂结构仍有一些

限制.

2.2 传统有限元模型修正方法的发展

针对传统参数型方法存在的计算量大、求解过程易出现病态的问题, 有学者提出

采用缩聚模型或代理模型 (surrogate model) 的方法, 以及不基于灵敏度的参数型方法

等开始受到广泛关注, 有限元模型修正技术近年来取得了长足的进步. 模型缩聚的方

法主要包括: 静缩聚法 (Guyan 1965)、动缩聚法 (Paz 1984)、IRS 法、等效系统缩聚

法 (system equivalent reduction expansion process, SEREP) (O’Callahan et al. 1989) 等.

Papadimitriou 和 Papadioti (2013) 提出的结合模态综合法进行模型修正的思路; Weng

等 (2011)使用基于子结构的方法,以及侯吉林 (2010)提出的约束子结构修正方法也取

得了较好的效果, 对降低模型修正运算规模很有帮助. 这些方法关键在于对原有结构

特性矩阵的处理过程, 因此不多做介绍. 交叉模型交叉模态法 (cross-model cross-mode

method, CMCM) 也是一种参数型方法, 但其不需要进行迭代运算, 且不需要计算灵敏
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度, 较好地避免了传统方法的问题; 使用如神经网络、响应面等代理模型的方法, 不仅

能够降低计算负担, 而且不需计算灵敏度, 也体现出了实际应用方面的优势.

此外, 由于实际结构是广泛存在不确定性的, 而传统有限元模型修正均为基于确

定性的,与实际情况并不相符.因此,向不确定性的发展也是传统有限元模型修正技术

重要的发展方向. Collins 等 (1974) 结合经典统计思想提出了基于灵敏度的最小方差

法, 并探讨了有限元建模和动力试验过程中的不确定性, 较早地运用统计理论解决有

限元模型修正问题. 另外有学者注意到, 贝叶斯统计推断中由先验信息和样本信息得

出后验信息,然后推断未知参数的思想,恰与有限元模型修正技术的思想类似,于是将

贝叶斯统计理论应用到有限元模型修正过程中. Alvin 等 (1998) 提出一种考虑误差和

不确定性的建模框架, 并基于贝叶斯统计讨论了模型中误差和不确定的估计和传递;

Beck 和 Katafygiotis (1998) 首先提出贝叶斯统计模型修正的技术框架; 华宏星和傅志

方 (1998) 从无条件极大似然估计的角度, 推导了基于贝叶斯框架的模型修正公式, 并

讨论了其估计的无偏性、鲁棒性等问题.随后一些学者针对后验分布积分计算的困难,

发展了一系列新方法 (Beck & Au 2002, Ching & Chen 2007, Cheung & Beck 2009); 袁

昭旭和于开平 (2017) 在贝叶斯修正框架下, 提出了针对高温环境结构的有限元模型

修正方法. 目前贝叶斯统计方法已经广泛用于体系更为成熟的有限元模型确认中. 除

使用确定性模型和随机模型以外, 还可以使用模糊模型处理现实问题. 华宏星和傅志

方 (1997)根据有限元模型修正中存在模糊的参数选择、模糊的修正目标等特征,提出

根据修正参数及其权值模糊选择的有限元模型修正方法,且数值算例取得了理想的效

果; Liu 和 Duan (2012) 将模糊有限元理论引入到有限元模型修正中, 合理地考虑了测

量模态参数的不确定性对修正结果的影响; Erdogan 和 Bakir (2013) 结合模糊数学理

论和遗传算法、粒子群算法, 提出基于模糊有限元模型修正的损伤识别方法, 并与基

于贝叶斯统计的蒙特卡洛模拟 (Monte Carlo simulation) 方法结果对比, 取得了较好的

效果.传统方法向不确定性的发展,特别是其中形成的有限元模型确认技术,大有替代

传统方法而成为具有普遍意义方法的趋势. 以下主要介绍 CMCM,神经网络法和响应

面法, 并探讨有限元模型确认的发展历程和研究现状.

2.2.1 CMCM

CMCM 由 Hu 等 (2007) 首先提出, 是一种不基于灵敏度的方法. 这种方法与子矩

阵法有些类似, 同样将修正后的质量、刚度矩阵表示为式 (1) 形式并代入特征方程中,

但实测数据与模拟数据的交叉使用形成了一种新方法. 即, 式 (1) 中 M0, K0 表示修

正前的质量、刚度矩阵, 则由初始有限元模型特征向量、特征值数据 ϕa
i , λa

i 和实测特

征向量、特征值数据 ϕt
j , λt

j 构成模型修正前后的特征方程

K0ϕ
a
i = λa

i M0ϕ
a
i (11)
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K∗ϕt
j = λt

jM
∗ϕt

j (12)

将 (ϕa
i )T 左乘式 (12),

(
ϕt

j

)T
左乘式 (11), 由于

(
ϕt

j

)T
K0ϕ

a
i 和 (ϕa

i )T K∗ϕt
j 是标量, 对

调 ϕa
i 和 ϕt

j 后做两特征方程变换后的比值, 得到

(ϕa
i )T K∗ϕt

j

(ϕa
i )T K0ϕt

j

=
λt

j

λa
i

(ϕa
i )T M∗ϕt

j

(ϕa
i )T M0ϕt

j

(13)

将式 (1) 代入式 (13) 并进一步化简得到

1 +
N∑

n=1

αn

(ϕa
i )T Ke

nϕt
j

(ϕa
i )T K0ϕt

j

=
λt

j

λa
i

(
1 +

N∑
n=1

βn

(ϕa
i )T M e

nϕt
j

(ϕa
i )T M0ϕt

j

)
(14)

引入新符号简单表示为
N∑

n=1

αnCr,n +
N∑

n=1

βnEr,n = fr (15)

其中, Cij,n =
(ϕa

i )T Ke
nϕt

j

(ϕa
i )T K0ϕt

j

, Dij,n =
(ϕa

i )T M e
nϕt

j

(ϕa
i )T M0ϕt

j

, Er,n = −λt
j

λa
i

Dij,n, fr =
λt

j

λa
i

− 1. 至此

有限元模型修正问题归结为解超定方程组的问题.这种方法不需要进行实测模态与模

型模态的匹配, 且不要求全部模态数据, 不需计算灵敏度, 不需迭代计算, 便于工程应

用. 但是当实测数据比较准确的时候, 在做特征方程的比值时可能出现分母接近零的

情况而使算法失效; 另外子矩阵参数是整体参数, 可以表达单元之间的连接意义和多

个物理参数的综合作用, 无法进行一个单元内某个特定物理参数的修正.

2.2.2 神经网络法

有限元模型修正是一种比较典型的反问题. 反问题一般都是非线性且不适定的,

求解难度较正问题大得多. 传统方法无论如何选择待修正参数也无法改变修正过程

反问题的本质,因此有学者研究使用神经网络方法,利用其非线性映射能力强、鲁棒性

较好的特点, 将有限元模型修正的反问题转化为正问题求解 (费庆国和张令弥 2004).

经过多年的发展,已经产生种类繁多的神经网络,并在多个领域得到了有效的应用. 用

于有限元模型修正领域的主要有: 径向基函数 (RBF)神经网络 (Levin & Lieven 1998b,

Atalla & Inman 1998) 和反向传播 (BP) 神经网络 (徐宜桂等 2000, 李林等 2006). 值得

注意的是, 神经网络方法也能用于非线性结构的有限元模型修正 (费庆国等 2005). 具

体做法是: 首先, 通过工程经验与灵敏度分析结合的方法选择待修正参数作为输出参

数, 选择结构特征量作为输入参数; 扰动待修正参数并通过有限元模型得到相应结构

特征量, 生成神经网络的训练样本数据; 然后, 确定神经网络的类型、结构, 利用样本

数据训练神经网络,直至收敛;将实测数据得到的结构特征量输入神经网络,得到的参

数即为修正后的参数; 最后, 将修正后参数代入有限元模型重新生成结构特征量与实
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测数值比较,如果误差较大,需要补充训练样本并重新训练神经网络,如此重复直至满

足精度要求. 神经网络取代灵敏度重新定义了结构特征量与待修正参数之间的关系,

将有限元模型修正转变为正问题求解,是有限元模型修正技术的进步.但是,神经网络

的泛化能力对修正结果的影响较大, 修正后模型的外推是否合理需要进一步确认; 另

外, 参数较多时神经网络所需收敛时间较长, 输入的训练数据越充分神经网络通常收

敛越快, 但是建立大量的训练数据也需要多次使用有限元模型计算, 从而造成一定的

计算负担.

2.2.3 响应面法

传统参数型有限元模型修正方法的迭代过程需要多次重复调用有限元模型,造成

极大的计算量. 通过简化有限元模型或选用更优的网格划分方案可以在一定程度上

提高运算效率. 响应面法是一种类似的思路, 它以显式的响应面函数拟合结构特征量

与参数之间复杂的隐式关系,建立一个替代有限元模型的代理模型进行优化迭代过程

(蒋寅军 2011). 响应面法最早由 Box 和 Wilson (1992) 提出并应用于化学工业, 经过多

年发展已成功应用于机械工程、土木工程等多个领域. 郭勤涛等 (2006b) 较早地探讨

了响应面法在有限元模型修正领域的应用价值. 任伟新和陈华斌 (2008, 2010) 较早地

将响应面法用于解决大型土木工程结构有限元模型修正问题,且对实际桥梁进行有限

元模型修正研究取得了良好的效果. 响应面法有限元模型修正的具体做法是 (蒋寅军

2011, 宗周红和任伟新 2012): 建立初始有限元模型后, 首先根据经验确定模型参数设

计空间,选择合适的试验设计方法生成样本点,常用的试验设计方法有: 全因子设计、

中心复合设计、正交设计、均匀设计等,然后代入初始有限元模型生成样本数据;通过

对样本数据进行方差分析, 选择对结构响应影响明显的参数; 选择响应面模型并拟合

模型参数, 常用的响应面模型包括: 多项式模型、径向基函数模型、克里格 (Kriging)

模型等; 确定的响应面模型需运用均方误差、平均误差、复相关系数等统计指标进行

模型验证, 如果达到精度要求, 则可将响应面模型替代有限元模型进行模型修正优化

过程; 否则需要返回修改响应面模型直至满足精度要求. 响应面法有限元模型修正一

般流程如 图 2 所示.

有研究表明, 相比于神经网络法, 响应面法建模工作量要小得多; 而且, 通过统

计方差分析选择影响显著的参数, 从而降低优化求解问题的维度, 也是神经网络法所

不具备的能力 (方圣恩 2010). 另外, 响应面法处理多参数影响问题体现出了明显的

优越性, 且回避了传统方法可能出现的不适定问题, 因此在解决大型结构的有限元模

型修正问题上具有广阔的前景, 同时其中包含的模型确认思想也符合模型修正技术

发展的方向. 但是响应面法各环节方法的选择较依赖研究人员的经验, 且存在最终得

到的有限元模型 “外推” 不可靠、修正结果不唯一, 生成样本数据计算量较大等问题.
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图 2

响应面法有限元模型修正流程图

Chakraborty 和 Sen (2014) 针对最小二乘法求响应面待定参数产生的误差提出使用滑

动最小二乘法; Gou 等 (2016) 基于正交设计和线性响应面提出连续选择法 (successive

selection method) 快速选择和分析实验设计样本点, 减轻计算负担; Jin 和 Jung (2016)

提出序列代理建模 (sequential surrogate modeling) 降低对研究者经验的依赖, 降低计

算量等, 这种方法仍在不断发展中.

2.2.4 有限元模型确认

有限元模型确认是有限元模型修正从确定性到不确定性的发展.以土木工程领域

为例, 近年来结构健康监测技术的发展, 要求所建立的有限元模型不仅能够指导结构

设计, 识别结构损伤, 还应当能够预测结构未来工作状态 (Farrar & Worden 2012). 这

就要求有限元模型不仅能够准确、全面地反映结构特性, 而且要保证模型修正结果具

有一定置信度水平以便指导后续进一步的应用;而基于确定性的传统有限元模型修正

技术显得力不从心, 其修正结果实际上是不确定性模型的一个特例. 基于不确定性的

结构健康监测研究, 有望成为解决土木工程健康监测问题的一般方法 (Housner et al.

1997). 有限元模型确认是其中重要的研究方向,通过对结构系统从构件到整体的分层

建模和确认试验, 对系统中的不确定性进行量化和传递分析, 以及对有限元模型在设

计空间预报精度进行评价和确认,能够建立更为可靠的有限元模型并从统计理论给出

模型置信度 (宗周红和任伟新 2012).

有限元模型确认的技术路线主要由美国一些研究机构的研究报告、研究计划提

出 (朱跃 2010), 包括美国能源部提出的加速战略计算首创计划 (Accelerated Strategic

Computing Initiative Program),及与之配套的计算机仿真系统置信度评估方法 ——模

型验证和模型确认 (modal verification and modal validation) 计划形成的 ASCI V&V 计

划, 由 SNL 制定的 ASCI V&V 指南 (Martin 2000); 美国航空航天学会 (American Insti-

tute of Aeronautics and Astronautics, AIAA)计算流体力学委员会 (Computational Fluid

Dynamics Committee)提出的计算流体动力学模拟的验证和确认指南 (AIAA Guide for

the Verification and Validation of Computational Fluid Dynamics Simulations), 以及随后
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/ / /

/ / /

(verification)

图 3

模型验证和确认技术路线 (Schwer 2007)

美国机械工程师协会 (American Society of Mechanical Engineers, ASME)成立专门的委

员会并发布的计算固体力学验证和确认指南 (Guide for Verification and Validation in

Computational Solid Mechanics) (Schwer 2009) 等, 形成的技术路线如 图 3 所示. 其中

“验证”(Verification) 部分是指对计算模型与数学模型之间程序代码和算法的验证, 不

是本文讨论范围; “确认”(Validation) 部分是指试验结果与模拟结果之间的确认, 即本

文所讨论的有限元模型确认. 另外, 这个技术路线包含了一种分层确认的思想, 这种

思想将复杂系统分为全系统、子系统、部件、单元四个层次, 可以降低系统的复杂程

度.且系统分层研究表明,由于层次越低影响因素越少,通常只能在系统的部件和单元

层次获得比较准确的试验数据, 所以模型确认主要在这两个层次进行 (朱跃 2010).

有限元模型确认被系统提出之后, 更多学者将目光投向了这一研究领域. Hemez

和 Doebling (2000a, 2000b), Hanson 和 Hemez (2001) 介绍了 LANL 的一些研究工作,

对有限元模确认进行了较为全面的论述和展望; 张令弥 (2002) 在回顾模型确认发展

历程的基础上, 讨论了模型确认以及确认试验的技术路线, 并对该领域的研究方向进

行了展望; Rebba 等 (2003, 2006) 运用贝叶斯方法讨论了模型确认、误差传递的问题,
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并探讨运用贝叶斯网络 (Bayes network) 实现子模型到整体模型确认信息传递, 以及

模型预测能力的量化; Link 和 Friswell (2003) 针对著名的 GARTEUR 基准模型提出

模型确认的三级确认准则, 被广泛应用; Oden 等 (2003) 指出力学问题中计算模型的

不确定性建模是未来发展方向, 且所建立的不确定性模型应当能够对力学问题提供

可靠的分析和预测; Chen 等 (2004) 提出利用响应面法与蒙特卡洛模拟的方法研究了

金属板翻边工艺的模型确认问题; 费庆国等 (2004) 运用 Link 和 Friswell 提出的三级

确认准则, 同样对 GARTEUR 基准模型进行了模型确认研究; 郭勤涛等 (2006a) 在回

顾传统有限元模型修正技术的基础上, 全面综述了有限元模型修正向模型确认的发

展方向及其现状, 并对薄板结构和车架模型进行了实例分析. 2006 年, 为进一步推动

模型确认研究的发展, SNL 发布了模型确认的挑战问题, 包含热传导, 静力学和动力

学 3 个子问题, 国内外学者针对此开展了广泛的研究和讨论 (Red-House & Paez 2008,

Hills et al. 2008), 对模型确认的发展起到了一定的推动作用. Paez 和 Red-Horse (2008)

重点总结介绍了结构动力学挑战问题的 6 项研究成果, 包括: Ghanem 等 (2008) 提出

结合使用 K-L 过程 (Karhunen-Loēve procedure) 和多项式混沌展开 (polynomial chaos

expansion, PCE) 建立随机参数模型和认知不确定性模型, 并研究了不确定性传递和

该挑战问题的模型确认; Hasselman 和 Lloyd (2008) 利用摄动方法建立线性随机模型,

然后按照 NASA 的确认准则完成挑战问题的模型确认; Horta 等 (2008) 对奇异值分解

(singular value decomposition, SVD)、核密度估计 (kernel density estimate, KDE) 等概

率建模方法进行对比分析和总结; McFarland 和 Mahadevan (2008) 首先用主成分分析

(principal component analysis, PCA) 和马尔科夫链蒙特卡洛方法 (Markov chain Monte

Carlo, MCMC) 对模态参数进行核密度估计建立分布模型, 然后利用蒙特卡洛模拟研

究不确定性的传递; Rutherford (2008)采用响应主成分分析的正交向量作基函数,以其

线性组合表示模拟响应, 并由拉丁超立方采样 (Latin hypercube sample)及核密度估计

构造参数分布,与试验数据对比进行模型校准、确认; Zang等 (2008)直接识别质量、刚

度、阻尼系数并将线性与非线性系数分离建立均值模型, 通过蒙特卡洛模拟进行模型

确认研究, 同时探讨了非线性与不确定性的关系及非线性对模型确认的影响. 此外还

有如 Jiang 和 Mahadevan (2011) 提出小波谱 (wavelet spectrum) 分析的模型确认方法,

并通过该挑战问题进行验证; 张保强等 (2011) 使用核密度估计和核主元分析 (kernel

principal component analysis, KPCA) 方法对该挑战问题的研究等. Oberkampf 和 Roy

(2010)的专著对模拟研究中模型代码验证、模型确认与预测问题进行了系统的总结和

论述. 丁继峰等 (2010)探讨了在有限元模型修正之前对模型进行确认、重构对提高最

终修正结果精度的意义; 朱跃 (2010) 采用支持向量机 (support vector machine, SVM)

响应面研究了复杂系统的模型确认问题; 随后如毕司峰和邓忠民 (2013)、张冬冬和郭

勤涛 (2013)、陈志国等 (2013) 也采用蒙特卡洛模拟与响应面结合的方法研究了模型
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确认问题,取得了较好的效果.有限元模型确认仍在不断发展中,其主要的研究方向包

括: 不确定性模型的建立; 不确定性模型选择; 代理模型的建立; 包含更全面结构信息

的评价准则的提出; 以及与模型修正技术结合的结构安全评估预警系统的建立等.

3 非线性有限元模型修正发展现状

从线性到非线性是传统有限元模型修正技术的重要发展方向,逐渐得到国内外学

者的广泛关注. 非线性与不确定性不同,非线性是结构中固有的、确定的性质,一味对

结构非线性进行近似和简化会增加结构的不确定性,即使应用基于统计理论的模型修

正、确认方法, 也无法从根本上改善模型的置信度. 以土木工程结构为例, 非线性是广

泛存在的, 除材料非线性外, 在结构伸缩缝、连接节点等位置均表现出非线性特征, 一

些新型支撑、隔震减振支座结构, 摆、索结构以及损伤后的结构整体也会表现出明显

的非线性. 不同类型、不同材料的土木工程结构, 如多层、超高层、大跨空间结构、大

跨桥梁、地下结构等各自的非线性特性超出本文探讨范围, 不进行分别讨论, 但不同

类型的结构之间存在共性的非线性问题, 如不合理地加以考虑, 一味以线性模型进行

模拟和修正, 可能造成结构设计缺陷、健康监测失效等工程问题, 威胁人类生命财产

安全 (Worden & Tomlinson 2000). 另外, 土木工程结构工作状态受环境因素影响较为

明显, 特别是在发展可靠的结构健康监测系统的道路上, 首先应当确定环境因素造成

的影响, 而温度、湿度、风等环境因素对结构的影响也是非线性的. 目前, 无论是传统

有限元模型修正, 还是其向不确定性发展的有限元模型确认, 以及考虑环境因素影响

的有限元模型修正研究, 均为基于结构线性假设, 运用固有频率、振型等线性结构特

征量的方法; 除了将环境影响因素去除的方法以外, 有学者采用建立环境因素与结构

动力特性之间关系模型的方式考虑环境因素影响,并将此关系模型参数引入模型修正

过程 (何成等 2013, Zhou & Song 2016), 但其模型也多为线性, 尚未见针对非线性结构

考虑环境因素的有限元模型修正相关研究.

基于结构线性假设的传统有限元模型修正方法的局限性,已经引起国内外学者的

关注. 主要有以下研究成果:

(1) LANL 的 Hemez 和 Doebling 课题组研究成果. Hemez 和 Doebling (2001) 对非

线性模型修正进行了较早的论述, 通过 LANL 的五项试验结果, 说明发展非线性模型

修正的必要性以及所面临的挑战; Beardsley 等 (1999) 利用主成分分析结合响应面的

方法, 研究了某聚合物材料本构模型非线性修正问题, 并与基于线性方法的修正结果

对比, 说明了非线性修正方法的优势; Schultze 等 (2001) 利用冲击试验响应峰值加速

度作为特征量,结合方差分析方法,建立待修正参数与特征量之间的响应面模型,研究

了材料非线性模型修正问题.
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图 4

Ewins 等提出的非线性有限元模型修正技术路线 (Ewins et al. 2015)

(2)美国塔夫茨大学 (Tufts University) Moaveni课题组研究成果. Moaveni等 (2010,

2013) 先后进行了 7 层钢筋混凝土剪力墙结构模型和 3 层钢筋混凝土框架模型振动

台试验, 并通过线性有限元模型修正进行损伤识别, 结果表明, 随着损伤程度的提高,

基于线性的方法无法很好地代表结构状态; Asgarieh 等 (2014, 2017) 随后对这两个试

验进行了非线性有限元模型修正的研究,选择材料非线性本构模型参数作为待修正参

数, 运用时变模态参数反映结构非线性特征, 以此构造目标函数并利用模拟退火法进

行优化, 取得了较好的结果.

(3) 英国帝国理工学院 (Imperial College London) Ewins 课题组研究成果. Ewins 等

(2015)提出了一种非线性有限元模型修正和确认的 “三阶段 10步骤”技术路线,如图

4所示,即首先建立线性模型,通过传统方法进行修正; 然后通过对结构非线性的初步

判断,开展针对性的动力试验对结构非线性进行探测、定位、描述和量化;文章首次提

出了模型 “升级”(upgrading) 的概念, 强调应当提升单元阶次及模型复杂程度, 更准确

地还原结构固有的非线性特性; 最后针对 “升级” 后的非线性模型进行进一步的修正

和确认. 随后, Ewins课题组 Carri等 (2017)按照所提出的技术路线对机翼结构进行了
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非线性识别、模型修正试验研究, 运用反步法 (reverse path method) 描述非线性, 并通

过曲线拟合对非线性进行量化, 进一步强调在结构承受较大幅度激励时 “升级” 模型

的必要性, 同时也指出目前用于结构非线性识别的方法均有不足, 用于非线性模型修

正和确认的方法更需要进一步研究. 事实上, 在 SNL 提出的挑战问题中, 其子结构的

连接处存在弱非线性, Ewins 课题组的 Zang 等 (2008) 已经对其进行了探讨并提出了

将模型非线性分离, 先进行线性结构模型确认再探究非线性影响的思想. 另外, Carri

和 Di Maio (2016) 还对一个哑铃模型非线性连接进行了试验研究, 运用反步法进行非

线性定位、描述、量化, 并通过修正后模型的频响函数进行了验证. 虽然该项研究取

得了较好的结果, 但是文中也指出了其方法无法修正精细化、大规模模型的问题, 以

及现有商业软件的不足.

(4)我国学者研究成果.费庆国等 (2005)使用径向基神经网络方法,通过均匀试验

设计生成参数样本点训练神经网络, 对一非线性梁的材料非线性模型参数进行修正.

Wang 等 (2015, 2016) 通过解析模式分解 (analytical mode decomposition, AMD) 和希尔

伯特变换 (Hilbert transform, HT) 提取响应主成分的瞬时频率和幅值, 并以此建立残

差目标函数, 然后利用模拟退火优化算法完成非线性修正, 并通过剪切型结构的数值

算例和变压器结构振动台试验验证了该方法的有效性;袁平平等 (2016)利用类似方法

对三层框架梁柱连接节点弯矩 – 转角关系模型进行非线性修正; 另外, Yuan 等 (2016)

还进行了使用静力数据进行非线性连接模型修正的研究,借助灵敏度分析选择连接参

数,通过挠度值构造目标函数,运用模拟退火方法进行优化,并通过悬臂梁和钢桁架桥

模型进行了数值算例验证.

(5) 其他学者研究成果. Meyer 和 Link (2003) 将局部非线性抽象为两自由度系统,

采用谐波平衡法 (harmonic balance method) 将其线性化并变换到频域, 以此修正系统

质量、刚度、阻尼矩阵. Li 等 (2017) 直接使用时程数据, 对智利一座桥梁的隔震橡胶

支座进行了部件层次和系统层次的修正, 但其巨大的计算量限制了其进一步推广应

用. Lenaerts 等 (2001) 运用本征正交模态 (proper orthogonal mode, POM) 通过模型修

正手段进行非线性参数识别, 并通过局部非线性梁的数值算例进行方法验证, 但应用

于复杂实际结构还有一定困难; Kerschen和 Golinval (2004, 2005)先后利用与神经网络

结合的非线性主成分分析方法 (non-linear principal component analysis) 和条件反步法

(conditioned reverse path method)处理非线性系统模型修正问题,但应用于实际结构尚

需进一步研究. da Silva 等 (2009) 对 4 种用于非线性模型修正的方法进行了比较研究.

包括谐波平衡法、本构方程误差法 (constitutive equation error)、恢复力面法 (restoring

force surface) 和 K-L (Karhunen-Loève) 分解法. Bussetta 等 (2017a, 2017b) 从目标函数

和优化算法两个角度对非线性修正方法进行了综述; 并运用前三阶 Volterra 级数, 对

一杆件预加轴力试验进行了非线性有限元模型修正和确认, 取得了一定的效果; Song
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等 (2012) 利用瞬时刚度作为特征量, 采用线性有限元模型修正的方法, 进行了混凝土

剪力墙材料非线性模型的修正研究, 并利用试验数据进行了模型确认; 另外, Song 和

Dyke (2013a, 2013b) 利用无迹卡尔曼滤波 (unscented Kalman filter, UKF) 开发了一种

试验平台, 可以对材料非线性滞回模型进行实时修正, 并对结构状态做出评估. Isasa

等 (2011) 提出了一种结合多谐波平衡法与扩展本构关系误差法 (extended constitutive

relation error, ECRE) 的局部非线性修正方法, 并应用于悬臂梁数值模型对该方法进

行了验证, 但实际应用效果仍需进一步研究. Shahidi 和 Pakzad (2013) 运用响应面法,

对非线性材料本构模型修正进行了初步研究. Kurt 等 (2015, 2016) 提出了一种 “数据

驱动” 的非线性有限元模型修正策略, 通过对在不同激励水平下响应信号的小波谱进

行叠加, 得到频率 – 能量的经验关系并绘制频率 - 能量图, 以此描述结构的非线性特

性. 这种方法不需要事先对非线性模型做出假设,仅通过响应数据进行模型修正过程.

但是这种方法需要较多的研究人员的经验, 计算量也比较大, 修正结果需要通过图像

对比来说明而不能量化, 应用于实际结构还需要进一步研究. Chen 等 (2016) 运用谐

波平衡法计算非线性模型 FRF, 与试验 FRF 构成目标函数, 通过拉丁超立方采样方

法选定初值, 对目标函数进行优化以完成模型修正, 并通过悬臂梁数值算例进行方法

验证. Canbaloǧlu 和 Özgüven (2016) 运用其所提出的拟导纳差异法 (pseudo receptance

difference, PRD) 从结构非线性 FRF 中提取线性部分 FRF, 然后由线性修正方法对其

进行修正, 并通过模拟和试验说明该方法对提高模型精度具有一定效果, 但是其对强

非线性的适用性还需要进一步研究. Wang 等 (2018) 运用频响数据首先在低幅激励作

用下进行线性修正, 然后利用主谐波数据进行非线性修正, 应用于非线性固支梁试验

的非线性模型修正取得了良好的效果. Ebrahimian 等 (2017) 运用最大似然估计法估

计非线性材料本构模型的时变参数,结合克拉默 –拉奥下界 (Cramer-Rao lower bound,

CRLB) 理论估计测量过程不确定性, 提出了一种非线性模型修正框架, 并通过桥墩结

构和框架结构两个数值算例验证了该框架的有效性. 但这种方法理论复杂, 不考虑建

模误差且认为误差全部来源于测量误差, 应用于实际工程仍需进一步研究验证.

相关研究从研究对象上来看主要包括材料非线性本构模型的修正和非线性连接

模型的修正; 从非线性程度上来看, 主要有弱非线性和强非线性之分; 从研究角度也

有从理论模型角度、概率模型角度以及从能量角度的不同; 所使用的数据也有时域和

频域的区别. 如果根据先验知识预先描述非线性, 非线性模型修正转变为非线性识别,

如果是非线性形式未知的黑箱模型, 主要使用反步法, 结合工程研究经验估计或试错

确定非线性模型; 对弱非线性情况, 有学者采用线性化的方法然后利用传统方法进行

修正, 对强非线性则主要通过结构瞬时特征量建立目标函数进行处理. 总之, 非线性

模型修正的研究成果远不如传统有限元模型修正方法丰富,非线性有限元模型修正的

研究仍处于起步阶段, 相关研究仍需不断深入.
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4 讨论及展望

4.1 讨论

有限元模型修正技术对进一步发挥有限元模拟分析在工业工程领域的作用具有

重要意义. 至今, 这一技术已经能够应用于实际工程并仍在不断发展中. 本文首先对

传统有限元模型修正方法进行总结评述,然后介绍了针对传统方法不足之处发展起来

的一些新方法, 最后重点探讨有限元模型修正向非线性的发展方向, 并介绍了目前相

关的研究成果.

传统有限元模型修正方法按照模型修正数据处理的对象可分为矩阵型方法和参

数型方法. 其中,矩阵型方法由于普遍缺乏物理意义而缺乏实际工程应用价值;参数型

方法逐步发展并成为主流, 又以基于灵敏度的参数法在实际工程中的应用最为广泛,

理论研究也相对成熟.但这类方法的缺点在于灵敏度矩阵的计算,不仅计算量大,且容

易带来求解问题的病态导致方法失效; 另外, 在应用于大型结构时, 由于迭代运算需

要反复调用有限元模型, 造成巨大的计算量, 也限制了其更广泛的应用. 针对传统有

限元模型修正方法易造成问题病态和计算量大的缺点,目前的研究发展方向主要是发

展不基于灵敏度的方法、发展能够实现快速运算的代理模型, 以及一些结合应用新型

优化算法的方法. 包括交叉模型交叉模态法、神经网络法、响应面法以及结合模拟退

火、遗传算法、粒子群算法等优化算法的方法. 其中, 响应面法得到了广泛关注, 特别

是其中所包含的统计思想符合有限元模型确认的发展方向,在大型结构的有限元模型

修正过程中也体现出了修正多个参数的能力. 但是, 神经网络法和响应面法的成功依

赖于样本空间的选择, 不同的选择产生不同的修正结果, 选择不当也可能会造成代理

模型泛化能力不足, 从而导致有限元模型修正结果外推不可靠; 增加数据量能够增加

模型的可靠性, 但又会带来较大的计算量. 所以, 通过响应面法得到的修正模型必须

经过模型确认过程. 有限元模型确认是传统有限元模型修正方法在统计理论上的发

展,从理论上具有更一般的意义,且它能够从理论上探究复杂结构不确定性的传递,量

化评价修正后模型的不确定性, 给出指导工程应用的置信度, 对于修正后有限元模型

进一步应用于结构损伤识别、状态评估、性能预测等具有重要实际意义.

以上方法均基于结构线性假设, 但结构的非线性是无法回避的, 如不加以合理考

虑,无论使用何种传统方法修正模型,必然会遭遇精度瓶颈;若采用基于统计理论的方

法, 将非线性归为不确定性, 从理论上并不合理, 无法反应结构本质, 且最终得到的模

型置信度也会遇到瓶颈, 所以应当从理论角度对结构中的非线性加以考虑. 非线性有

限元模型修正近年来已经涌现出一些研究成果, 对于弱非线性情况, 一般将其线性化

后使用传统有限元模型修正方法, 强非线性情况多使用瞬时结构特征量. 国际著名动
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力学专家 Ewins提出先进行传统有限元模型修正建立线性模型,然后通过特定的非线

性判断、定位、描述、量化技术 “升级” 模型, 最后对非线性模型进行修正、确认这一

技术路线, 为非线性模型修正的发展提供了较为明确的发展方向, 但相关研究仍需不

断丰富和深入.

4.2 展望

非线性有限元模型修正的研究工作仍在起步阶段,距离实际工程应用更是还有很

长的路要走. 基于目前研究现状, 未来有限元模型修正向非线性的发展方向包括:

(1)完善模型修正过程进入不同阶段的定量判断准则.现有研究均认为,结构的非

线性特征常常依赖于振动幅度,因此在低幅振动情况下,结构可视为线性,或视为弱非

线性作线性化处理. 但当振动幅度达到一定程度后,结构将表现出明显的非线性特征,

主要表现在结构响应时程曲线畸变、频响函数产生其他频率成份, 以及系统叠加性、

频响函数互易性的丧失, 甚至出现混沌振动等复杂现象等, 导致线性结构特征量无法

代表结构特性, 因此仍然按照传统方法进行模型修正将无法得到准确结果, 运用模型

修正进行参数识别、损伤识别的结果也将失去实际意义. 问题是, 到底在激励幅度达

到什么程度,应当开始进行非线性模型修正过程,尚缺乏定量判断准则,目前大多通过

观察响应曲线变化, 根据研究者的经验确定. 这样的做法造成的后果是, 如果对非线

性模型修正开始的 “时机”把握不好,可能造成线性模型的不准确,这种误差在大幅度

激励下非线性模型修正过程中将被放大,影响最终修正结果.另外,非线性意味着更为

复杂的计算,确定在线性、弱非线性、强非线性各阶段之间合理的量化判断准则,有助

于工程师和研究人员根据实际情况选择合适的方法, 避免不必要的复杂计算.

(2)丰富代表结构非线性的特性指标.如果结构表现出明显的非线性特征,以往在

线性结构中所使用的振型、模态等特征量将不再适用. 所以, 目前使用将系统线性化

的方法处理非线性问题的研究,一般只能用于 “弱非线性”结构. 类似传统方法中使用

固有频率、振型、反共振频率等特征量建立目标函数的思想, 在非线性有限元模型修

正过程中, 也需要能够全面代表结构非线性特性的特性指标. 现有的用于非线性模型

修正的结构特性指标主要是瞬时量,包括瞬时频率、瞬时幅值、瞬时非线性模态等,然

而结构非线性行为极为复杂, 已有的瞬时特征量并不能完整地代表结构非线性特性.

丰富、拓展代表结构非线性的特性指标, 甚至建立特性指标体系是该研究领域的核心

问题. 而一旦能够找到合适的特性指标构建合理的目标函数, 接下来的非线性有限元

模型修正过程就可以转化为优化过程.

(3) 发展结构非线性有效的描述和量化方法. 在进行非线性有限元模型修正的过

程中,常常首先需要对结构中的非线性进行识别,包括判断非线性是否存在,确定非线

性的位置, 描述非线性的特性, 量化非线性的模型参数. 其中, 非线性的判断和定位尚



张皓, 李东升, 李宏男 : 有限元模型修正研究进展: 从线性到非线性 563

有一些有效方法, 主要通过观察时程响应曲线、频响函数曲线的畸变判断非线性是否

存在,利用激励信号与响应信号之间的相关性判断非线性的位置.但 Ewins指出,目前

缺乏能够进行非线性定位的仪器, 限制了实际工程应用. 更重要的是, 结构中非线性

的特性往往是未知的, 能否正确描述、量化结构非线性将在很大程度上影响后续的非

线性修正过程. 针对非线性材料模型常常根据经验选取已有的本构模型进行参数识

别;针对黑箱连接模型主要通过反步法,在一定分析基础上的经验试错确定;量化过程

主要通过多项式拟合. 这一过程会产生较大的计算量, 即使使用代理模型或者缩聚、

简化模型, 应用于大型结构仍然会造成较大计算负担, 限制了实际工程应用. 由于先

验信息的缺乏,无法完全确定未知的非线性关系,需要进一步研究有效的方法,拓宽研

究思路,增加约束条件,降低对研究经验的依赖,使非线性模型的建立以及修正结果更

可靠.
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Recent progress on finite element model updating:
From linearity to nonlinearity
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Abstract Finite element (FE) analysis is extensively applied in practical engineering.
However, FE model usually differs much from actual engineering structures due to modeling
errors caused by meshing scales, boundary conditions, and material properties. Therefore an
FE model has to be modified or updated by test data to make the FE model as close as pos-
sible to the real structure so that the updated model can be convincingly used for structural
simulation, dynamic analysis, health monitoring or other engineering applications. Over
the years, although FE model updating has been applied to many engineering applications
successfully, the development of modern technology has put forward higher requirements on
updated models, not only higher accuracy level but also higher confidence level. However,
current methods are mostly confined to the linear structure hypothesis, which disagrees with
the actual situations in many cases. Based on the background, this paper comprehensively
reviews traditional FE model updating techniques with civil engineering structure as an
example. Furthermore, influential model updating methods and their progress are surveyed
and critically commented including recent progress of FE model validation. Especially, the
evolution from linear to nonlinear FE model updating technology and essential research
findings are summarized, then attractive perspectives are forecasted, and several promising
issues are sketched out.
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