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功能梯度碳纳米管增强复合材料结构

建模与分析研究进展

沈惠申 †

上海交通大学航天航空学院, 上海 200240

摘 要 功能梯度碳纳米管增强复合材料是一种新一代的先进复合材料. 在

这种材料中, 碳纳米管作为增强体在空间位置上梯度排布. 功能梯度碳纳米

管增强复合材料的力学行为已成为近年来材料科学与工程科学的研究热点.

本文对功能梯度碳纳米管增强复合材料结构的建模与分析的研究进展进行

评述, 集中讨论功能梯度碳纳米管增强复合材料梁、板、壳在各种载荷条件

下, 边界条件下和环境条件下的线性和非线性弯曲、屈曲和后屈曲、振动和

动力响应.文中所列成果可以看作是进一步研究的基石.最后,提出需要进一

步研究的方向.
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1 引 言

1991 年日本电镜专家 Iijima (1991) 利用高分辨率电子显微镜从石墨棒放电所形

成的阴极沉积物中发现碳纳米管 (carbon nanotube, CNT). 嗣后一系列的研究表明, 碳

纳米管具有比传统碳纤维更为优越的力学、电学和热学性能 (Sun et al. 2005), 如单壁

碳纳米管的弹性应变可达 5% (Qian et al. 2000), 当等效壁厚取 0.066 nm 时, 单壁碳纳

米管的 Young’s模量可达 5.5TPa (Yakobson et al. 1996). 碳纳米管的纤维状结构、低密

度、大的长径比以及超高弹性模量及热稳定性使其成为先进复合材料理想的增强体

(Lau & Hui 2001, Thostenson et al. 2001). 自然状态的碳纳米管成团状, 可以当作颗粒

随机地撒在基体里制成复合材料. 研究表明, 加入少量碳纳米管就能显著改善复合材

料的化学、力学和电学性能 (Spitalsky et al. 2010),但此种碳纳米管颗粒增强复合材料

的可设计性较差, 无法满足工程需求. 为了用碳纳米管取代碳纤维制备出高性能复合

材料,首先需要解决 2个关键问题.第一,需要获得足够长的碳纳米管. Zhang等 (2013)

成功制备出单根长度达到 550mm的碳纳米管,在超长碳纳米管的制备方面获得突破.

第二, 需要解决碳纳米管在基体中的定向排列. Ajayan 等 (1994) 最早报道用碳纳米管

作为增强体制备了定向排列的碳纳米管/聚合物复合材料. Haggenmueller 等 (2000) 利

用熔融法成功制备出定向排列的单壁碳纳米管增强的聚合物复合材料. 定向排列的碳

纳米管增强复合材料 (carbon nanotube-reinforced composite, CNTRC)提高了可设计性,

在微纳米机电系统 (micro-electro-mechanical systems, MEMS 或 nano-electro-mechanical

system, NEMS) 中有潜在的应用前景 (Ashrafi et al. 2006, Farahani et al. 2012).

碳纳米管增强复合材料与传统碳纤维增强复合材料最大的差别在于: 碳纤维增强

复合材料的纤维体积含量可达 60% 以上, 而碳纳米管增强复合材料中碳纳米管的重

量百分比只有 2%∼5%. 这是因为碳纳米管与基体的结合较弱, 过高的碳纳米管含量

反而使复合材料的力学性能劣化 (Meguid & Sun 2004).

当碳纳米管增强复合材料用作结构构件时,如何在碳纳米管含量较低的条件下有

效地提高结构的宏观力学性能成为关键.把增强体人为地做成梯度排布将是一种合理

的选项.

功能梯度复合材料本质上讲是一种非均匀复合材料. 有两类功能梯度复合材料.

一种是颗粒增强复合材料, 如金属 – 陶瓷功能梯度复合材料 (Birman & Byrd 2007, 沈

惠申 2004). 另一种是纤维增强功能梯度复合材料 (Feldman & Aboudi 1997). 功能梯

度复合材料的显著特点是,在宏观尺度上增强体的体积含量在空间位置上是梯度排布

的. 同时, 这种材料具有很好的可设计性, 因此能最大限度地发挥增强体的增强效果.

诚如 Liew等 (2015)所指出, Shen (2009a)最早将功能梯度的概念用于碳纳米管增强复
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合材料. 特别是当 Kwon 等 (2011) 在实验室中制备出真实的功能梯度碳纳米管增强

复合材料后, 有关功能梯度碳纳米管增强复合材料梁、板、壳的力学行为的研究迅速

升温, 势不可挡, 产出了一批新的研究成果.

本文将对功能梯度碳纳米管增强复合材料结构分析的研究进展进行评述,主要涉

及但不仅限于梁、板、壳和曲板的弯曲、屈曲和振动.

2 功能梯度碳纳米管增强复合材料的热物参数

和金属 –陶瓷功能梯度复合材料结构分析相类似,对功能梯度碳纳米管增强复合

材料结构作分析时, 首先需要知道其等效热物参数 (如弹性模量、热胀系数等). 与传

统的碳纤维不同, 碳纳米管的等效热物参数具有尺度效应, 或者说与碳纳米管的尺寸

相关, 手性相关, 并且也与温度变化相关. 因此, 原先适用金属 – 陶瓷功能梯度复合材

料的细观力学模型, 不论是 Voigt 模型也好, 还是 Mori-Tanaka 模型也好, 都必须进行

修正.

2.1 广义混合律模型

为了在材料物性模型中计入小尺度效应及其他诸如界面效应,应变梯度效应等的

综合影响, 引进碳纳米管效能参数, 那么, 广义混合律可表示为 (Shen 2009a)

E11 = η1VCNECN
11 + VmEm (1a)

η2

E22
=

VCN

ECN
22

+
Vm

Em
(1b)

η3

G12
=

VCN

GCN
12

+
Vm

Gm
(1c)

其中, ECN
11 , ECN

22 和 GCN
12 分别为碳纳米管的 Young’s 模量和剪切模量, Em 和 Gm 为基

体的 Young’s 模量和剪切模量. 下标 11 定义为沿碳纳米管的方向, 22 定义为垂直碳

纳米管的方向. ηj (j = 1, 2, 3) 为碳纳米管效能参数, 可通过匹配分子动力学计算得的

Young’s模量和剪切模量以及由广义混合律预测得到的 Young’s模量和剪切模量得到.

式 (1)∼ 式 (3) 中 VCN 和 Vm 分别为碳纳米管和基体的体积率, 且满足 VCN + Vm = 1.

对于金属 – 陶瓷功能梯度复合材料, 我们通常假定陶瓷材料 (或金属材料) 的体

积率满足幂律变化 (Shen, 2009b), 但对于碳纳米管增强复合材料, 工程制备中只能做

到线性梯度排布 (Kwon et al. 2011). 有 4 种梯度排布方式可供选择, 如图 1所示, 分别

定义为 FG-V, FG-Λ, FG-X 和 FG-O, 那么, 碳纳米管的体积率可表示为

VCN =
(

1− 2Z

h

)
V ∗

CN, FG−V (2a)
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e

图 1

碳纳米管增强复合材料. (a) FG-V, (b) FG-Λ, (c) FG-X, (d) FG-O, (e) UD

VCN =
(

1 +
2Z

h

)
V ∗

CN, FG− Λ (2b)

VCN = 4
( |Z|

h

)
V ∗

CN, FG−X (2c)

VCN = 2
(

1− 2 |Z|
h

)
V ∗

CN, FG−O (2d)

其中, h 为梁板壳的厚度, Z 为沿厚度方向的坐标, 且

V ∗
CN =

wCN

wCN + (ρCN/ρm)− (ρCN/ρm)wCN
(3)

式中, wCN 为碳纳米管的质量率, ρCN 和 ρm 分别为碳纳米管和基体的质量密度. 对于

碳纳米管均匀排布 (UD) 情况, VCN = V ∗
CN, 因此, 梯度排布和均匀排布的碳纳米管增

强复合材料具有相同的碳纳米管质量率.碳纳米管增强复合材料的质量密度可定义为

ρ = VCNρCN + Vmρm (4)
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碳纳米管增强复合材料的热胀系数可表示为

α11 =
VCNECN

11 αCN
11 + VmEmαm

VCNECN
11 + VmEm

(5a)

α22 = (1 + νCN
12 )VCNαCN

22 + (1 + νm)Vmαm − ν12α11 (5b)

其中, αCN
11 , αCN

22 和 αm 分别为碳纳米管和基体的热胀系数, νCN
12 和 νm 为碳纳米管和

基体的 Poisson比. 由于碳纳米管和基体的弹性模量和热胀系数都是温度变化的函数,

因此,功能梯度碳纳米管增强复合材料的热物参数既是位置坐标的函数也是温度变化

的函数. 通常 Poisson比随温度升高变化不大,因此,碳纳米管增强复合材料的 Poisson

比可定义为

ν12 = V ∗
CNνCN

12 + Vmνm (6)

2.2 Eshelby-Mori-Tanaka 模型

另一种是将细观力学的 Mori-Tanaka 模型进行推广, 用于估算碳纳米管颗粒增强

复合材料的物性参数 (Shi et al. 2004). 此时, 等效体积模量 K、切剪模量 G 定义为

Kf = Km +
Vf(δf − 3Kmαf)
3(Vm − Vfαf)

(7a)

Gf = Gm +
Vf(ηf − 2Gmβf)
3(Vm − Vfβf)

(7b)

式 (7) 中 Vf 为颗粒的体积率, Vm 为基体的体积率, 同样满足 Vf + Vm = 1, 且

αf =
3(Km + Gm) + kr − lr

3(Gm + kr)
(8a)

βf =
1
5

{
4Gm + 2kr + lr

3(Gm + kr)
+

4Gm

Gm + pr
+

2[Gm(3Km + Gm) + Gm(3Km + 7Gm)]
Gm(3Km + Gm) + mr(3Km + 7Gm)

}
(8b)

δf =
1
3

[
nr + 2lr +

(2kr + lr)(3Km + 2Gm − lr)
Gm + kr

]
(8c)

ηf =
1
5

[
2
3

(nr − lr) +
8Gmpr

Gm + pr
+

8mrGm(3Km + 4Gm)
3Km(mr + Gm) + Gm(7mr + Gm)

+

2(kr − lr)(2Gm + lr)
3(Gm + kr)

]
(8d)

式 (8) 中, kr, lr,mr, nr 和 pr 为 Hill 弹性模量, 对于单壁碳纳米管可取 kr = 30 GPa,

lr = 10 GPa, mr = pr = 1 GPa, nr = 450 GPa (Popov et al. 2000). 那么, 碳纳米管增强复

合材料的等效 Young’s 模量和 Poisson 比可写成

Ef =
9KfGf

3Kf + Gf
(9a)
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νf =
3Kf − 2Gf

2(3Kf + Gf)
(9b)

式 (9) 和细观力学的 Mori-Tanaka 模型形式上完全一样. 诚如 Shi 等 (2004) 所指出, 由

式 (9a)预估的 Young’s模量要比实验测得的值高许多. 需要指出, Eshelby-Mori-Tanaka

模型仅适用于将碳纳米管视作颗粒状, 且在基体中随机分布的情况, 不能用于碳纳米

管定向排列和梯度排布的情况. 换句话说, 我们不能一方面假定碳纳米管颗粒增强,

采用 Eshelby-Mori-Tanaka 模型, 另一方面又假定碳纳米管定向排列和梯度排布. 否则

将会造成概念和理论上的混乱 (Aragh et al. 2012, Aragh et al. 2013, Hedayati & Aragh

2013, Kamarian et al. 2013, Lei et al. 2013a, Lei et al. 2013d, Malekzadeh & Dehbozorgi

2016, Malekzadeh et al. 2015, Mehrabadi & Aragh 2014, Mehrabadi et al. 2013, Rashidifar

& Ahmadi 2015, Thomas et al. 2014, Zhang & Liew 2015, Zhang et al. 2014a, Zhang et al.

2015g). 另一种企图是仿照金属 – 陶瓷功能梯度复合材料的做法, 将碳纳米管颗粒增

强复合材料的体积率假定成单参数的幂律变化 (Moradi-Dastjerdi et al. 2013c), 或多参

数的幂律变化 (Pourasghar et al. 2013, Tornabene et al. 2016). 很可惜, 迄今为至, 这种

梯度分布在实验室中尚无法实现.

3 功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳的线性和非线性分析

任何一种新型复合材料在工程上的应用都要通过制成结构构件来实现. 梁、板、

壳作为基本的结构构件, 其在环境载荷和外载荷作用下的力学响应, 如挠度、屈曲载

荷和自振频率, 是研究者首先予以关注的.

3.1 板

功能梯度碳纳米管增强复合材料结构最早的研究成果始于板. Shen (2009a) 基于

Reddy 高阶剪切变形板理论 (Reddy 1984) 和广义 Kármán 型大挠度方程 (Shen 1997),

采用二次摄动法 (沈惠申 2012b) 求解了功能梯度碳纳米管增强复合材料板在横向均

布载荷或正弦分布载荷作用下的非线性弯曲. 分析中同时考虑了环境温度场的影响

和材料热物参数与温度变化的相关性. Reddy高阶剪切变形理论是一种相对比较简单

的高阶剪切变形板理论. 和一阶剪切变形理论相当, Reddy 高阶剪切变形理论的独立

的未知数只有 5个 (3个位移 Ū , V̄ , W̄ 和 2个转角 Ψ̄x, Ψ̄y), 和一阶剪切变形理论不同,

Reddy高阶剪切变形理论不再需要引进剪切因子. 追随 von Kármán的做法,引进应力

函数 F̄ , 消去面内位移 Ū 和 V̄ , 导出的广义 Kármán 型大挠度方程特别适合对板壳结

构混合边值问题描述. Shen (2009a) 给出了功能梯度碳纳米管增强复合材料板的物理

模型和数学模型, 给出了第一套聚间亚苯亚乙烯 (PmPV)/CNT 复合材料的热物参数,

并通过与分子动力学模拟结果 (Han & Elliott 2007)的对比给出碳纳米管效能参数, 奠
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定了功能梯度碳纳米管增强复合材料板的非线性分析基础.

Bakhti 等 (2013) 和 Tounsi 等 (2012) 讨论过功能梯度碳纳米管增强复合材料板在

横向均布载荷作用下的非线性柱面弯曲. Tounsi等 (2012)采用的是经典板理论, Bakhti

等 (2013)采用的是修正的剪切变形板理论. Heydari等 (2015)基于 Mindlin一阶剪切变

形板理论, 采用广义微分求积法 (GDQM) 求解了置于有限弹性基础上功能梯度碳纳

米管增强复合材料板在横向均布载荷作用下的非线性弯曲. Heydari 等 (2015) 讨论了

3种梯度排布,即 FG-Λ, FG-X和 FG-O.如预料的那样 FG-O的增强效果在三者之间是

最弱的. 众所周知, 一阶切剪变形板理论的计算结果对剪切因子的取值有强烈的依赖

性,然而, Heydari等 (2015)没有给出剪切因子取值的任何信息. Lei等 (2013a)和 Zhang

等 (2015g)基于一阶剪切变形板理论,采用无单元 Ritz法求解了 FG-V, FG-X和 FG-O

功能梯度碳纳米管增强复合材料板在横向均布载荷作用下的非线性弯曲. Zhang 等

(2015g) 考虑了 Pasternak 弹性基础的影响. 但是在 Lei 等 (2013a) 和 Zhang 等 (2015g)

的论文中材料物性参数都采用了 Eshelby-Mori-Tanaka 模型.

Shen和 Zhang (2010)、Shen和 Zhu (2010)最早给出功能梯度碳纳米管增强复合材

料板在面内非均匀温度场和面内压缩载荷作用下的热后屈曲和压缩后屈曲分析. 导

出的控制方程与非对称正交铺设层合板的方程在形式上完全一致. 和金属 – 陶瓷功

能梯度复合材料板相同, 由于存在拉 – 弯耦合效应, 对于四边简支功能梯度碳纳米管

增强复合材料板在均匀温度场或面内压缩载荷作用下, 不存在经典意义下的分支点

载荷, 除非热载荷或机械载荷作用在板的物理中面上而非几何中面上. 这种条件在实

验室中都很难实现, 更不用说在工程中了. Shen 和 Zhang (2010)、Shen 和 Zhu (2010)

讨论了 FG-X 功能梯度碳纳米管增强复合材料板的情况, 此时, 板具有对称中面, 因

而, 不存在拉 – 弯耦合效应. Shen 和 Zhang (2010) 还给出了第二套聚甲基丙烯酸甲

酯 (PMMA)/CNT 复合材料的热物参数, 并通过与分子动力学模拟结果 (Griebel et al.

2004, Han & Elliott 2007) 的对比给出碳纳米管效能参数. Shen 和 Zhang (2010) 的研究

结果表明, 具有中等程度 CNT 组份的功能梯度碳纳米管增强复合材料板不再一定具

有中等程度的热屈曲温度和热后屈曲强度. Shen 和 Zhang (2010)、Shen 和 Zhu (2010)

的研究结果表明, FG-X 梯度排布能显著提高板的热屈曲温度和压缩屈曲载荷.

Mehrabadi 等 (2012) 基于一阶剪切变形板理论, 计算过 FG-X 和 FG-O 碳纳米管

增强复合材料板在面内单向和双向压缩载荷作用下的屈曲载荷. 对于面内单向压缩

的情况,材料物性参数采用广义混合律模型,而对于面内双向压缩的情况,材料物性参

数采用 Eshelby-Mori-Tanaka 模型. 仿照各向同性板, Mehrabadi 等 (2012) 取剪切因子

κ = 5/6. 然而,对于复合材料,特别是对于功能梯度复合材料,剪切因子不是一个常数.

Lei 等 (2013a, 2013b, 2013c)、Lei 等 (2015c, 2015d)、Zhang 等 (2015a)、Zhang 等 (2015b,

2015c, 2015d, 2015e, 2015f, 2015g)、Zhang 等 (2016a)、Zhang 等 (2016e) 及 Zhu 等 (2012)
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将剪切因子取为

κ =
5

6− (V1ν1 + V2ν2)
(10)

其中下标 1 和 2 分别对应增强体和基体. 式 (10) 由 Efraim 和 Eisenberger (2007) 在求

解金属 – 陶瓷功能梯度复合材料圆环板自由振动时引入, 考虑了功能梯度复合材料

Poisson比在厚度方向的梯度变化. 这显然比取剪切因子为一个常数要前进一步.事实

上, 剪切因子并不仅与 Poisson 比相关那么简单. 诚如 Chatterjee 和 Kulkarni (1979) 所

指出,对于复合材料层合板,剪切因子和每一层板的性能参数、铺层方式、几何和边界

条件、以及其他因素有关. 大多数研究者之所以取剪切因子 κ = 5/6 或 π2/12 是为了

图计算简单. 但是在计算能力快速提高的今天, 计算繁简不再是问题, 而剪切因子取

值的不确定性才会带来风险. 此外, Zhang等 (2014b)建议通过比照一阶剪切变形理论

计算得到的剪应变和三维弹性理论计算得到的剪应变来确定剪切因子, 理论上合理,

但需要对不同的算例进行各别处理. 因此, 当涉及纳观 – 微观 – 宏观多尺度分析时,

避免采用一阶剪切变形理论应该是明智之举. Zhang等 (2015b)中采用无单元 Ritz法,

计算过置于Winkler弹性基础上 FG-X和 FG-O碳纳米管增强复合材料板在面内单向

和双向压缩载荷作用下的屈曲载荷. 讨论过 CCCC, SSSS, CSCS 和 SFSF 等多种边界

条件的情况, 其中 C 对应固支, S 对应简支, F 对应自由边界. Zhang 和 Liew (2016) 及

Zhang 等 (2016a, 2016b) 进一步采用无单元 Ritz 法求解了置于 Pasternak 弹性基础上

的或有柱支承的或边界为弹性约束的 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板的非

线性弯曲和在面内单向压缩载荷作用下的后屈曲.

Wang 和 Shen (2011) 最早给出置于 Pasternak 弹性基础上功能梯度碳纳米管增强

复合材料板在环境温度场中的非线性自由振动分析. Wang和 Shen (2011)采用的位形

函数 (包括挠度和转角) 在空间域是多模态的, 只不过在求解过程中将位形函数表达

式中的诸多系数用其挠曲函数首项的系数来表示, 因此, 在时间域只需要求解一个方

程. 这与多元方程组经过消元迭代,最后化为一个方程的道理是一样的. Wang和 Shen

(2011) 讨论了 FG-V, FG-Λ 和 FG-X 3 种梯度排布形式. 分析中同时考虑了环境温度

场的影响和材料热物参数与温度变化的相关性.

Zhu 等 (2012) 和 Lei 等 (2013c) 基于一阶剪切变形板理论, 计算过 FG-V, FG-X 和

FG-O碳纳米管增强复合材料板的自振频率.而后, 该工作又被推广到置于 Winkler弹

性基础上或边界为弹性约束的碳纳米管增强复合材料板的情况 (Zhang et al. 2015a,

Zhang et al. 2015c). Lei 等 (2015c) 和 Zhang 等 (2016e) 则进一步推广到求解 FG-V,

FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板在法向瞬时动载荷作用下的动力响应. Zhu

等 (2012) 的分析采用有限单元法, 而 Lei 等 (2013c, 2015c) 和 Zhang 等 (2015a, 2015c,

2016e) 的分析中则采用无单元 Ritz 法. 基于 Reddy 高阶剪切变形板理论, Zhang 等
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(2015g) 进一步采用状态空间法计算了 Levy 板 (即两对边简支, 另两对边简支、固支

或自由) 在有面内机械载荷作用的情况下的自振频率. Mehar 和 Panda (2016)、Mehar

等 (2016) 基于高阶剪切变形板理论, 用有限元法分别计算过 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳

纳米管增强复合材料板的线性和非线性自振频率. Mehar 和 Panda (2016) 采用 Green-

Lagrange 应变 – 位移关系代替 von Kármán 应变 – 位移关系, 而 Mehar 等 (2016) 则讨

论过 SSSS, CCCC 和 CSCS 3 种边界条件. Mehar 和 Panda (2016)、Mehar 等 (2016) 的

分析中都计及材料物性参数的温度相关性. Shahrbabaki 和 Alibeigloo (2014)、Nami 和

Janghorban (2015)、Alibeigloo和 Emtehani (2015)基于三维弹性力学,分别采用 Ritz法

或微分求积法计算过碳纳米管增强复合材料板的自振频率和线性弯曲. Shahrbabaki

和 Alibeigloo (2014) 讨论了 FG-Λ 板, 边界条件取为 CCCC, SSSS 和 SFSF. Nami 和

Janghorban (2015) 讨论了 FG-X 和 FG-O 板, 而 Alibeigloo 和 Emtehani (2015) 则讨论

了 FG-V, FG-X 和 FG-O 板. Alibeigloo 和 Emtehani (2015)、Nami 和 Janghorban (2015)

的论文中边界条件皆取为 CCCC, SSSS和 CSCS. Wu和 Li (2016a)基于三维弹性力学,

采用有限条法计算过 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料 Levy 板的自振频

率. 此外, Wattanasakulpong 和 Chaikittiratana (2015) 基于高阶剪切变形板理论, 采用

Fourier 级数法计算过 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板在横向均布载

荷或正弦分布载荷作用下的小挠度弯曲, 线性自振频率以及 FG-X 和 FG-O 碳纳米管

增强复合材料板在面内单向和双向压缩载荷作用下的屈曲载荷. 在 Reddy 高阶剪切

变形理论框架下, Phung-Van 等 (2015) 采用基于非均匀 B 样条的等几何有限元计算

过 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板在横向均布载荷作用下小挠度弯

曲, 线性自振频率以及在多种动载荷作用下的瞬态响应.

Ansari 等 (2015) 基于一阶剪切变形板理论, 采用广义微分求积法计算过 FG-Λ,

FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板在谐载荷作用下的受迫振动. Malekzadeh 等

(2015)基于一阶剪切变形板理论,采用有限单元法计算过碳纳米管增强复合材料板在

移动载荷作用下的受迫振动, 计算中材料物性参数采用了 Eshelby-Mori-Tanaka 模型.

事实上, 早在 2012 年 Wang 和 Shen (2012a) 就给出了置于 Pasternak 弹性基础上功

能梯度碳纳米管增强复合材料单层板和面板为功能梯度碳纳米管增强复合材料的三

夹板在法向瞬时动载荷作用下的非线性受迫振动分析. 在 Reddy 高阶剪切变形理论

框架下, Wang 和 Shen (2012a) 采用二次摄动法导出 Duffing 型方程, 并给出问题的解.

Wang等 (2014)将该工作进一步推广到功能梯度碳纳米管增强复合材料单层板和面板

为功能梯度碳纳米管增强复合材料的三夹板受法向低速冲击载荷作用的情况. Wang

和 Shen (2012b)、Shen和 Zhu (2012)分别讨论过置于 Pasternak弹性基础上面板为功能

梯度碳纳米管增强复合材料的三夹板的非线性振动和在横向均布载荷作用下的非线

性弯曲,以及在面内单向压缩载荷作用下的后屈曲. Shen和 Zhu (2012)、Wang和 Shen
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(2012a, 2012b) 和 Wang 等 (2014) 的模型中上面板为 FG-V, 下面板为 FG-Λ, 中间夹芯

层为各向同性材料. 分析中同时考虑了环境温度场的影响和材料热物参数与温度变

化的相关性. 采用 Shen和 Zhu (2012)、Wang和 Shen (2012a, 2012b)、Wang等 (2014)的

三夹板模型, Natarajan 等 (2014) 基于高阶剪切变形理论的有限元方法计算了以面板

为功能梯度碳纳米管增强复合材料的三夹板的线性自振频率和在横向正弦分布载荷

作用下的小挠度弯曲. Sankar 等 (2014) 将该工作进一步推广到面板为功能梯度碳纳

米管增强复合材料的三夹板受空气动压力的情况. Wu 和 Li (2016b) 基于三维弹性力

学, 采用双 Fourier 级数和状态空间法, 求解了面板为压电层, 夹芯层为 FG-X 和 FG-O

碳纳米管增强复合材料的三夹板在面内双向压缩和电场作用下的线性屈曲载荷及线

性自振频率. 另外, Fazelzadeh 等 (2015) 和 Song 等 (2016a) 分别研究过碳纳米管增强

复合材料薄板和剪切板在超音速流下的动力稳定性. Zhu 等 (2013) 基于一阶剪切变

形板理论, 采用混响射线矩阵法对半无限长 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合

材料板的导波频散特性进行了讨论.

Alibeigloo 等 (2013a, 2014a, 2013) 基于三维弹性力学, 采用 Fourier 级数和状态空

间法, 求解了上下表面粘贴压电层的功能梯度碳纳米管增强复合材料板在机、电、热

载荷作用下的线性弯曲. Alibeigloo (2014a) 和 Alibeigloo 等 (2013) 考虑了热传导引起

的非均匀温度场的影响,分析中采用了预测碳纳米管颗粒增强复合材料热传导系数的

Nan 模型 (Nan et al. 2003). 然而, 诚如 Bagchi 和 Nomura (2006) 所指出, 碳纳米管增

强复合材料的热传导系数与碳纳米管的尺寸相关, Nan模型给出偏高的等效热传导系

数. Wu 和 Chang (2014)、Wu 和 Lin (2015) 采用基于一阶剪切变形理论的有限元计算

过上下表面粘贴压电层的 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板在面内双向压缩

作用下的屈曲载荷和在电载荷作用下的动力响应. Rafiee 等 (2014)基于一阶剪切变形

板理论, 采用 Galerkin 法讨论了上下表面粘贴压电层的 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强

复合材料板在谐载荷作用下的动力稳定性,分析中同时考虑了板的初始几何缺陷和热

环境以及电场对板动力稳定性的影响. 此外, Zhang 等 (2016c) 和 Song 等 (2016b) 分别

讨论了上下表面粘贴离散压电块的 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料板的主动

控制问题, 包括形状控制和振动控制.

Lei 等 (2015a, 2016a) 分别讨论了由功能梯度碳纳米管增强复合材料单层板构成

的层合板的小挠度弯曲和线性振动. 每个单层可取 FG-V, FG-X 和 FG-O 不同的梯度

排布,讨论了铺层数和 CNT铺设角对层合板小挠度弯曲和自振频率的影响.基于三维

弹性力学, Malekzadeh和 Heydarpour (2015)讨论过类似的问题,其中每个单层取 FG-V,

FG-Λ 和 FG-X 不同的梯度排布. Fan 和 Wang (2016a, 2016b) 则给出了置于 Pasternak

弹性基础上, 含功能梯度碳纳米管增强复合材料层的层合板的非线性弯曲, 压缩后屈

曲, 非线性自由振动和受迫振动分析, 分析中考虑了基体微观裂纹引起的刚度削减和
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对层合板的非线性弯曲, 非线性振动和后屈曲行为的影响.

基于一阶剪切变形板理论, Lei 等 (2015d) 和 Zhang 等 (2015d, 2015e) 采用无单

元 Ritz 法分别计算了功能梯度碳纳米管增强复合材料斜板的屈曲载荷和自振频率.

而后, Zhang 和 Liew (2015) 又将该工作推广到置于 Pasternak 弹性基础上的 FG-V,

FG-X 和 FG-O 功能梯度碳纳米管增强复合材料斜板的大挠度弯曲. 此外, Zhang 等

(2015f) 采用类似的方法处理过功能梯度碳纳米管增强复合材料三角形板的线性自由

振动. Garćıa-Maćıas 等 (2016)、Malekzadeh 和 Dehbozorgi (2016) 分别用有限元法计算

过功能梯度碳纳米管增强复合材料斜板的自振频率和在法向低速冲击载荷作用下的

动力响应.但是 Garćıa-Maćıa等 (2016)、Malekzadeh和 Dehbozorgi (2016)的论文中材料

物性参数采用了 Eshelby-Mori-Tanaka 模型. 作为更一般的情况, Lei 等 (2016b) 基于一

阶剪切变形板理论, 采用无单元 Ritz 法计算过置于 Pasternak 弹性基础上的功能梯度

碳纳米管增强复合材料异形板的自振频率. Ansari 等 (2016b) 基于一阶剪切变形板理

论,采用微分求积法计算过热环境中功能梯度碳纳米管增强复合材料异形板的自振频

率. Ansari等 (2016b)考虑了均匀和沿板厚方向线性分布的非均匀温度场,但不考虑热

传导. Malekzadeh和 Shojaee (2013)基于一阶剪切变形板理论,采用微分求积法计算过

由功能梯度碳纳米管增强复合材料单层板构成的异形层合板的屈曲载荷. Malekzadeh

和 Shojaee (2013)的模型中每个单层可取 FG-V, FG-X和 FG-O不同的梯度排布.需要

特别指出, 仅管层合板的铺层角 θ 设计成对称的, 如 (θ/ − θ/ − θ/θ), 但当所有单层都

取 FG-V 梯度排布时, 几何上仍不是对称的, 除非中面以上的单层用 FG-V, 中面以下

的单层用 FG-Λ. 因此, Malekzadeh 和 Shojaee (2013) 的文章中对应四边简支边界条件,

单层为 FG-V 的层合板的结果是有问题的.

3.2 梁

Ke 等 (2010, 2013) 最早基于 Timoshenko 梁理论和 von Kármán 位移 – 应变关系,

采用 Ritz 法求解了 FG-Λ 和 FG-X 功能梯度碳纳米管增强复合材料梁的非线性振动

和动力稳定性. 而后, 又将这一工作推广到含初始几何缺陷的 FG-X 和 FG-O 梁的情

况 (Wu et al. 2016). Ke 等 (2010, 2013) 的研究结果表明, FG-X 梁的线性和非线性自

振频率以及激励频率都高于 CNT 均布 (UD) 或 FG-Λ 梯度排布的情况. Wu 等 (2016)

的研究结果表明, 具有中等程度 CNT 组份的 FG-X 和 FG-O 梁具有中等程度的线性

自振频率,但不再一定具有中等程度的非线性自振频率比. Shen和 Xiang (2013a)基于

高阶剪切变形梁理论 (Levinson 1981, Reddy 2003)和广义 Kármán型大挠度方程,采用

二次摄动法求解了置于 Pasternak 弹性基础上的 FG-Λ 和 FG-X 功能梯度碳纳米管增

强复合材料梁的非线性弯曲, 非线性振动和热后屈曲. Shen 和 Xiang (2013a) 的研究

结果表明, 具有中等程度 CNT 组份的功能梯度碳纳米管增强复合材料梁不再一定具
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有中等程度的非线性自振频率比, 热屈曲温度和热后屈曲强度. 两端简支的 FG-Λ 功

能梯度碳纳米管增强复合材料梁不存在临界温度, 其热后屈曲平衡路径也不再是分

支型的. Lin 和 Xiang (2014a, 2014b) 基于一阶剪切变形梁理论和高阶剪切变形梁理

论, 采用 Ritz 法分别计算过功能梯度碳纳米管增强复合材料梁的线性和非线性振动.

Lin 和 Xiang (2014a) 讨论过 FG-Λ 和 FG-X 梁, 端部条件取为 C-C, S-S 和 C-F. Lin 和

Xiang (2014b) 讨论过 FG-Λ, FG-X 和 FG-O 梁, 端部条件取为 C-C, S-S 和 C-S. Ansari

等 (2014) 基于 Timoshenko 梁理论, 采用广义微分求积法计算过 FG-Λ, FG-X 和 FG-O

碳纳米管增强复合材料梁在谐载荷作用下的受迫振动. Yas和 Heshmati (2012)分别基

于 Euler-Bernoulli梁和 Timoshenko梁理论,采用有限单元法计算过碳纳米管增强复合

材料梁在移动载荷作用下的受迫振动,但在计算中材料物性参数采用了 Eshelby-Mori-

Tanaka模型. Jam和 Kiani (2015b)则讨论过 FG-Λ和 FG-X功能梯度碳纳米管增强复

合材料梁在低速冲击载荷作用下的动力响应.

Wattanasakulpong和Ungbhakorn (2013)基于高阶剪切变形梁理论给出置于 Paster-

nak 弹性基础上的 FG-V, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料梁在横向均布载荷或

正弦分布载荷作用下的小挠度弯曲问题的 Navier 解和线性自振频率以及 FG-X 和

FG-O 梁在面内单向压缩载荷作用下的屈曲载荷. Yas 和 Samadi (2012) 基于 Timo-

shenko梁理论, 采用广义微分求积法计算过置于 Pasternak弹性基础上的 FG-Λ, FG-X

和 FG-O 功能梯度碳纳米管增强复合材料梁的自振频率和屈曲载荷. Yas 和 Samadi

(2012) 的文章中 (10,10) 碳纳米管的弹性模量取为 ECN
11 = 600 GPa, ECN

22 = 10 GPa

和 GCN
12 = 17.2GPa. 如此低的弹性模量是由于将 (10,10) 碳纳米管的等效壁厚取为

0.34nm. 然而, Wang 和 Zhang (2008) 的研究表明, 单壁碳纳米管的等效壁厚应当小于

0.142 nm. 因此, 在计算中必须合理地选取碳纳米管的等效热物参数, 否则将会导致错

误的结果. Mayandi和 Jeyaraj (2015)用有限元法计算过 FG-V, FG-X和 FG-O碳纳米管

增强复合材料梁在面内非均匀热场作用下的小挠度弯曲, 线性自振频率和临界温度.

如前所说, 两端简支的 FG-Λ 功能梯度碳纳米管增强复合材料梁在面内压缩载荷或均

匀温度场作用下不存在屈曲载荷或临界温度. 因此, Mayandi 和 Jeyaraj (2015)、Yas 和

Samadi (2012) 的文章中对应两端简支条件, FG-Λ 梁的线性屈曲或热屈曲结果是有问

题的, 掉进了 Qatu 和 Leissa (1993) 所称的 “陷阱”.

Wu 等 (2015) 基于 Timoshenko 梁理论, 采用广义微分求积法计算过面板为功能

梯度碳纳米管增强复合材料的夹芯梁的线性自振频率和屈曲载荷. Salami (2016)基于

高阶三夹板理论, 其中面板基于一阶剪切变形理论, 采用 Ritz 法计算过面板为功能梯

度碳纳米管增强复合材料的夹芯梁的小挠度弯曲. Mirzaei 和 Kiani (2015a) 基于一阶

剪切变形理论, 采用基于 Chebyshev 多项式的 Ritz 法讨论过面板为功能梯度碳纳米

管增强复合材料的夹芯梁在热屈曲后的大挠度跳跃. Wu 等 (2015) 的模型中面板为
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FG-V 梯度排布, 夹芯层假定为硬夹芯. Mirzaei 和 Kiani (2015a)、Salami (2016) 的模型

中面板都为 FG-V, FG-Λ, FG-X 和 FG-O 梯度排布, 但 Salami (2016) 的模型中夹芯层

假定为软夹芯, 而 Mirzaei 和 Kiani (2015a) 的模型中夹芯层假定为硬夹芯. Rafiee 等

(2013a) 基于 Euler–Bernoulli 梁理论, 采用 Galerkin 法讨论过上下表面粘贴压电层的

FG-V, FG-Λ, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料梁的大幅振动, 分析中同时考虑

了热环境以及电场对梁非线性振动的影响. 而后, 又将该工作推广到上下表面粘贴压

电层的 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料梁热屈曲的情况 (Rafiee et al. 2013b).

Alibeigloo 和 Liew (2015) 基于弹性理论, 采用微分求积法计算过上下表面粘贴压电层

的 FG-V和 FG-Λ碳纳米管增强复合材料梁的自振频率和在横向均布载荷作用下的小

挠度弯曲. 分析中同时考虑了热环境以及电场对梁线性振动和小挠度弯曲的影响. 此

外, Fan和Wang (2015)基于 Euler-Bernoulli梁理论和大挠度方程 (Shen 2011a),采用二

次摄动法求解了置于 Pasternak 弹性基础上, 含功能梯度碳纳米管增强复合材料层的

层合梁的非线性振动,分析中考虑了基体微观裂纹引起的刚度削减和对层合梁的非线

性振动特性的影响.

3.3 壳

在壳体屈曲的边界层理论 (沈惠申 2014b)框架下, Shen (2011b, 2011c)最早给出功

能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳在轴压或外压作用下的后屈曲分析.分析中采用

奇异摄动法和二次摄动技术相结合. 而后, 又求解了功能梯度碳纳米管增强复合材料

圆柱壳在均匀热场作用下的热后屈曲 (Shen 2012a) 以及功能梯度碳纳米管增强复合

材料圆柱壳在端部扭矩作用下的扭转后屈曲 (Shen 2014a). Shen 和 Xiang (2013b) 又

进一步将该工作推广到功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳在轴压和外压共同作

用下后屈曲的情况. Shen (2011b, 2011c, 2012a, 2014a)、Shen 和 Xiang (2013b) 的分析

中一方面同时考虑了环境温度场的影响和材料热物参数与温度变化的相关性,另一方

面又同时考虑了前屈曲非线性变形, 后屈曲大挠度和初始几何缺陷的影响. 导出的控

制方程与非对称正交铺设层合圆柱壳的方程在形式上完全一致.仅管存在拉 –弯耦合

效应, 但由于曲率效应, 圆柱壳的前屈曲变形可以是非线性的. 和两端简支边界的金

属 –陶瓷功能梯度复合材料圆柱壳相同,功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳的后

屈曲或热后屈曲平衡路径依旧是分支型的. Shen (2011b, 2011c, 2012a, 2014a)、Shen 和

Xiang (2013b)的研究结果表明,功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳在轴压作用下

的后屈曲平衡路径是不稳定的,此时,圆柱壳对初始几何缺陷表现敏感,功能梯度碳纳

米管增强复合材料圆柱壳在扭矩作用下的后屈曲平衡路径是弱不稳定的,在外压或均

匀热场作用下的后屈曲平衡路径是稳定的, 此时, 圆柱壳对初始几何缺陷表现不敏感.

Shen和 Xiang (2012)基于 Reddy高阶剪切变形壳理论 (Reddy & Liu 1985)和广义
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Kármán型大挠度方程,采用二次摄动法求解了 FG-V, FG-Λ和 FG-X功能梯度碳纳米

管增强复合材料圆柱壳的非线性自由振动. 由于在分析中考虑了环境温度场的影响,

因此,求解需要分二步进行,先求一个由于热弯曲应力引起的初挠度,再求一个有初挠

度的圆柱壳的非线性自由振动问题. Shen 和 Xiang (2012) 的研究结果表明, 具有中等

程度 CNT组份的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳不再一定具有中等程度的非

线性自振频率比, FG-X 圆柱壳的线性自振频率高于, 但非线性自振频率比低于 CNT

均布 (UD) 或 FG-V, FG-Λ 梯度排布的情况.

Moradi-Dastjerdi 等 (2013a, 2013b) 采用无单元法处理过 FG-V, FG-Λ 和 FG-X 功

能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳在轴对称载荷作用下的静力分析,自由振动以及

在冲击载荷作用下的应力波传播分析. Hosseini(2013)采用基于有限差分的无单元法计

算过 FG-V, FG-Λ和 FG-X功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱壳在冲击载荷作用下

的自振频率. Bidgoli 等 (2016) 基于一阶剪切变形壳理论, 采用广义微分求积法计算过

置于弹性介质内的 FG-Λ, FG-X和 FG-O碳纳米管增强复合材料充液圆柱壳的自振频

率和临界流体速度. 弹性介质模拟为 Pasternak 型弹性基础. Ghayoumizadeh 等 (2013)

采用无单元局部 Petrov-Galerkin 法计算过 FG-V, FG-Λ 和 FG-X 功能梯度碳纳米管增

强复合材料圆柱壳在动力载荷作用下的瞬态响应和在冲击载荷作用下的应力波传播.

Ghouhestani等 (2014)将该工作进一步推广到内外层为功能梯度碳纳米管增强复合材

料中间层为各向同性材料的三层圆柱壳的情况. Wu 和 Jiang (2014) 采用状态空间微

分再生核方法计算过 FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料圆柱壳和对称正交铺设

层合圆柱壳在轴压作用下屈曲载荷. Ansari等 (2016a)基于经典薄壳理论,采用 Ritz法

讨论过内外表面粘贴压电层的 FG-X 和 FG-O 功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱

壳在轴压作用下的屈曲和后屈曲. 分析中前屈曲假定为薄膜状态, 不考虑初始几何缺

陷, 但考虑了预加外压和电场对圆柱壳后屈曲行为的影响.

Heydarpour 等 (2014) 基于一阶剪切变形壳理论, 采用微分求积法计算过 FG-V,

FG-Λ 和 FG-X 碳纳米管增强复合材料截顶锥壳的自振频率. Jam 和 Kiani (2015a)、

Mirzaei 和 Kiani (2015b) 基于一阶剪切变形壳理论, 采用 Fourier 级数法计算过 FG-V,

FG-Λ, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料截顶锥壳在外压作用下的屈曲载荷和在

均匀热场作用下的临界温度. Mehri等 (2016)基于 Novozhilov薄壳理论,采用半解析 –

半数值方法计算过预加外压载荷的 FG-V, FG-Λ, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材

料截顶锥壳的自振频率和在轴压作用下的屈曲载荷.

3.4 曲板

Aragh 等 (2012) 基于三维弹性力学, 最早采用广义微分求积法计算过 FG-V, FG-

Λ, FG-X 和 FG-O 碳纳米管增强复合材料圆柱曲板的线性自振频率. 边界条件为两对
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边简支, 另两对边可以是简支、固支或自由边的组合. 如前所述, Aragh 等 (2012) 一方

面假定碳纳米管定向排列和梯度排布,另一方面又采用基于颗粒增强的 Eshelby-Mori-

Tanaka 模型. 类似地, Yas 等 (2013) 基于三维弹性力学, 采用广义微分求积法计算过

FG-V, FG-Λ 和 FG-X 碳纳米管增强复合材料圆柱曲板的线性自振频率. 而 Mirzaei 和

Kiani (2016) 基于一阶剪切变形壳理论, 采用基于 Chebyshev 多项式的 Ritz 法计算过

FG-V, FG-Λ, FG-X和 FG-O碳纳米管增强复合材料圆柱曲板的线性自振频率.边界条

件考虑了简支、固支或自由边的 9 种组合.

Shen 和 Xiang (2014a, 2014b) 基于 Reddy 高阶剪切变形壳理论和广义 Kármán 型

大挠度方程,采用二次摄动法求解了置于 Pasternak弹性基础上的 FG-V, FG-Λ和 FG-

X功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板的非线性弯曲和非线性振动.分析中同时

考虑了环境温度场的影响和材料热物参数与温度变化的相关性. 和圆柱壳的情况相

类似, Shen 和 Xiang (2014b) 先求一个由于热弯曲应力引起的初挠度, 再求一个有初

挠度的圆柱曲板的非线性自由振动问题. 所得的结论也与圆柱壳的情况相同, 即具有

中等程度 CNT 组份的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板不再一定具有中等

程度的非线性自振频率比, FG-X 圆柱曲板的线性自振频率高于, 但非线性自振频率

比低于 CNT 均布 (UD) 或 FG-V, FG-Λ 梯度排布的情况. 而后, Shen 和 Xiang (2014c,

2015a)在壳体屈曲的边界层理论框架下,采用奇异摄动法和二次摄动技术求解了置于

Pasternak 弹性基础上的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板在面内压缩载荷作

用下的后屈曲和在均匀热场作用下的热后屈曲. 分析中一方面同时考虑了环境温度场

的影响和材料热物参数与温度变化的相关性,另一方面又同时考虑了前屈曲非线性变

形, 后屈曲大挠度和初始几何缺陷的影响. Shen 和 Xiang (2014c, 2015a) 的论文中同样

需要先求一个由于热弯曲应力引起的初挠度,再求一个有初挠度的圆柱曲板的后屈曲

或热后屈曲问题. 由于存在拉 – 弯耦合效应, Zhang 和 Matthews (1983) 认为和平板一

样四边简支非对称正交铺设层合圆柱曲板不存在经典意义下的分支点载荷.与圆柱壳

的情况相类似,由于曲率效应,圆柱曲板的前屈曲变形可以是非线性的 (Shen 2002). 对

于四边简支且非加载直线边界可移的情况, 屈曲载荷是存在的, 而对于四边简支且非

加载直线边界不可移的情况, 后屈曲平衡路径不再是分支型的. Shen 和 Xiang (2014c)

的研究结果确认了这一结论. Shen 和 Xiang (2015a) 的研究结果表明, 具有中等程度

CNT组份的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板不再一定具有中等程度的热后

屈曲强度. 对于热后屈曲问题, 四边简支边界都是不可移的, 因此, 热后屈曲平衡路径

也不再是分支型的. Shen 和 Xiang (2015b) 进一步将这工作推广到置于 Pasternak 弹

性基础上的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板受横向载荷和面内压缩共同作

用的情况,其中分别讨论了预加面内压缩载荷的功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱

曲板在横向均布载荷作用下的非线性弯曲,以及预加横向均布载荷的功能梯度碳纳米
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管增强复合材料圆柱曲板在面内压缩载荷作用下的后屈曲问题.

Zhang 等 (2014b) 和 Lei 等 (2014, 2015b) 基于经典薄壳理论和一阶剪切变形壳理

论, 采用无单元 Ritz 法计算过 FG-Λ, FG-X 和 FG-O 功能梯度碳纳米管增强复合材料

圆柱曲板在横向均布载荷作用下的线性弯曲,自振频率和动力稳定性. 而后, Zhang等

(2014a) 和 Liew 等 (2014) 基于一阶剪切变形壳理论, 采用无单元 Ritz 法求解了 FG-Λ,

FG-X和 FG-O功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板在横向均布载荷作用下的非

线性弯曲, 以及 FG-X 和 FG-O 功能梯度碳纳米管增强复合材料圆柱曲板在面内压缩

载荷作用下的后屈曲问题. Liew等 (2014)的论文中考虑了 CCCC, SSSS和 CSCS多种

边界条件, 但未考虑初始几何缺陷的影响. Lei 等 (2014) 和 Zhang 等 (2014a, 2014b) 的

论文中材料物性参数采用了 Eshelby-Mori-Tanaka 模型. Lei 等 (2016c) 进一步将该工

作推广到由功能梯度碳纳米管增强复合材料单层板构成的层合圆柱曲板的参数激振.

Lei 等 (2016c) 的论文中每个单层可取 FG-V, FG-X 和 FG-O 不同的梯度排布, 讨论了

铺层数和 CNT 铺设角对层合圆柱曲板参数激振的影响. Zhang 等 (2016d) 基于 Reddy

高阶剪切变形壳理论, 讨论了上下表面粘贴离散压电块的 FG-X 和 FG-O 功能梯度碳

纳米管增强复合材料圆柱曲板在高速空气流下的颤振主动控制. Sankar等 (2015)将该

工作进一步推广到面板为功能梯度碳纳米管增强复合材料的双曲三夹壳板受空气动

压力的情况. Alibeigloo (2013b, 2014b, 2016)基于三维弹性力学,采用 Fourier级数和状

态空间法,求解了上下表面粘贴压电层的 FG-V, FG-Λ, FG-X和 FG-O功能梯度碳纳米

管增强复合材料圆柱曲板在机、电、热载荷作用下的线性弯曲和自由振动. Alibeigloo

(2016) 采用了与他之前研究 (Alibeigloo 2013, 2014a) 相同的方法来处理热传导引起的

非均匀温度场的影响.

此外, Thomas 和 Roy (2016) 采用有限元法计算过 FG-V, FG-Λ, FG-X 和 FG-O 功

能梯度碳纳米管增强复合材料扁球壳,圆柱曲板和双曲壳板在脉冲载荷作用下的动力

响应. 分析中考虑了 Rayleigh 阻尼的影响.

最近, Shen 和 He (2016), Shen 和 Xiang (2016) 又给出 FG-V, FG-Λ 和 FG-X 碳纳

米管增强复合材料双曲壳板的非线性自由振动分析和在法向均布载荷作用下的后屈

曲分析. 和圆柱曲板的情况相类似, 分析中同时考虑了环境温度场的影响和材料热物

参数与温度变化的相关性. Shen 和 Xiang (2016) 的论文中还同时考虑了前屈曲非线

性变形, 后屈曲大挠度和初始几何缺陷的影响. 双曲壳板在法向均布载荷作用下的后

屈曲分析要比在面内压缩载荷作用下的后屈曲分析复杂得多也困难得多. 这是因为

双曲壳板在外压作用下会先行弯曲,随着外压逐渐加大双曲壳板从弯曲状态转为后屈

曲状态. 由于在后屈曲问题中外压是待求的, 因此, 迭代求解变得不可避免.
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4 结束语

功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构分析是一个比金属 – 陶瓷功能梯度

复合材料梁板壳结构分析更新的研究领域. CNT 的热物参数需要在纳观条件下通过

分子动力学模拟得到,碳纳米管增强复合材料的等效热物参数需要利用修正的微观力

学模型求得,而功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构的力学特性仍然需要进行

宏观力学分析. 由于碳纳米管增强复合材料中 CNT 的低含量以及 CNT 热物参数的

尺度效应和对温度变化的依赖性给功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构分析

带来新的挑战和机遇.物理模型和数学模型的建立将有别于金属 –陶瓷功能梯度复合

材料. 导出的运动方程或控制方程与金属 – 陶瓷功能梯度复合材料梁板壳结构的运

动方程或控制方程在形式上完全一致.因此,传统的结构分析方法如级数展开法、Ritz

法、Galerkin 法以及有限单元法、无单元 Ritz 法、微分求积法等多种数值半数值方法

在该领域的研究中都得到了应用和发展.二次摄动法在该领域的研究中得到淋漓尽致

地发挥. 在功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构的弯曲、屈曲和振动研究领域

已经并正在取得一个又一个新的成果.

综观现有文献已经取得的研究成果, 我们可以确认 CNT 的梯度排布能有效地改

善碳纳米管增强复合材料结构的力学特性, CNT 的体积率变化对功能梯度碳纳米管

增强复合材料梁板壳结构的弯曲、屈曲和振动特性都有显著的影响.

同时,我们发现大部分现有工作不考虑或事实上不考虑材料热物参数与温度变化

的相关性. 热后屈曲方面的工作还相对偏少. 这方面的工作仍需改进和加强. 此外,功

能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构热传导的问题至今没有很好解决,这也是一

项值得去做而又必须去解决的问题.

其次，我们可以发现大部分现有工作限于讨论简单载荷作用的情况. 因此, 探求

功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构在复杂环境和复合载荷作用下的力学行

为也是一项必须去面对的任务.

迄今为止我们只有两套功能梯度碳纳米管增强复合材料的热物参数和 CNT效能

参数可供利用,因此,分子动力学模拟的基础研究仍需开展和加强,期待有更多的可用

数据出现.

对于新一代功能梯度碳纳米管增强复合材料, 实验验证的重要性勿用赘述. 但迄

今为至实验验证方面的论文尚未见到公开报道. 这是一项相当困难而又富于挑战性

的任务.

中国大陆学者曾在金属 – 陶瓷功能梯度复合材料梁板壳结构分析领域做出过重

要贡献 (范镜泓和陈海波 2011). 现在新的大门已经叩开, 机遇与挑战并存, 期待中国

大陆学者在功能梯度碳纳米管增强复合材料梁板壳结构这一新的研究领域再接再厉,
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再铸辉煌.
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Modeling and analysis of functionally graded carbon
nanotube reinforced composite structures: A review

SHEN Hui-Shen†

School of Aeronautics and Astronautics, Shanghai Jiao Tong University,
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Abstract Functionally graded carbon nanotube reinforced composite (FG-CNTRC) is
a new generation of advanced composite materials, where carbon nanotubes (CNTs) are
used as the reinforcements in a functionally graded pattern. The mechanical behavior of
FG-CNTRC has emerged as one of the recent hot research topics in materials science and
engineering. This paper presents a review of the developments in the modeling and analysis
of FG-CNTRC structures. The emphasis are put on the linear and nonlinear bending,
buckling and postbuckling, and free and forced vibration of FG-CNTRC beams, plates,
shells and shell panels under various loading, boundary and environmental conditions. The
presented progresses lay foundation for future studies in the area of FG-CNTRC structures.
Some critical aspects for further explorations are highlighted.
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