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物质点法的理论和应用 ∗

廉艳平 张 帆 刘 岩 张 雄 †

清华大学航天航空学院, 北京 100084

摘 要 物质点法采用质点离散材料区域, 用背景网格计算空间导数和求解动量方程,

避免了网格畸变和对流项处理, 兼具拉格朗日和欧拉算法的优势, 非常适合模拟涉及材

料特大变形和断裂破碎的问题. 本文详细论述了物质点法在基本理论、算法和软件开发

方面的进展, 包括广义插值物质点法、接触算法、自适应算法、并行算法、与其他算法的

杂交和耦合等. 系统地总结了物质点法在超高速碰撞、冲击侵彻、爆炸、动态断裂、流固

耦合、多尺度分析、颗粒材料流动和岩土失效等一系列涉及材料特大变形问题中的应用,

展示了其相对于传统数值计算方法的优势.
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1 引 言

目前, 数值计算方法在科学研究和工程技

术中得到了广泛应用 (Belytschko 2000, 张雄

2007), 与理论和实验研究组成了现代科学技术

的三大支柱 (USA-T 2005),并具有快捷、安全和

低成本的优势. 但是,涉及材料特大变形、破碎

甚至发生相变的问题给数值计算方法带来了巨

大的挑战, 例如, 冲击侵彻、流固耦合、岩土动

力学和爆炸等极端载荷工况问题. 传统的数值

计算方法,如拉格朗日有限元法、边界元法和欧

拉方法, 在处理这类问题时常遇到网格畸变、

界面追踪和对流项处理等困难 (马上 2009a, 黄

鹏 2010, 刘欣 2010). 近年来发展的无网格法在

此类问题的求解中展现了巨大的潜力, 受到了

计算力学领域学者的高度重视 (张雄 2009, Liu

2003, Belytschko 1996).

目前,已有很多种类的无网格法被提出,据

不完全统计可达 30余种. 无网格法的发展最早

始于 Lucy (1977) 和 Gingold 等 (1977) 在 1977

年的工作, 他们提出了光滑质点流体动力学方

法 (smoothed particle hybrodynamics, SPH), 以

求解天体物理问题. 直到 20 世纪 90 年代中期,

计算力学界兴起了对无网格法的研究热潮 (Be-

lytschko 1996). 无网格法与拉格朗日有限元法

的主要区别在于采用无拓扑连接关系的点离散

材料区域, 并基于离散点构造近似函数, 可以

彻底或部分地消除对网格的依赖. 张雄和刘岩

(2004, 2009) 借助于紧支试函数加权余量法对

各种无网格法进行了梳理与总结: 无网格法采

用的加权余量法主要有伽辽金法、配点法、彼

得洛夫 - 伽辽金法、加权最小二乘法和边界积

分方程, 建立试探函数采用的近似函数主要有
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移动最小二乘法、核近似法、重构核近似法、单

位分解法、径向基函数法、点插值法、Sibson插

值、非 Sibson 插值法和 NURBS 法等. 因此, 各

种无网格法的主要区别在于采用了何种权 (检

验) 函数和近似函数.

物质点法 (material point method, MPM)是

Sulsky 和 Chen 等 (1994) 提出的一种数值方法,

其渊源可追溯到 20世纪 50年代末提出的质点

网格法 (particle-in-cell, PIC) 方法. 为了求解复

杂的流体力学问题, 美国洛斯阿拉莫斯国家实

验室 (Los Alamos National Laboratory, LANL)

的 Harlow 及其领导的计算流体动力学小组于

1955 年提出了 PIC 方法 (Harlow 1964). PIC

采用拉格朗日和欧拉双重描述, 即将材料离散

成一组质点, 质点仅携带质量和位置信息以便

于跟踪材料界面, 而在欧拉网格上计算相应的

物理量, 通过插值函数完成质点与欧拉网格之

间的信息交互. 为了解决质点仅携带质量和位

置信息导致 PIC 方法具有高数值耗散的缺陷,

Brackbill 等 (1986, 1988) 在 PIC 基础上发展

了 FLIP (fluid implicit particle) 方法. 在 FLIP

中, 质点携带了更多的物理量, 如动量和能量

等. Sulsky (1994) 为了将 FLIP 应用于固体力

学问题, 对 FLIP 方法进行了如下改进: (1). 质

点携带所有的物质信息, 并在质点上进行本构

方程计算, 以便于处理与历史相关的材料; (2).

通过等效积分弱形式, 采用质点离散建立动量

方程的离散格式; (3). 采用显式时间积分. 修

改后的 FLIP 方法称为物质点法. 与其他无网

格法相比, 物质点法单步计算与拉格朗日有限

元法求解类似, 并且不需要建立质点的临近质

点列表, 因此在算法稳定性和效率上具有优势

(Ma 2009b).

MPM 既无需处理对流项又避免了网格畸

变问题, 非常适合处理涉及材料特大变形的问

题. MPM 采用携带材料所有信息的物质点离

散材料区域, 以表征材料区域的运动和变形状

态, 并避免了处理对流项; MPM 采用规则的欧

拉背景网格计算空间导数和动量方程, 从而实

现了质点间的相互作用与联系, 并避免了网格

畸变问题. Sulsky 等 (1994) 首先采用该方法分

析了刚体的大转动和弹性体的碰撞问题, 展现

了 MPM 潜在的优势. 此后, MPM 受到广泛关

注并得到了持续地发展, 下面分别从理论、软

件开发和应用 3个层面对物质点法进行总结与

评述.

2 物质点法理论及其扩展

2.1 标准物质点法

2.1.1 控制方程及其离散

更新拉格朗日格式的控制方程 (不考虑热

量交换) 为:

质量守恒ρ(X, t)J(X, t) = ρ0(X) (1)

动量方程σij,j + ρbi = ρüi (2)

能量方程ρẇint = Dijσij (3)

本构关系σ∇ = σ∇(Dij , σij , etc.) (4)

几何方程ε̇ij =
1
2
(vi,j + vj,i) (5)

边界条件

{
njσji |Γt

= ti

u̇i |Γv
= vi

(6)

初始条件

u̇i(X, 0) = u̇0i(X), ui(X, 0) = u0i(X) (7)

其中, 下标 i 和 j 表示空间坐标分量, 并遵守

Einstein 求和约定, 下标 0 表示初始时刻的值;

ρ 为当前时刻的密度, J 为雅克比行列式, bi 为

体力, ui 为位移, wint 为单位质量的内能, σij

为柯西应力张量, Dij 为变形率张量; Γt 和 Γv

分别表示现时构形中的指定面力边界和速度边

界, ti 和 vi 分别为指定的面力和速度; nj 为材

料边界的单位外法线方向.
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图 1 物质点法示意图: (a) 材料区域; (b) 物质

点代表区域; (c) 物质点法离散

物质点法将材料区域离散为一组相对于背

景网格运动的质点 (物质点), 如图 1 所示. 每

个质点均代表一块材料区域并携带所有物质信

息, 如质量、速度、应力和应变等, 因此所有质

点的集合代表了整个材料区域; 背景网格用来

计算空间导数和求解动量方程. 取虚位移 δui ∈
<0, <0 = {δui | δui ∈ C0, δui |Γu= 0} 作为权函
数, 可得动量方程 (2) 和给定面力边界条件 (6)

的等效积分弱形式 (虚功方程) 为
∫

V

δuiρüidV +
∫

V

δui,jσijdV −
∫

V

δuiρbidV −
∫

Γt

δuitidΓ = 0 (8)

物质点法将材料区域离散为一组质点, 因

此材料的密度 ρ 可近似为

ρ(xi) =
np∑

p=1

mpδ(xi − xip) (9)

其中, np 表示质点总数, mp 表示质点所代表区

域的质量, δ 为 Dirac函数, xip 是质点 p的坐标.

为了公式推导上的方便, 在式 (8) 中引入

比应力 σs
ij = σij/ρ 和比边界面力 t̄si = t̄i/ρ, 有

∫
V

δuiρüidV +
∫

V
δui,jρσs

ijdV −
∫

V
δuiρbidV − ∫

Γt
δuiρt

s
i dΓ = 0 (10)

将式 (9) 代入虚功方程 (10) 中, 可将虚功

方程转化为求和的形式

np∑
p=1

mpüipδuip +
np∑

p=1

mpσ
s
ijpδuip,j −

np∑
p=1

mpbipδuip −

np∑
p=1

mpt̄
s
iph

−1δuip = 0 (11)

其中, uip = ui(xp), δuip,j = δui,j(xp), σs
ijp =

σs
ij(xp), bip = bi(xp), t̄sip = t̄si (xp), h 是为了将式

(10)左端最后一项边界积分转化为体积分而引

入的假想边界层厚度. 由式 (11) 可见, 物质点

法将式 (10)中的各项积分转化为被积函数在各

物质点处的值与该物质点所代表的体积之积的

和, 即采用了物质点积分.

在求解动量方程时, 质点和背景网格完全

固连, 随背景网格一起运动, 因此可通过建立

在背景网格结点上的有限元形函数 NI(xi) 来

实现质点和背景网格结点之间信息的映射. 下

面用带有下标 I 的量来表示背景网格结点的变

量, 用带有下标 p 的量来表示质点携带的变量,

则质点 p 的位移 uip 可以由背景网格结点的位

移 uiI 插值而得到, 即

uip =
ng∑

I=1

NIpuiI (12)

其中, NIp = NI(xp) 为结点 I 的形函数在质点

p 处的值, ng 为计算网格的结点总数. 如果采

用正六面体背景网格, 则结点 I 的形函数为八

结点六面体单元的形函数

NI =
1
8
(1 + ξξI)(1 + ηηI)(1 + ζζI),

I = 1, 2, · · · 8 (13)

其中, ξI , ηI 和 ζI 为结点 I 在母单元对应的结

点自然坐标, 其取值分别为 ±1. 由于有限元形

函数 NI 具有紧支性, 式 (12)只需对质点 xp 所

在单元的顶点求和即可.



240 力 学 进 展 2013 年第 43 卷

同理, 质点 p 的虚位移可近似表示为

δuip =
ng∑

I=1

NIpδuiI (14)

其中 δuiI 表示背景网格结点 I 的虚位移. 将式

(12) 和 (14) 代入弱形式 (11) 中, 并考虑到虚位

移 δuiI 在本质边界 Γv 上为 0,在其余各点处任

意, 可得到背景网格结点的运动方程

ṗiI = f ext
iI + f int

iI , I /∈ Γv (15)

其中

piI =
ng∑

J=1

mIJ u̇iJ (16)

是第 I 个网格结点在 i 方向的动量

mIJ =
np∑

p=1

mpNIpNJp (17)

是背景网格的质量矩阵,

f int
iI = −

np∑
p=1

NIp,jσijp
mp

ρp
(18)

和

f ext
iI =

np∑
p=1

mpNIpbi +

np∑
p=1

NIph
−1ti

mp

ρp
(19)

分别是背景网格结点内力和结点外力. σijp =

σij(xp) 为质点 p 的应力, 它可以利用本构方程

计算得到.

在物质点法中, 背景网格单元的质量阵既

可采用协调质量阵也可采用集中质量阵. Love

等 (2006)分析了质量阵形式对能量和动量守恒

性的影响, 结果表明协调质量阵有较好的能量

和动量守恒性; Tan 等 (2002) 在计算裂纹尖端

的能量释放率时也指出协调质量阵能够获得更

好的能量守恒性质. 质量阵的各元素 mIJ 和时

间相关, 需在每一个时间步中重新计算. 因此,

可采用集中质量阵以提高计算效率, 即取

mI =
ng∑

J=1

np∑
p=1

mpNIpNJp =
np∑

p=1

mpNIp (20)

采用集中质量阵后, 动量 piI 可简化成

piI = mI u̇iI (21)

采用中心差分法 (张雄 2007) 求解背景网

格结点动量方程式 (15), 可得 tn+1/2 时刻的背

景网格结点动量为

p
n+1/2
iI = p

n−1/2
iI + (fn,int

iI + fn,ext
iI )∆tn (22)

其中 ∆tn = tn+1/2 − tn−1/2. 通过背景网格形函

数将积分结果映射回质点以更新质点的位置和

速度, 即分别利用背景网格的加速度场和速度

场更新质点的速度和位置, 有

v
n+1/2
ip = v

n−1/2
ip +

∆tn
ng∑

I=1

NIp(f
n,int
iI + fn,ext

iI )/mI (23)

xn+1
ip = xn

ip + ∆tn+1/2

ng∑

I=1

NIpp
n+1/2
iI /mI (24)

其中 tn+1/2 = (tn+1 + tn−1)/2, ∆tn+1/2 = tn+1 −
tn. 中心差分法为显式积分算法,其积分步长受

CFL条件的限制,适合于求解瞬态动力学问题.

针对准静态和结构动力学问题, 为了提高计算

效率, Cummins 等 (2002), Sulsky 等 (2004a) 研

究了物质点法的隐式积分算法, 采用迭代方法

求解动量方程组, 不需显式组装切线刚度矩阵,

节省了存储量; Guilkey等 (2003)采用直接解法

求解动量方程组, 提出了需显式组装切线刚度

矩阵的隐式积分方法.

2.1.2 计算格式

物质点法的求解步骤可分为:

(1) 定义背景网格, 将所有质点的质量、动

量映射到背景网格结点上;

(2) 采用背景网格速度场计算质点应变并

更新其应力;
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(3) 利用质点积分获得背景网格结点的结

点力, 在背景网格上积分动量方程;

(4) 分别采用背景网格结点的速度场和加

速度场更新质点的位置和速度;

(5) 丢弃已经变形的背景网格.

其中应力更新可以在第 (3)步之前进行,也可以

在之后进行. 上述两种更新格式分别称为 USF

(update stress first) 和 USL (update stress last)

(Bardenhagen 2002, Nairn 2003). 此外, 还有一

种改进的 USL 格式称为 MUSL (modified up-

date stress last) 格式, 它不直接利用更新的结

点动量来计算结点速度, 而是将更新的质点动

量映射回背景网格后重新计算结点速度. 应力

更新时先要基于速度场计算应变率, 因此各种

格式的主要差异在于采用不同的结点速度来计

算应变率. 3 种格式的计算流程如图 2 所示, 使

用的背景网格结点速度场分别如下:

(1) 在 USF 格式中, 利用更新前的结点动

量 p
n−1/2
iI 来计算结点速度 (Bardenhagen 2002),

即

v
n−1/2
iI = p

n−1/2
iI /mn

I =
np∑

p=1

mpv
n−1/2
ip Nn

Ip/mn
I (25)

(2) 在 USL 格式中, 利用更新后的结点动

量 p
n+1/2
iI 来计算结点速度 (Sulsky 1994), 即

v
n+1/2
iI = p

n+1/2
iI /mn

I (26)

(3)在MUSL格式中,将更新后的质点动量

p
n+1/2
ip 映射到背景网格后再次计算结点的速度

(Sulsky 1995), 即

v
n+1/2
iI =

np∑
p=1

mpv
n+1/2
ip Nn

Ip/mn
I (27)

USF MUSL
FEM

USL

图 2 物质点法与显式有限元法计算流程比较
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Bardenhagen (2002)和 Nairn (2003)的研究

表明, USL具有较强的数值耗散和不稳定性,而

USF 和 MUSL 具有较好的能量守恒性. Wallst-

edt 等 (2007) 分析了通过质点速度插值获得背

景网格速度场的误差问题, 指出该误差受背景

网格结点间距和质点间距的影响, 并建议让质

点同时携带速度梯度信息与速度一起外插到背

景网格结点上以降低误差. Steffen 等 (2010) 通

过设计简单的算例对 MPM 中存在的误差进行

分析, 指出质点跨越网格时导致物理量间断引

起的误差是时间步长的二阶小量.

2.1.3 与有限元法比较

从图 2中可看出在单个时间步内物质点法

和拉格朗日显式有限元法 (以下简称为有限元

法) 非常相似, 它们的主要区别在于:

(1)有限元法采用高斯积分,它将积分转化

为被积函数在各高斯点处的值与该高斯点的权

重及其所代表的体积之积的和; 物质点法采用

质点积分, 它将积分转化为被积函数在各质点

处的值与该质点所代表的体积之积的和.

(2) 有限元法的计算网格始终与物体固连,

而物质点法的计算网格只在每个时间步内和物

体固连,在每个时间步结束时,丢弃已经变形的

计算网格; 由于质点已经携带了物体的所有物

质信息,在下一个时刻,可以通过将质点的信息

映射到新背景网格上来求得网格的信息, 因此

在物质点法中不需要记录各时刻网格结点的任

何信息.

下面分别从计算效率和计算精度对两种方

法进行定性比较:

算法的计算效率取决于单步内的计算量和

时间步长. 图 2 给出了物质点法和有限元法的

计算流程. 对比图 2 可知, 物质点法的 USF 格

式和 MUSL分别比有限元法多 2个和 3个计算

步骤. 此外, 物质点法采用质点积分, 平均每个

背景网格内具有 4 个 (二维问题) 或者 8 个 (三

维问题) 质点; 而有限元法采用单点高斯积分.

因此, 物质点法单步内的计算量远大于有限元

法,效率低于有限元法. 但是计算临界时间步长

时, 物质点法的特征长度为背景网格结点间距,

在计算过程中不会改变; 而有限元法的单元特

征长度随着单元的变形发生改变, 通常是变小.

在声速计算上, 两者没有差异. 因此, 有限元法

时间步长小于物质点法, 总的计算步数大于物

质点法. 对于小变形问题, 有限元法的单元特

征长度变化小不会导致时间步长过小, 因此有

限元法的整体计算效率将高于物质点法; 而对

于特大变形问题, 有限元法的单元畸变将导致

时间步长过小,大幅度地增加计算步数,因此有

限元法整体计算效率低于物质点法.

物质点法和有限元法均采用网格离散并在

网格上积分动量方程. 当背景网格结点间距和

单元尺寸一致时, 两者在精度上的差异取决于

积分方案和对大变形的处理方式. 物质点法和

有限元法均采用多项式近似函数, 而有限元法

采用高斯积分可以保证精确积分, 而物质点法

采用的质点积分并非高斯积分. 因此, 物质点

法的积分方案精度不如有限元法, 且存在质点

穿越网格引起的数值噪音.但是,在处理材料大

变形时,有限元法存在网格畸变问题.一旦单元

发生畸变, 网格的雅可比 (Jacobian) 矩阵的行

列式值趋近于 0, 导致计算精度下降, 其精度将

低于物质点法. 此外, 网格畸变到一定程度将

导致有限元法计算意外终止.为解决该问题,有

限元法采用侵蚀算法, 即将变形较大的单元删

除. 但是, 删除单元将导致系统的质量不守恒,

同时也对压力计算带来扰动. 另外一种解决方

法为网格重划分, 但网格重划分需要对历史变

量重分配,这将导致历史信息的丢失,同时计算

代价昂贵. 因此, 对于小变形问题, 物质点法的

计算精度不如有限元法; 对于材料特大变形问

题, 物质点法的精度高于有限元法.

综上所述, 物质点法可以看成是采用质点
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积分且在每个时间步中都进行网格重划分的特

殊拉格朗日有限元法. 由于高斯积分可以对多

项式被积函数进行精确积分, 而质点积分一般

则不能, 因此对于小变形问题物质点法的精度

低于拉格朗日有限元法的精度, 其误差主要来

源于质点积分的误差. 但对于特大变形问题,拉

格朗日有限元法则会由于网格畸变导致精度降

低并产生数值求解困难, 导致计算效率和精度

均低于物质点法.

2.2 广义插值物质点法

为了解决标准 MPM 中质点穿越网格引起

的数值噪音, Bardenhagen 等 (2004) 采用彼得

洛夫 - 伽辽金法对 MPM 进行推广, 提出了广

义插值物质点法 (generalized interpolaiton mate-

rial point method, GIMP).物质点法将物体离散

为一组离散质点, 且采用具有线性形函数的背

景网格. 由于形函数导数在背景网格结点处不

连续, 质点穿越背景网格单元边界时易产生数

值噪音, 导致应力震荡. Bardenhagen 等 (2004)

在 GIMP 中建立了一族具有 C1 连续性的形函

数, 有效地减弱了数值噪音.

建立控制方程的等效积分弱形式时, GIMP

采用的检验函数和试探函数取自不同的函数空

间. 检验函数取为背景网格形函数 NI(x), 以近

似虚位移场 δui, 即取

δui =
∑

I

δuiINI(x) (28)

试探函数取为质点的所占据空间的体积分

数, 称为特征函数 χp(x), 以建立近似函数. 该

特征函数 χp(x) 是质点当前位置和变形状态的

函数,确定了质点的影响范围,并且满足单位分

解条件, 即

np∑
p

χp(x) = 1 (29)

物理量 f(x) 可以用其在质点处的值 fp 近

似为

f(x) =
∑

p

fpχp(x) (30)

可见, 特征函数 χp(x) 将质点 p 的物理量

映射到质点区域所覆盖的背景网格区域, 并确

定了物理量在空间变化的光滑程度. 材料的密

度 ρ, 应力 σij 和加速度 üi 都可以用质点的特

征函数近似为式 (30) 的形式.

将式 (30) 和 (28) 代入弱形式 (10) 中,

并考虑到 δuiI 的任意性, 可得到形式上与式

(15)∼(19) 完全相同的格式, 但其中的形函数

NIp 需替换为

SIp =
1
Vp

∫

Ωp∩Ω

χp(x)NI(x)dΩ (31)

与 MPM 形函数 NI 相比, GIMP 形函数

SI 具有更大的支撑域, 且更光滑. 若取 χp(x) =

δ(x−xp)Vp,则有 SIp = NI(xp), SIp,j = NI,j(xp),

GIMP 就退化为标准的 MPM.

由式 (31) 可知, 选取不同的质点特征函数

和背景网格形函数可以得到不同的 GIMP形函

数. 背景网格形函数一般可取线性函数,而质点

特征函数可取为

χp(x) =





1, x ∈ Ωp

0, x /∈ Ωp

(32)

在 GIMP 中, 计算形函数 SIp 时需要在质

点 p 所占据的区域 Ωp 上积分, 而该区域是不

断变化的. 依据是否追踪该变化, GIMP又分为

cpGIMP 法 (contiguous particle GIMP) (Wallst-

edt 2008) 和 uGIMP (uniform GIMP) 两种. 其

中, cpGIMP 追踪质点区域的变化, 即将物体离

散为一组互不重叠且相互连接的质点. 在一维

情况下, 质点的特征函数为

χp(x) = H[x− (xp − lp)]−
H[x− (xp + lp)] (33)

其中, H(x) 是阶跃函数, 2lp 为质点的长度, 它

在质点的运动过程中不断变化, 质点的初始尺
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寸等于计算网格格子长度 L除以每格子中的质

点数. tn 时刻质点 p的尺寸 lnp 可以利用变形梯

度直接求得, 即

lnp = Fn
p l0p (34)

其中, Fn
p 为 tn 时刻质点 p 的变形梯度, l0p 是质

点 p的初始长度.对于多维问题,质点 p在各方

向上的尺寸 lnip 可以近似为

lnip = Fn
iipl

0
ip (35)

式中 Fn
iip 为 tn 时刻质点 p 的变形梯度张量 F

的第 i 个对角元. 这里相当于假设初始时质点

所占据的区域为平行于背景网格的长方体, 且

在运动过程中仍然保持为平行于背景网格的长

方体, 即忽略了剪切变形和刚体转动. cpGIMP

可有效控制数值噪音, 但每个时间步需要实时

计算质点的 lp 以确定该质点的影响范围, 并且

形函数比较复杂, 显著增加了物质点法的计算

量. 此外, 该类形函数不再具有插值特性, 给本

质边界条件的施加带来了一定的影响.

uGIMP 则不需追踪质点区域的变化, 认为

质点的大小在整个求解过程中保持不变, 即 lp

不变. 假设初始时质点所占据的区域为平行于

背景网格的长方体, 如果初始每个格子中每个

方向有 2 个质点, 则有 lp = L/4. 图 3 给出了

一维情况 uGIMP 和标准 MPM 的形函数, 对

比可知前者较后者光滑. 但在变形较大的情况

下, 质点特征函数的支撑域将相互重叠或相互

间存在间隙, 此时质点特征函数不再满足单位

分解条件, 因此 uGIMP 不能完全消除质点跨

越网格所产生的数值噪音. uGIMP 虽然不需更

新 lp, 但质点的影响域仍大于标准 MPM, 导致

计算量显著大于标准 MPM.

Sadeghirad 等 (2011) 提出将质点所占据的

区域近似为平行六面体, 其三条边通过物质点

−1.5 −1.0 −0.5 0 0.5 1.0 1.5

0

0.5

1.0

GIMP

MPM

图 3 典型的 GIMP 和 MPM 一维形函数

的变形梯度求出, 即

rn
1 = F n

p r0
1, rn

2 = F n
p r0

2, rn
3 = F n

p r0
3 (36)

式中 (r0
1, r

0
2, r

0
3) 和 (rn

1 , rn
2 , rn

3 ) 分别在初始构

形和现时构形中定义了质点所占据的平行六面

体.此方法称为 CPDI (convected particle domain

interpolation).

此外, Zhang 等 (2011) 通过将标准物质点

法的形函数导数值与 FLIP 中基于背景网格结

点的形函数导数值加权平均建立了一种新的形

函数导数计算方式, 以降低质点穿越网格引起

的噪音.该方法不需要跟踪计算质点的形状,并

且质点仅影响其所在的单元, 因此便于非结构

化背景网格的计算. Htike等 (2011)采用径向基

函数 (radial basis function, RBF) 建立了高度光

滑的 MPM 形函数, 模拟了悬臂梁剪应力的分

布情况.

2.3 边界条件

在物质点法中, 动量方程在背景网格上建

立并求解, 易于施加本质边界条件和面力条件.

质点的位置和速度更新分别通过背景网格结

点的速度场和加速度场更新, 因此在背景网格

上施加边界条件; 背景网格结点外力是从质点

携带的外力映射而得, 因此可通过给位于边界

上的质点上施加等效的外力来近似实现面力条

件.为了准确施加本质边界条件,需要背景网格

的边界线或面与物体的边界平行.

通过强制背景网格的结点动量和加速度施

加边界条件.对于固定边界条件,强制背景网格

相应的结点在三个坐标轴方向动量分量、加速
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度分量均为 0; 对于对称边界条件, 强制背景网

格相应的结点在约束的方向上动量和加速度为

0;对于自由边界条件,则不做任何修改.举例说

明,如图 4所示,其中最右侧实线网格的区域为

标准 MPM 的边界, 依据具体的边界条件设定

计算域边界背景网格结点的动量和加速度值.

此外, 由于 GIMP 中质点的影响域并非仅限于

其所在的背景网格, 即质点信息映射到的背景

网格结点比标准 MPM 最多多出一列结点. 为

了保证此处的变形协调, 需要把图 4 中最右侧

的“外部虚结点”动量和加速度做相应设置.

图 4 边界条件的施加

在等效施加面力边界条件时, 由于质点会

相对于背景网格移动, 因此需在最外层边界质

点上施加等效的面力载荷.此外, Shen等 (2005)

将 Lysmer 等 (1969) 给出的可有效吸收纵波

和横波的边界力计算公式在物质点法框架下实

现, 根据圣维南原理将无反射边界上的面力等

效为作用在最外层网格上的质量力实现无反射

边界条件.

2.4 接触算法

在 MPM 中, 质点和背景网格之间采用单

值映射函数, 因此自然地满足了物体间非穿透

条件. 对于无滑移黏着接触, MPM 不需采取额

外的处理;对于需要考虑滑移接触的问题,则需

要建立相应的接触算法.

在物质点法中, 接触关系通过背景网格定

义. 在单步计算中物质点法在背景网格上计算

结点力并积分动量方程, 因此物质点法的接触

为结点--结点的接触关系,即在背景网格结点上

建立物体间的接触判断条件并计算接触力, 如

图 5 所示.
I

 r  s

图 5 物质点法的接触算法

York 等 (1999) 提出, 在物体发生接触分

离前采用单值速度场计算, 当检测到物体发生

接触分离时采用物体各自独立的速度场进行计

算, 从而实现了接触物体正常的分离. 该算法

过于简单, 且并未考虑接触物体之间的摩擦作

用. Bardenhagen 等 (2000) 建立了基于拉格朗

日乘子法的物质点接触算法, 并考虑了库仑摩

擦模型, 实现了物体间的接触、滑移和分离过

程的模拟, 随后又对接触判断条件进行了改进

(Bardenhagen 2001). Hu 等 (2003) 则从多重背

景网格的思路建立了物质点法接触算法, 通过

公共背景网格更新接触面处法向的速度, 在物

体各自的背景网格计算其他物理量. Huang 等

(2010, 2011)指出 Bardenhagen等 (2000)提出的

接触算法中法向量计算不满足共线条件易导致

动量不守恒, 为此提出了一种接触界面法向量

加权计算方法, 保证了接触面上法向量共线的

问题,并将其用于中低速冲击侵彻问题,解决了

物质点法在模拟冲击侵彻问题中侵彻阻力过大

的问题. Lemiale等 (2010)针对 GIMP方法提出

了一种精确的接触判断方案, 并采用背景网格

节点的体积梯度来计算接触面的法线方向, 其

相对于 Bardenhagen 等 (2010) 提出的结点质量

梯度求解接触面法线更符合实际的物理接触.
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其方案应用在等径角挤压成型 (ECAP) 问题的

数值模拟上, 取得了和有限元法模拟一致的结

果. 在 MPM 方法的接触算法中, 一般通过背景

网格结点标量 (如质量) 的梯度计算物体 r 的

表面法向量, 例如物体 r 在背景网格结点 I 处

的表面法向量为

nb
Ii =

1
|∑NIp,imb

p|
∑

NIp,im
b
p (37)

首先不考虑接触,对各物体独立更新,得到

试探解

p̄
b,n+1/2
iI = p

b,n−1/2
iI + ∆tnf b,c,n

iI (b = r, s) (38)

当两个物体的质点信息映射到同一背景

网格结点 I 时, 若试探速度 v̄
b,n+1/2
iI =

p̄
b,n+1/2
iI /mb,n

I 满足条件

(v̄r,n+1/2
iI − v̄

s,n+1/2
iI )nr,n

iI > 0 (39)

则两个物体将在该结点处发生穿透, 否则没有

发生穿透, 试探解即为真实解, 取 v
b,n+1/2
iI =

v̄
b,n+1/2
iI . 若发生穿透, 需要施加接触力 f c,n

iI 对

试探解进行修正, 即

p
b,n+1/2
iI = p̄

b,n+1/2
iI + ∆tnf b,c,n

iI (b = r, s) (40)

修正后的速度场 v
b,n+1/2
iI = p

b,n+1/2
iI /mb,n

I

应满足无穿透条件 (vr,n+1/2
iI − v

s,n+1/2
iI )nr,n

iI = 0,

可解得法向接触力

f c,nor,n
I =

− (ms,n
I p̄

r,n+1/2
iI −mr,n

I p̄
s,n+1/2
iI )nr,n

iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
(41)

对于考虑摩擦的接触问题, 切向接触力可

由库仑模型获得.

式 (39) 可能会导致虚假接触的发生. 例如

两个相向而行的物体之间的距离小于两个背景

网格单元尺寸时, 式 (39) 已满足. 但此时两个

物体的材料区域并没有发生重叠, 导致接触提

前发生. 为此, 马志涛等 (Ma 2010) 提出了一

种辅助接触判断条件, 通过计算两个物体之间

的物理距离辅助式 (39) 进行接触判断, 即计算

两个物体表面与接触结点 I 最近的距离在该结

点法线方向上投影之和 Drs
I ,如图 6所示. 如果

Drs
I 6 0,则表明两个物体发生材料区域的重叠,

表明接触发生. 因此, 修正的接触判断条件为

(v̄r,n+1/2
iI − v̄

s,n+1/2
iI )nr,n

iI > 0

Drs
I 6 λdc

}
(42)

其中, dc 表示背景网格的结点间距. 为了考虑

质点所代表的材料区域引入 λ,建议取值为 0.5.

若 λ 取值太小会导致部分穿透.

I

Ω FM
Ω

 r  s

D

I

rs

n

I

r

I
n
s

图 6 接触距离计算示意图

上述接触算法需要多重背景网格用于独立

求解各个物体的动量方程, 导致内存需求量大

(Bardenhagen 2000, Hu 2003). 马志涛等 (Ma

2010) 针对该问题建立了局部多重背景网格接

触算法, 即仅在发生接触区域给每个物体建立

单独的背景网格, 其余区域用同一套背景网格

求解各个物体的动量方程, 如图 7 所示. 该方

法降低了对内存的使用量, 提高了接触算法效

率.

III

I
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⇁
/
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y

z

图 7 局部多重背景网格示意图

2.5 自适应算法和并行算法

物质点法采用无连接关系的质点和规则的
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背景网格, 易开展 h 自适应分析. Tan 等 (2002)

建立了质点和背景网格的层级结构化自适应分

析算法, 通过局部加密质点和背景网格计算了

裂纹尖端的能量释放率. Ma等 (2006)采用成熟

的 SAMRAI (structured adaptive mesh refinement

application infrastructure) 结构自适应网格, 实

现了对初始背景网格的分级细化, 并在此基础

上应用广义物质点法研究了纳米压痕问题. 针

对冲击爆炸中易出现的非物理现象的数值断裂

问题, 马上等 (Ma 2009a) 提出了质点自适应分

裂的物质点法,有效避免了数值断裂问题,如图

8 所示.

dc

L

0.5adc

图 8 质点自适应分裂示意图

在并行算法方面, Parker (2006) 和 Barden-

hagen (2000) 等基于消息传递模型 (MPI) 研究

了 MPM 的并行算法, 开发了 Uintah 程序. 黄

鹏和张雄等 (2010a, Huang 2008) 提出基于信

息共享模型 (OpenMP) 的 MPM 并行算法, 张

衍涛和张雄等 (Zhang 2010) 则近一步建立了基

于 OpenMP 的区域信息交错更新的 MPM 并

行算法, 精巧地避免了数据竞争问题. Ma 等

(2005) 基于并行程序开发平台 SAMRAI (Hor-

nung 2002) 建立了 GIMP 的并行算法.

除采用传统的并行算法提高计算效率外,

Chiang等 (2010)还建立了MPM/GIMP的 GPU

图形加速技术. 此外, Humphrey 等 (2011) 研究

了一种多 CPU-GPU 动态异步程序运行方案.

2.6 与其他算法的耦合

MPM兼具欧拉和拉格朗日算法的特性,易

与有限元法和欧拉算法耦合. 目前已有多种基

于 MPM 的耦合算法.

针对 MPM 在模拟钢筋混凝土结构时离散

规模庞大的问题, 廉艳平等 (Lian 2011) 提出了

杂交物质点有限元法, 将有限元法的杆单元引

入物质点法中,构造了离散钢筋的杆单元. 在该

方法中,采用物质点离散混凝土,用杆单元离散

钢筋,通过背景网格实现两者的相互作用,如图

9 所示. 该方法很好地解决了采用纯 MPM 求

解钢筋混凝土结构时离散规模庞大的问题.

考虑到在模拟仅涉及材料小变形的材料区

域时, MPM计算效率和精度不如 FEM,廉艳平

等 (Lian 2011c, 2012a, 2012b) 在 MPM 与 FEM

耦合方面做了大量工作. 针对超高速碰撞问题,

张雄等 (Zhang 2006) 提出了显式物质点有限元

法,建立了物质点法和有限元法的统一框架. 该

算法初始时采用有限元离散整个计算区域, 同

时在材料可能发生大变形的空间区域布置背景

网格, 并在求解过程中将进入该网格区域的有

限元结点转化为物质点求解, 以避免网格畸变.

如果背景网格在求解过程中均能覆盖整个求解

区域,该方法结果与物质点法结果相同;如果不

布置背景网格, 该方法结果与有限元法结果相

同. 但是在该方法中, 无论单元是否发生了畸

变, 只要其进入了背景网格区域就被强制转化

为物质点, 因此没有充分发挥物质点法和有限

元法各自的优势. 为此, 廉艳平等 (Lian 2011)

首先建立了基于接触算法的耦合物质点有限元

法,采用有限元法求解仅涉及小变形的物体,用

物质点法求解涉及特大变形的物体, 通过接触

算法建立两者之间的作用. 在此基础上, 廉艳

平和张雄等进一步提出了自适应物质点有限元

法 (Lian 2012a, 2012b). 该算法采用有限元法离

散材料全域, 在计算过程中将发生畸变的单元

通过单元转化算法实时地转化为物质点, 通过

耦合算法实现物质点和未转化单元之间的相互

作用, 如图 10 所示. 自适应物质点有限元法充
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图 9 杂交物质点有限元法示意图

V

 

(a) (b) t 

图 10 自适应物质点有限元法示意图

分发挥了两种算法的优势, 在计算精度与物质

点法一致的情况下, 其计算效率显著高于物质

点法.

由于 MPM 采用的背景网格为规则的欧拉

型网格, 因此便于与欧拉法耦合求解流固耦合

类问题. Guilkey等 (2007)将多物质欧拉算法和

物质点法通过守恒方程组统一起来, 分别采用

多物质欧拉算法和物质点法模拟流体区域和固

体结构, 建立了紧耦合的流固耦合方法. Anvar

等 (2008) 将 MPM 与浸没边界法 (hybrid im-

mersed boundary method, HIBM) 进行耦合, 其

中 MPM 用于求解固体结构, 浸没边界法用来

处理复杂外形结构及其运动边界. 在美国普渡

大学开发的 PRISM 软件中, 流固耦合模块采

用物质点法模拟弹性固体区域, 用有限体积法

(FVM) 模拟不定常流场, 通过浸入边界法实现

流体和固体交界面的动量和能量的传递 (Sun

2010, Purdue University 2009).

Guo 等 (2006a) 则采用握手区方法将 MD

和 MPM 耦合, 模拟了 Cu-Cu 和 Si-Si 的群簇高

能碰撞问题. Lu 等 (2006) 通过逐步细化 MPM

背景网格间距过渡到分子尺度, 在过渡区建立

物质点和分子的一一对应关系,将MPM与MD

进行无缝耦合, 分析了硅在纳米尺度下拉伸过

程. Chen 等 (2011) 采用耦合的 MD/MPM 进行

了纳米尺度的切削和薄膜生长过程的多尺度分

析.

2.7 物质点建模

物质点法不需要网格的特点使其非常适合

于建立复杂物体的计算模型. 特别是对于一些

新型材料、复合材料, 如果能从其微观结构出

发, 可以很好地研究其宏观力学性质. 复杂的

材料微观结构是这种研究途径的最大阻碍, 物

质点法为克服该阻碍提供了新的思路.

清华大学张雄教授课题组针对上述问题,

提出了多种建立物质点法离散模型的方法. 王

汉奎等 (Wang 2012,王汉奎 2011)针对高组份比

碳管增强复合材料难以生成微观模型的问题,

基于物质点法提出了适用于任意外形夹杂的复

合材料微结构的落管生成算法. 该算法充分利

用了物质点法易于处理接触的优点, 首先生成

多条任意弯曲的碳管, 然后让其自由下落堆叠

在一起,再将基体材料填充到管间,从而生成无

穿透、采用弯管的微观结构模型,如图 11所示.

生成模型的体分比可以达到与实际一致, 充分

克服了有限元模型中或者只能采用直管、或者

采用弯管而无法完全避免穿透的缺点. 宫伟伟

等 (Gong 2011, 宫伟伟 2012) 基于 Micro-CT 扫

描结果, 提出了建立泡沫铝材料三维真实微观

结构模型的方法. 该方法首先通过 CT 扫描图

片获得材料微观结构在空间分布的信息, 然后

将像素点换算、合并后得到物质点, 从而巧妙

的利用物质点法的粒子特性建立了接近于真实

结构的微观模型, 典型的泡沫铝微观结构模型

如图 12 所示. 周双珍等 (2013a, 2013b) 进一步
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图 11 落管法生成高组份比碳纳米管复合材料

的离散模型

图 12 泡沫铝三维物质点法模型

基于重构方法建立了人体的物质点离散模型,

为人体真实建模提供了一种新型途径.

王宇新等 (2008)也建立了针对物质点法离

散的三维前处理系统, 提出了应用递归四叉树

法、扫描表示法和 CSG 法划分任意形状几何

实体的方法.

2.8 其他

MPM在其他方面亦有扩充和完善,涉及背

景网格的编程技术、薄膜问题、裂纹扩展问题

和饱和多孔介质等方面.

在物质点法中, 传统的背景网格均采用预

设的固定域背景网格. 在有些计算中, 背景网

格范围远大于计算物体的几何尺寸范围, 影响

了计算效率.所以 Shin等 (2010)研究了物质点

动网格技术, 使背景网格域与物质域达到匹配

和优化的目的,提高了计算效率.马志涛等 (Ma

2010)建立了动态网格算法,动态创建被物质点

占据的背景网格单元, 大幅度地提高了计算效

率, 节省了内存使用量. 同时, 其他学者直接应

用有限元非结构化网格代替传统的结构化网格

进行了相关研究. Wieckowski 等 (1999, 2004) 采

用有限元三角形网格作为物质点的背景网格,

解决了复杂边界的施加问题, 并将其成功应用

于筒仓内的谷物流动问题.另一方面,传统规则

化背景网格在模拟裂纹问题时, 无法在规则化

的网格中设置斜裂纹, 同时不能很好的解决应

力集中问题, 为此, Wang 等 (2005) 等采用自适

应的非规则化四边形背景网格很好的模拟了斜

裂纹的动态力学行为.

郑勇刚等 (2006)采用 MPM分析了薄膜失

效的机理. 但因薄膜结构在厚度方向的特征尺

度远小于其他两个方向的特征尺度, 直接采用

等间距物质点离散薄膜结构会导致离散质点数

目庞大, 求解耗时. York 等 (2000, 1999) 则用一

层物质点离散薄膜结构, 通过建立物质点的局

部切平面坐标系 (图 13 (a)),强制物质点的应力

分量在切平面法线方向上为 0来近似模拟薄膜

的力学行为, 避免了在薄膜厚度方向上的离散.

Gan等 (2011)则在物质点间引进三角形拓扑结

构以描述离散的薄膜曲面, 通过计算三角形面

的法线来计算物质点的法线 (图 13(b)),改善了

质点法线的计算精度并降低了计算量.

传统物质点法由于背景网格速度域的单值

性, 不能处理显式裂纹的扩展. Nairn 的课题组

(Nairn 2003, 2006, Guo 2005) 开发了基于单背

景网格多速度场的 MPM/CRAMP 程序, 能够

快速有效地计算断裂参数 (J 积分、应力强度

因子、裂纹张开位移), 可处理裂纹的表面接触

问题, 以及模拟裂纹的动态扩展.

张洪武等在饱和多孔介质 Biot 理论框架

下, 基于饱和多孔介质 u -- p 形式控制方程, 建

立了相应的物质点法求解格式 (Zhang 2009, 张

洪武 2009a), 成功模拟了饱和多孔介质动力学

响应.同时,在此框架下建立了多孔介质与固体

结构间的接触算法, 饱和多孔介质与单相固体

介质的力学行为分别通过耦合物质点法和传统
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物质点法进行模拟 (张洪武 2009b). 为了进一步

考虑多孔介质中固体骨架与孔隙流体间相互作

用, 张洪武等 (2011) 基于饱和多孔介质 u-- U 形

式控制方程, 建立了固体骨架与孔隙流体间相

互作用的两相物质点方法.
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图 13 薄膜局部坐标系: (a) York 等 (1999), (b)

Gan 等 (2011)

2.9 物质点法与其他无网格法的比较

所有的无网格法均可归纳为紧支试函数加

权余量法的特殊形式, 物质点法可以看成是一

种采用质点和网格双重描述的紧支试函数加权

余量法, 其试函数为基于背景网格的有限元形

函数,其加权余量格式采用 Galerkin弱形式 (张

雄 2009).

物质点法的试函数形式非常简单, 计算量

与移动最小二乘近似、重构核近似、径向基函

数近似、点插值近似、自然邻接点插值近似等

常用无网格法近似函数相比小得多. 更重要的

是,物质点法通常采用规则背景网格,很容易定

位计算点的影响节点, 计算形函数时不需要临

近节点搜索, 大大降低了计算量. 另外, 由于物

质点法实际上采用了质点积分, 在数值积分计

算量上也小于其他弱形式无网格法. 就显式积

分格式而言, 有限元法的时间步长取决于单元

特征尺寸, 其他多数无网格法的时间步长取决

于节点间距 (Smolinski 2000, Liu 2005), 当材料

急剧压缩时, 这些方法的临界时间步长都会由

于单元尺寸/节点间距的减小而减小,甚至可能

有量级的改变. 但物质点法的临界时间步长取

决于背景网格尺寸, 即使在材料急剧压缩时也

不会有较大的变化, 因此物质点法的计算效率

可以很高, 在某些问题中甚至可以高于显式有

限元法. 物质点法计算效率高的优点决定了其

在冲击、碰撞、爆炸等涉及超大变形的问题中

的应用优势,对于一些需要较大规模离散 (如千

万以上自由度)才能很好描述的问题,也非常适

合用物质点法进行分析.

物质点法中自动满足速度场单值条件, 即

使不采用接触算法也不会出现物质间的穿透.

在某些问题中, 例如泡沫材料、生物体组织的

微结构分析中, 可能出现非常复杂的接触现象,

不仅难以建立有限元离散模型, 即使采用其他

无网格法建立了离散模型, 也难以处理大量、

复杂的接触过程, 而物质点法可以很方便地建

立模型并进行计算分析.

SPH是已纳入众多商业软件、应用较为广

泛的一种粒子类方法, 将其与物质点法在某些

特定问题上尝试进行对比, 是很多研究者感兴

趣的问题. 马上等 (Ma 2009b) 分别从临近点搜

索、近似函数、形函数一致性、不稳定性、时间

积分、边界条件和接触算法对物质点法和 SPH

进行了详细比较. 为了确保精度和数值稳定性,

SPH 在进行函数拟合及其导数计算时, 需要取

足够大的支持域以包含足够多的质点, 而支持

域内的质点在随时变化 (对于 Euler 核函数而

言), 需要频繁搜索临近质点, 导致计算量增加;
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由第 2.1节可知,标准物质点法中通常只需对 4

个 (二维)或 8个 (三维)结点求和,不需搜索临

近质点, 这部分计算量显著小于 SPH. SPH 的

近似函数不满足插值条件, 也给位移边界条件

的施加增加了困难,需采用特殊的处理方案,如

虚拟质点法 (Liu 2002); 由第 2.3 节可知, 物质

点法施加边界条件比较容易. 在质点非均匀分

布情况下, SPH 的近似函数不满足零阶和一阶

一致性, 带来一定的数值问题 (Liu 2003); 在标

准物质点法中, 近似函数满足零阶和一阶一致

性. SPH具有拉伸不稳定性,即当材料在拉伸应

力作用下,质点往往聚集成团,某些情况下会造

成数值断裂 (Johnson 1996),为解决该问题研究

者提出了多种方法, 如修正 SPH 方法 (CSPH)

(Chen 1999)、施加人工力 (Monaghan 2000)、或

增加应力点 (Dyka 1997) 等; 由第 2.1 节和 2.2

节可知, MPM 中不存在拉伸不稳定性, 但存在

数值噪音, 可通过 GIMP 得到一定解决. 如前

所述, 当材料压缩时, SPH 中光滑长度减小, 从

而造成时间步长的减小; 物质点法中若背景网

格结点间距保持不变, 临界时间步长变化不会

太大. SPH 和物质点法均可在一定程度上自动

处理两物体的接触, 但 SPH 并不能保证速度场

的单值性,界面可能穿透和混合.因此物质点法

的计算效率高, 在某些问题的求解上具有优势.

图 14 为 LS-DYNA 中的 SPH 模块和 MPM3D

程序对同一问题的单步计算时间比较, 当质点

数越多时, 物质点法在计算效率上的优势越明

显 (马上 2009b). 表 1 和图 15 比较了两种方法

计算同一 Taylor杆问题的计算结果,其中 SPH1

表示光滑长度设为 1.2, SPH2 表示光滑长度设

为 1.4. 表 1 表明物质点法的精度更好 (马上

2009b),而图 15 (a)说明 SPH1计算结果中因拉

伸不稳定性存在明显的数值断裂现象, 加大光

滑长度可缓解该问题, 但也将大幅度增加计算

/
s

Np
Τ10

6

图 14 不同计算规模 Np 下,单步运行时间的比

较 (马上 2009)

表 1 泰勒杆问题计算结果误差比较

L/mm D/mm W/mm ∆̄

实验 16.2 13.5 10.1 –

SPH1 15.4 15.6 9.9 0.075

SPH2 15.5 14.7 10.0 0.047

MPM 16.3 13.0 9.6 0.031

量.

与其他无网格法相比, 物质点法虽然具有

多种优点, 但也具有较明显的缺点. 标准物

质点法的近似函数不具备其他常用无网格法近

似函数精度高、光滑性好、具有高阶一致性等

优势, 在场函数急剧变化的区域需大量加密质

点/网格或采用广义插值物质点法才能得到良

好地描述, 事实上广义插值物质点法对近似函

数的改进就包含了无网格法近似函数中支持域

的概念. 物质点积分的精度低于高斯积分, 也

限制了物质点法的整体精度. 因此对于静力、

低应变率问题, 采用具有高阶精度的无网格法

求解较为合适; 对于局部精度要求较高的问题,

宜采用高精度无网格法或广义插值物质点法进

行求解.
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(a) SPH1                     (b) SPH2                      (c) SPH3

图 15 Taylor 杆问题最终时刻铜杆构型 (上行为侧视图, 下行为俯视图) (Ma 2009)

3 物质点法软件开发

随着 MPM 算法上的不断完善和扩展, 目

前出现了一批以MPM为核心算法的计算软件,

包括 UCF, FLIP-MPM-MFM, NairnFEAMPM,

MPM3D 和 MPMsim 等.

美国犹他大学 C-SAFE (center for the sim-

ulation of accidental fires and explosions) 研究中

心 1 在美国能源部 “加速战略计算计划” (ac-

celerated strategic computing initiative, ASCI)2

的支持下开发了大规模并行可视化数值模拟

工具 UCF(uintah computational framework), 物

质点法作为其中的核心算法之一, 主要进行固

体和含能易爆材料的爆炸、燃烧、相变等极端

载荷环境的数值模拟. 美国 Los Alamos 国

家实验室的计算流体动力学和固体力学小组开

发的 CartaBlanca 软件 (Fluid Dynamics Group

Theoretical Pivision, 2007) 将物质点法嵌入到

多相流框架 (multiphase flow framework) 中, 开

发了 FLIP-MPM-MFM (fluid implicit particle-

material point method-multiphase flow method)

模块 (Zou 2004), 用来求解复杂力学问题, 包括

固体的失效和侵彻、热传导、相变、炸药化学反

应和多相流等, 能模拟复杂武器侵彻和弹药爆

炸相互作用 (Zou 2004, 2005, Zhang 2008a, 2009).

Nairn研究小组采用 C++开发了计算力学软件

NairnFEAMPM3 , 其主要包括有限元分析模块

和物质点计算模块, 物质点模块部分主要求解

二维、三维复合材料的失效、裂纹扩展和面板

之间的脱胶等动力学问题. 清华大学张雄课题

组采用 C++ 开发了三维显式并行物质点法程

序MPM3D (张雄等 2011),目前已实现了 USF、

USL 和 MUSL 求解格式、GIMP 算法、接触算

法、质点自适应分裂算法、有限元法、杂交物

质点有限元法、耦合物质点有限元法和自适应

物质点有限元法, 具有多种材料模型、状态方

程和失效模型,并分别利用 OpenMP和 MPI实

现了对称多处理系统 (symmetric multi process-

ing, SMP ) 和大规模并行处理系统 (massively

parallel processing, MPP) 两种体系下的并行化.

2009年,美国的 ADI公司发布了 ASTE-P1.0软

1 Center for the Simulation of Accidental Fires and Explosions http://www.csafe. utah. edu
2 Academic Strategic Alliances Program. http://www.llnl.gov/asci-alliances
3http://code.google.com/p/nairn-mpm-fea/
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件 4 , 将物质点法加入到了 FSI, CSD, CFD 模

块, 用来计算气动弹性问题; 2010 年, 英国的

Jveer Aerospace Ltd 公司推出了商业化的物质

点计算软件 MPMsim5 .

4 物质点法的应用

物质点法由于综合了拉格朗日描述和欧拉

描述的优势,不存在单元畸变和网格扭曲,且具

有很高的计算效率, 因此逐渐受到研究者的广

泛关注, 已经在碰撞冲击、侵彻、爆炸、动态断

裂、流固耦合、多尺度分析、颗粒材料流动和岩

土失效等一系列涉及材料特大变形的问题中得

到了应用.

在碰撞冲击方面, 马上和张雄等 (2005,

2006) 采用物质点法研究了弹丸超高速碰撞薄

板和厚板等一系列问题, 初步展示了物质点法

在求解此类问题中的潜力, 他们还进一步用物

质点有限元法模拟了超高速碰撞过程; 黄鹏和

张雄等 (Huang 2008) 研究了背景网格尺寸、粒

子数量等对超高速撞击薄板过程中碎片云形成

的影响,他们用 1 300多万物质点模拟得到的碎

片云形貌与实验结果吻合良好, 如图 16 所示;

潘小飞和许爱国等 (Pan 2008)研究了高能炸药

中孔洞在冲击下的变形和坍塌, 模拟结果显示

孔洞坍塌主要是由于孔洞顶部的粒子射流造成

的, 许爱国等进一步研究了多孔材料在冲击作

用下的特性 (许爱国等 2010, Xu 2011); Li 等

(2011a) 研究了脆性圆盘撞击过程中的失效问

题, 发现不同的撞击速度会导致不同的失效模

式,与实验观察所得结果基本吻合;陈卫东和张

帆等 (Chen 2012) 考虑了材料累积损伤失效效

应, 模拟了阿姆科铁在超高速碰撞过程中的层

裂现象.

图 16 大规模物质点模拟得到的碎片云形貌及

其与实验结果的比较,上图为模拟结果,下图为

实验结果 (黄鹏 2010b)

在侵彻方面, Sulsky 等 (1995, 1996) 初步

模拟了钢球侵彻铝靶等问题. Zhang 等 (2008,

2011) 在研究多相流的物质点法和改进的物质

点法形函数时,模拟了钨弹侵彻钢靶等问题.采

用合适的接触算法对于侵彻问题的正确模拟具

有重要的影响, 马志涛等 (2010) 基于局部多重

背景网格的物质点接触算法模拟了中低速侵彻

问题,剩余弹速等指标与实验结果吻合良好;黄

鹏和张雄等 (Huang 2011)进一步采用物质点接

触算法模拟了中低速侵彻薄靶和厚靶问题, 计

算结果与实验结果一致, 并优于未采用接触算

法的标准物质点法结果;廉艳平等 (Lian 2011b)

采用杂交物质点有限元法和耦合物质点有限元

法分别模拟了钢筋混凝土靶体侵彻问题和金属

靶体侵彻问题, 得到了与实验结果吻合的剩余

弹速和构型.

在爆炸问题方面, Hu 等 (2006) 用物质点

法模拟了激波管、Sedov-Taylor 爆轰波等典型

爆炸问题, 在此基础上计算了内含空气和炸药

的混凝土墙在爆炸作用下的破坏过程; 马上等

4 http://www.advanceddynamics-usa.com
5 http://www.mpmsim.com/content/home



254 力 学 进 展 2013 年第 43 卷

(2009b, Ma 2009b) 较为详细地研究了激波管问

题、爆轰驱动飞片问题和聚能射流问题,他们所

采用的自适应物质点法可以有效解决标准物质

点法求解爆炸问题中可能出现的数值断裂; 廉

艳平等 (Lian 2011a) 进一步详细研究了爆轰驱

动飞片问题, 他们发现 Gurney 公式对非对称

构型装药结果预测很好, 但对于对称构型装药

结果预测偏高, 为此他们提出了一种修正方案,

所得预测结果得到很大改善; 王宇新等 (2006a,

2006b, Wang 2011)采用物质点法系统研究了滑

移爆轰、爆炸焊接等问题;张忠等 (2011)基于物

质点法分析了非均质固体炸药的起爆过程, 并

研究了不同材料破片的临界冲击起爆速度.

在动态断裂方面, Nairn研究组做了大量的

工作. Tan 等 (2002) 首先用多级自适应加密的

方法, 计算了裂纹尖端的能量释放率. Nairn 研

究组系统地发展了二维和三维裂纹面的描述方

式 (Nairn 2003, Guo 2006), 他们采用多重速度

场描述裂纹两侧的速度不连续, 并使用接触算

法避免裂纹面之间的穿透, 他们称这种方法为

CRAMP. 裂纹尖端的各种参数, 如应力强度因

子、J 积分、能量释放率等是判断动态裂纹扩

展的重要依据, Nairn 等 (2005) 和 Guo(2005) 对

物质点法中上述参数的计算进行了详细讨论.

Nairn等 (2007)还在 CRAMP的基础上,对物质

点法中其他类型不连续面的模拟进行了研究,

并利用 CRAMP 作为数值实验手段, 分析了中

密度纤维板的断裂强度 (Matsumoto 2009). Bar-

denhagen 和 Nairn 等进一步发展了动态裂纹扩

展的物质点法,他们用 J 积分作为扩展准则,用

内聚力模型 (cohesive model) 描述裂纹进行区

(processing zone). Daphalapurkar 等 (2007) 结合

GIMP 和内聚力模型, 研究了延性和脆性材料

中 II 型裂纹的动态扩展. Gilabert 等 (2011) 采

用物质点法模拟了陶瓷、玻璃等脆性材料中石

英夹杂附近裂纹萌生、扩展的过程.

另一类描述裂纹萌生和扩展的方式是不

直接显式引入不连续面, 而用粒子失效或破

坏来近似表示裂纹的变化. 在这方面, Sul-

sky、陈震、Schreyer 及其合作者完成了大量的

工作, 他们主要采用脱聚 (decohesion) 本构模

型 (Schreyer 2002)描述粒子失效后的力学行为,

因而不必显式给出裂纹的位置. 陈震等 (Chen

2002, 2003) 首先用物质点法模拟了冲击载荷下

脆性材料的动态失效问题; Sulsky等 (2004b)采

用上述脱聚本构模型研究了脆性材料的层裂等

动态断裂问题;陈震等 (Chen 2005, Zheng 2006b)

结合分叉分析确定何时采用脱聚本构模型, 并

研究了薄膜脱层问题; 陈震和干湧等进一步和

传热分析相结合, 研究了材料在局部加热情况

下的失效问题 (Chen 2008); Shen (2009) 引入

了率相关本构模型, 模拟了玻璃在冲击作用下

的失效破碎问题; Sulsky 等 (2011) 将该方法用

于北冰洋中海冰的运动和形变研究. Gupta 等

(2011)使用无单元伽辽金法 (EFGM)、SPH无网

格法、物质点法结合不同的断裂准则对单向拉

伸、四点弯、裂纹分叉等问题进行了计算,发现

适当的断裂准则对于正确描述裂纹扩展行为至

关重要, 采用何种无网格法差别不大. Wang 等

(2005) 采用非规则布点计算了二维混合型裂纹

的应力强度因子, 并与有限元结果进行了比较.

Ionescu 等 (2006) 基于粒子失效方法研究了软

组织的破坏问题, 其中基体和纤维采用不同的

准则分别考虑失效.

在岩土力学及颗粒流动方面, Bardenhagen

等 (2000) 在 2000 年就对物质点法模拟颗粒

材料进行了尝试; Cummins 等 (2002) 进一步

发展了颗粒材料的隐式物质点法; Lenardic 等

(2000) 用物质点法模拟了复合岩层和地幔对流

的折叠、挤压现象; Wieckowski 等 (2004) 模拟

了贮料垛内的颗粒流动问题; 王津龙等 (2005)

基于物质点法模拟了柱状堆石成型过程; Coet-

zee 及其合作者对岩土挖掘和颗粒流动等问题

进行了较为深入的研究 (Coetzee 2005, 2007),他
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们详细比较了物质点法结果、离散元法结果和

实验结果, 发现基于物质点法给出的结果更为

精确; 黄鹏等 (2010b) 基于 Drucker-Prager 本构

模型和刚柔接触物质点法, 对边坡失效、堆积

物坍塌、岩土侵彻等问题进行了模拟分析; An-

dersen等 (2010)也用广义插值物质点法分析了

边坡失效问题, 他们还初步考察了对建筑物的

影响; Colom (2011) 分析了土骨架和空隙流的

相互作用; 廉艳平等 (2012, Lian 2012a) 用自适

应物质点有限元法分析了边坡失效问题, 结果

与标准物质点法和实验结果均吻合 (如图 17所

示), 但计算量明显小于标准物质点法.

在流固耦合方面, York 等 (1999, 2000) 最

先采用物质点法模拟流固耦合问题, 其中薄膜

和流体都采用物质点离散, 计算结果显示能较

好地模拟气囊膨胀和碰撞等问题. Hu 等 (2009,

2010) 也基于固体和流体区域均用物质点离散

的方法,研究了气动弹性问题,他们结合了自适

应网格加密 (AMR) 方法以提高流场模拟精度.

为了满足某些问题的高精度流场求解要求, 有

些研究者将物质点法和计算流体动力学 (CFD)

求解器相结合, 如 Guilkey 等 (2007) 利用多

物质流场求解器 ICE 模拟了含能容器爆炸的

过程, 计算中物质点法只负责固体区域的求解;

Gilmanov 等 (2008a, 2008b) 将浸没边界法和物

质点法相结合,用于流固耦合问题和流 --固 --热

耦合问题的求解, 该方法中物质点法同样负责

固体区域的求解; 廉艳平等 (2012, Lian 2011c)

利用耦合物质点有限元法成功求解了水柱坍塌

等流固耦合问题, 其中物质点法用来处理流体

区域,有限元法用来处理固体区域,以发挥两者

的优势, 如图 18 所示. 对于流体和固体占据相

同区域、紧密耦合的流固耦合问题,例如饱和多

孔介质问题, 张洪武和王鲲鹏 (2010) 采用两相

物质点方法研究了其动力学问题, 该方法中使

用两套物质点分别描述固体骨架和孔隙流体.

图 17 边坡失效问题的自适应物质点有限元法

结果与实验结果对比 (廉艳平 2012)

在多尺度分析方面, 除前述物质点法与分

子动力学等分子模拟方法的并发耦合外, Ayton

等 (2001) 在脂双层的研究中, 利用非平衡态分

子动力学 (NEMD) 计算传输系数, 然后用于物

质点法模拟; Shen 等 (2005) 在研究薄膜脱层的

过程中, 使用了分子动力学计算和物质点法计

算综合分析的方法; Borodin等 (2005)在用物质

点法分析纳米复合材料性质时, 首先由分子动

力学模拟获得聚合物基体的黏弹性参数和界面

剪切模量; 王汉奎等 (2011, Liu 2013) 利用分子

动力学获得高温高压下的状态点, 再结合物质

点法进行超高速碰撞分析, 有效地克服了极端

状况下材料状态方程参数不易确定的困难. 物

质点法还非常适于从材料的微观结构出发研究

各种材料的特性,例如 Shen等 (2000)用物质点

法研究了多晶体的局部塑性变形; Xue等 (2006)

采用直接模拟大尺寸粒子、均匀化小尺寸粒子

的方法, 研究了塑胶炸药的黏弹性性质. Bar-

denhagen及其合作者率先用物质点法对泡沫材

料进行了研究 (Bardenhagen 2005), 他们先后使

用随机生成和 X 光片重建的方式获得开孔泡

沫材料的微观结构, 并基于超弹性本构方程模

拟了立方体元胞的压缩, 得到了包括平台段和

压实段的应力--应变曲线,结果表明孔隙度具有

重要影响; Daphalapurkar 等 (2008) 进一步用显

微 CT扫描重构的方式获得闭孔泡沫 PMI材料

的真实微观结构, 物质点法对代表体元的模拟

也得到了三阶段应力 --应变曲线, 并且发现还
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t = 0.421 s

t = 0.621 s

t = 0.801 s

t = 1.283 s

t = 0.140 s

t = 0.160 s

t = 0.260 s

t = 0.341 s

图 18 水柱坍塌问题的耦合物质点有限元法结果及与其他数值结果的对比 (廉艳平 2012),

其中第 2 和第 4 列为 Idelsohn 等采用粒子有限元法 (Idelsohn 2008) 的计算结果

在弹性段就出现了胞壁的弹性屈曲; 泡沫铝

是用于空间防护的重要材料, 宫伟伟等 (Gong

2012) 利用显微 CT 重构了泡沫铝的三维真实

微观结构, 模拟了填充式 Whipple 防护结构和

夹层式Whipple防护结构在高速撞击下的响应,

其中胞壁材料采用了 Johnson-Cook材料强度模

型和 Grueneisen 状态方程, 所得损伤情况和孔

洞尺寸与实验吻合; 王汉奎等 (Wang 2012) 基

于落管法建立的纳米碳管增强复合材料微观模

型,研究了该材料的力学性质,发现碳管体分比

的影响大于碳管间连接的影响; Li等 (2011b)从

微观相互作用出发对接触理论进行了研究.

在生物力学方面, Guilkey等 (2006)对微血

管网络结构进行了 1300 万质点的大规模数值

模拟. 干湧等 (Gan 2011) 模拟了卵胞浆内精子

注射 (ICSI) 技术中卵子透明带的刺穿过程, 其

中胞浆采用流体本构, 透明带用薄膜结构模拟.

周双珍等 (2013)对 3种头部模型在圆柱体撞击

下的动态响应进行了模拟, 以确定不同边界条

件和头部肌肉对撞击结果的影响; 在此基础上,

他们对头部加速伤和减速伤进行了模拟 (Zhou

2012), 研究易损伤部位和损伤机理; 周双珍等

(2013) 还建立了人体脊柱着陆冲击模型, 对人

体脊柱各部位的动力学响应受骨密度变化和不

同着陆角度的影响进行了研究分析.

物质点法还广泛用于其他具有超大变形的

问题, 如 Wieckowski (2004) 将物质点法用于切

削问题的模拟, Ambati 等 (2012) 进一步深入研

究了该问题, 计算结果能够明确捕捉到切削过

程中产生的剪切带等局部化现象.

5 结论

物质点法起源于 FLIP方法,其中质点携带

了所有的物质信息并在其上进行本构计算, 从

而可方便地扩展用于固体力学问题求解. 物质

点法采用拉格朗日质点离散, 避免了对流项处

理; 用欧拉背景网格计算空间导数和求解动量

方程,避免了网格畸变问题,因此非常适合求解

涉及材料特大变形和断裂破碎的问题. 本文系

统地梳理了物质点法的基本理论和实现细节,



第 2 期 廉艳平等 : 物质点法的理论和应用 257

以及算法上的扩展,包括广义插值物质点法、接

触算法、自适应算法、与其他算法的杂交耦合

等, 此外还介绍了基于物质点法的软件开发现

状, 最后详细总结了物质点法在超高速碰撞、

冲击侵彻、爆炸、动态断裂、流固耦合、多尺度

分析、颗粒材料流动和岩土失效等方面的应用,

充分展现了其优势:

(1)在材料域的离散上,无网格法采用一组

无拓扑关系的点离散, 既便于建立三维复杂结

构离散模型, 又便于进行前后处理. 虽然需要

背景网格积分, 但是背景网格布置相对简单.

(2)单步计算过程中,质点通过背景网格建

立与其他质点的相互影响, 不需要建立质点的

临近质点列表.

(3) 由于背景网格仅在当前步与物质点一

起变形并在下一时间步恢复规则形状, 物质点

法不存在网格畸变问题.

(4)由于物质点携带了所有物质信息,因此

物质点法可以自然地追踪材料界面, 不存在对

流项计算.

虽然物质点法在传统网格类方法解决不好

或无法解决的问题上展现了潜在的优势, 但仍

存在如下需要改进的地方:

(1) 计算中涉及到背景网格与物质点之间

的相互映射.

(2)每步中的计算依赖于背景网格,规则的

背景网格便于质点搜索, 但不利于准确模拟材

料边界; 不规则的背景网格将导致质点搜索量

增加.

(3) 质点穿越网格引起的噪音还没有得到

彻底解决.

物质点法仍在不断迅速发展中, 如何进一

步提高物质点法的求解精度, 研究与其他方法

(如高精度欧拉方法等)结合以发挥不同方法的

优势, 以及开展基于非结构化背景网格的物质

点法研究, 将是其重要的发展方向.
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Material point method and its applications∗

LIAN Yanping ZHANG Fan LIU Yan ZHANG Xiong†

School of Aerospace, Tsinghua University, Beijing 100084, China

Abstract Material point method (MPM) discretizes the material domain by particles, and solves the
momentum equations on a predefined background mesh. MPM avoids mesh entanglement and involving
convection term, by taking advantages of both the Lagrangian and the Eulerian methods. So it is very
promising in the numerical simulation of problems involving extreme material deformation and fracture.
The state of the art of the theory, the algorithm development and implementation, and the software
development of material point method are reviewed in detail. The generalized material point method, the
contact algorithm, the adaptive algorithm, the parallel algorithm, and the coupling with other methods
are included. Applications of MPM to the problems involving extreme material deformation, such as
hypervelocity impact, penetration, explosion, dynamic fracture, fluid-structure interaction, multiscale
analysis, and granular material flow and rock and soil failure, are investigated systematically. The
applications demonstrate the advantages of MPM over conventional numerical methods.

Keywords meshless/meshfree method, material point method, impact and penetration, explosion, ex-
treme deformation
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