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拟协调元研究综述 ∗
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摘 要 拟协调元是有限元中十分重要的、具有特色的一种列式体系. 拟协调元列式简单、灵活，统一了协

调元、非协调元等列式方法. 在列式中, 拟协调元将几何方程和平衡方程同时弱化, 并强调基函数在有限元空

间中的重要作用; 借助对位移和应变离散精度的控制, 拟协调元保障了单元的收敛性, 并可以利用泰勒展开校

核进行简便直接的收敛性分析. 研究者们利用拟协调元已经构造了大量的优秀的单元, 并广泛地应用到结构问

题、流体流动问题、非线性分析、稳定性和破坏分析等方面. 这些工作集中体现了拟协调元的理论价值和工程

应用价值. 对拟协调列式方法、列式理论和已发表文献中的主要拟协调单元进行了总结. 最后对拟协调的研究

工作进行了展望.
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1 引 言

计算科学是利用先进的计算能力来理解和解

决复杂问题的科学. 随着计算机硬件技术的发展,

计算科学取得了巨大的进步并发挥着越来越重要

的作用. 计算科学已成为科学研究的第三条支柱

(the third pillar of the scientific enterprise), 与理论

和实验一起推动着科学的发展 [1]. 在工业应用领

域计算科学可以提高产品的性能, 降低产品的开

发周期; 在社会科学和自然科学的诸多领域中, 如

经济预测、防灾减灾、基因组识别、暗物质的研究

等, 计算科学也发挥着重要的作用.

有限元方法是一种重要的数值计算方法, 是

计算科学的一个重要组成部分. 有限元方法从诞

生起就与工业领域的应用紧密结合, 并随着商业

有限元软件的大规模使用, 逐步深刻地改变了工

业设计的方法和思想. 在社会科学和自然科学方

面, 有限元方法也有应用, 如交通流的分析、星云

的演化等.

到 20世纪 80年代时, 有限元方法已经取得了

巨大的成就, 但也仍然存在着一些缺点. 首先, 传

统有限元缺乏统一的列式方法. 例如, 三角形和四

边形平面单元的构造便无法采用同一套方法. 有

限元中最早的平面单元是三角形常应变单元, 其

一般构造方法是广义坐标方法 [2-3], 即首先假设域

内位移场为以广义坐标为系数的多项式, 利用节

点位移参数反求广义坐标得到位移场表达式; 之

后将位移直接求导得到应变场, 并代入最小势能

原理建立有限元方程. 但是, 将广义坐标方法推广

到四边形单元时就遇到了相当多的困难, 最主要

的是协调性条件难以满足的问题. 协调性条件要

求相邻单元在公共边上具有完全相同的位移, 这

个条件较为苛刻, 是单元收敛的充分却非必要的

条件 [4], 但在没有先验的收敛性准则的条件下, 研

究者们仍倾向于尽量保证单元的协调性. 利用广

义坐标方法直接构造时, 对任意四边形单元, 单

元内的双线性位移场退化到边界时将引起不协调,

只有对矩形单元等特殊情况, 协调性困难才能消

除. 为了得到任意四边形单元, 研究者改变了思路

引入了等参元 [4-8]. 但是等参元也存在一些问题,

例如, 网格畸变时精度变差甚至无法得到正确结

果 [9]. 在平面单元的构造便遇到了如此多的困难,
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这说明有限元法普适性和一致性的缺失.

另外, 有限元的理论和机理仍有许多不明确

的问题.例如,在有限元的逼近理论领域,已经有了

简洁而精巧的插值理论, 可以对等参元、奇异元、

数值积分和部分非协调元等单元模型进行数值分

析;但是仍有许多性能优秀、应用广泛的非协调元,

其单元性能无法利用已有的有限元逼近理论框架

进行分析. 如著名的Morley板元, 它难以归入已建

立收敛性分析的有限元模型, 但其却具有极为简

单的列式和极好的收敛性. 所以, 仍然需要一个系

统的有限元列式框架, 其列式机理不同于传统有

限元方法, 而从这个新的机理出发可以更合理有

效地进行单元列式, 并对单元的收敛性等机理进

行分析.

为了构建更好的单元, 建立理论统一的有

限元框架, 唐立民等在 1980年提出拟协调有限元

法 [10-11]. 经过多年的研究, 拟协调元已经成为有

限元方法中十分重要的, 具有特色的一种方法. 在

研究者的推动下, 拟协调元法得到了巨大的发展.

研究者们提出了许多单元类型, 并将拟协调元法

广泛应用于多个领域. 由于拟协调元列式简便, 具

有显式的刚度阵, 计算效率高, 国外研究者一直

活跃在对拟协调元法的研究中. 特别是近年来,

在板壳结构分析、功能梯度材料分析、大变形非

线性分析等问题上, 受到了研究者们的青睐 [12-18].

在 2006年的文章中, Voyiadjis等研究了拟协调板壳

单元, 指出,“和得到广泛应用的减缩积分方法相

比, 拟协调方法的主要优点是单元的刚度阵是显

式的, 这个特点使拟协调方法对非线性问题特别

有吸引力, 因为在非线性计算中刚度阵需要计算

很多次. ……我们选择拟协调元是由于它的简单

性和较高的计算效率”[14,19]. 从 2003年开始, Kim,

Onate等利用拟协调方法建立了非线性单元, 广泛

应用于大变形壳体分析、功能梯度材料分析、复

合材料层合板分析等,在论文中指出“和参考文献

中其他单元相比, 拟协调壳单元具有很好的收敛

率和精度, 并消除了闭锁问题. 拟协调单元刚度阵

是显式的, 不需要数值积分; 应力在节点上直接精

确取值, 后处理过程避免了节点应力求值. 这些特

性使拟协调单元非常高效”[12-13,16-17]. 这些研究

成果丰富了拟协调元研究的内容, 体现了拟协调

元研究的活跃状况. 为了方便研究者们快速了解

拟协调元研究现状, 本文将对拟协调元相关论文

进行综述,详细阐述拟协调元相关技术、列式方法

和重要的单元类型.

拟协调元的基本思想是将协调方程与平衡方

程共同在单元一级进行积分弱化, 与仅对平衡方

程进行积分弱化的传统有限元方法相比具有明显

的特点 [3]. 从这个基本思想出发, 利用变分原理或

者伽辽金方法构造单元框架. 在协调性问题上, 拟

协调元同广义协调元 [20-21] 一样, 打破了传统有限

元单元边界之间点协调的要求. 在处理单元内位

移和应变场时, 拟协调元列式着眼于单元应变和

节点位移参数的关系, 由单元的位移参数在加权

意义下逼近单元的应变; 拟协调元可以设置多套

位移场函数和相应的应变场函数, 为单元赋予了

灵活性, 方便处理不可压缩分析等对微分方程有

特定约束的问题. 拟协调元还提出了许多新的概

念. 例如,“弱导数”概念将位移 –应变方程和平衡

微分方法置于同等的地位, 作为对偶的一对同时

加以考虑, 为有限元方法提供了一个重要的新概

念；泰勒展开校核的概念重视在单独的单元内对

有限元收敛性的校核, 为有限元的误差估计提供

了一个新的思路.

由于协调方程弱化等技术的引入, 拟协调元

法在单元列式上具有极大的灵活性, 可以统一协

调元、非协调元等列式框架. 在不借助等参方法

等数值技巧条件下, 利用拟协调元可以自然地构

造三角形、四边形平面单元,统一平面问题上有限

元列式方法. Morley元等传统意义上难以归类的

单元也可以由拟协调元方法自然地推导得到.

本文内容安排如下: 在第 2节中将讨论拟协调

元的基本列式过程,介绍拟协调元的刚度阵、单元

场、载荷向量和质量阵的形成方法; 在第 3节将介

绍拟协调元的重要技术,讨论“弱导数”,“泰勒展

开校核”等概念和单元收敛性分析；第 4节对拟协

调单元进行总结, 这一节的内容较多; 第 5节对拟

协调元特性和拟协调单元的应用进行小结, 并介

绍拟协调元的影响；最后进行总结和展望.

2 拟协调元列式步骤

传统有限元的一般构造方法是广义坐标方法.

拟协调元列式方法与传统有限元的最重要区别是

在拟协调元列式中协调方程和平衡方程一起被积

分弱化,应变场通过应变 –位移方程的积分弱化求

解由节点位移离散表示, 而不是由域内的插值位

移场直接求导得到. 得到应变场离散表达式后, 拟

协调元将应变场离散式代入最小势能原理变分式,

或者对平衡微分方程进行加权计算, 得到有限元
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的刚度方程. 这个技术使拟协调列式极为灵活, 其

列式过程可以包含协调元和非协调元. 这一节以

线弹性力学问题为例, 介绍拟协调元的列式过程;

然后讨论列式过程中位移场、应力应变场、外部

载荷和质量阵的计算; 最后简要介绍符号运算系

统在拟协调元列式中的使用. 非线性问题的拟协

调元列式可以参考Lomboy等的综述文章 [17],本文

不再重复讨论.

2.1 拟协调元列式基本步骤

本节以基本的弹性力学问题为例, 介绍拟协

调元基本列式步骤. 弹性力学基本方程由以下公

式表示 [22]. 在弹性体域Ω内,有如下平衡方程、几

何方程和本构方程成立

平衡方程

∇ · σ + f = 0 (1)

几何方程

ε = (u∇+∇u)/2 (2)

本构方程

σ = λJ(ε)I + 2µε (3)

其中, σ为应力张量, ε为应变张量, u为位移矢量,

f为弹性体域内体力, λ和µ分别为弹性体的拉密

系数, J(ε)表示应变张量的迹.

弹性体域Ω的边界记为Γ ,在边界上有以下边

界条件成立

力边界条件要求在Γσ上满足

n · σ = t (4)

位移边界条件要求在Γu上满足

u = ū (5)

混合边界条件要求在Γe上满足

n · σ + ku = 0 (6)

t表示Γσ上给定的面力, ū表示Γu上给定的位移,

n为边界上外法向的单位矢量.

拟协调元的基本思想是在单元域上对平衡

方程和几何方程同时弱化, 基本列式步骤在文

献 [10-11,17]内均有描述.

在一个任取单元域内, 假设单元内位移场具

有足够阶导数, 而且位移场函数的泰勒级数收敛

到其本身, 则有位移场的泰勒截断式成立.

u = u0 +

(
∂u

∂x

)
0

x+

(
∂u

∂y

)
0

y +
1

2

(
∂2u

∂x2

)
0

x2+(
∂2u

∂x∂y

)
0

xy +
1

2

(
∂2u

∂y2

)
0

y2 + · · · =

u0 +

(
∂u

∂x

)
0

x+

(
∂u

∂y

)
0

y +O(h2) (7)

ε1 = ∂u/∂x =

(
∂u

∂x

)
0

+

(
∂2u

∂x2

)
0

x+(
∂2u

∂x∂y

)
0

y + · · · =
(
∂u

∂x

)
0

+O(h) (8)

u表示单元域内水平位移场函数, ∂u/∂x表示水平

位移的导数. ( )0表示括号中表达式在单元局部坐

标系原点 (x, y) = (0, 0)的值, h代表单元的特征尺

寸.

按照泰勒展开截断式 (7)和 (8),可以将单元内

位移u的试探场 ũ和应变 ∂u/∂x的试探场 ε̃1设为

ũ = a0 + a1x+ a2y +
1

2
a3x

2 + a4xy +
1

2
a5y

2 (9)

ε̃1 = a1 + a3x+ a4y = {1 x y}{a1 a3 a4}T = Pa

(10)

多项式函数在单元内充当物理场试探空间的

基函数; ai, i = 0, 1, · · · , 5表示基函数系数, 当单元

细化时, 它们应当分别收敛到泰勒展开式中对应

的系数.

a1 →
(
∂u

∂x

)
0

, a3 →
(
∂2u

∂x2

)
0

,

a4 →
(

∂2u

∂x∂y

)
0

· · · (11)

在单元内对近似表达式 (10)进行积分.∫
Ωe

W (ε1 − ε̃1)dΩe = 0 (12)

Ωe表示单元域, W 表示权函数. 如果W = PT, 上

述即为伽辽金方法. 将式 (10)代入式 (12)∫
Ωe

WPdΩe · a =

∫
Ωe

W
∂u

∂x
dΩe (13)

式 (13)右侧积分可以直接进行,但更一般的做

法是由格林公式进行分部积分, 将单元域内积分

转化为边界积分, 降低对位移的求导阶次并建立

应变和位移的联系.∫
Ωe

W
∂u

∂x
dΩe =

∮
Se

uWnxdS
e −

∫
Ωe

u
∂W

∂x
dΩe (14)
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其中Se是单元边界; nx是各边界外法线和x坐标

轴夹角的余弦值. 可以用近似函数 û和 ũ分别去逼

近式 (14)右端的域内位移和边界位移, 得到∫
Ωe

W
∂u

∂x
dΩe =

∮
Se

ûWnxdS
e −

∫
Ωe

ũ
∂W

∂x
dΩe (15)

如果域内位移 û在边界上与 ũ一致, 则得到位

移协调元; 否则得到非协调元 [23]. 所以拟协调列

式可以将协调元和非协调元列式统一纳入拟协调

框架内. 许多情况下上式右侧域内位移可以消去,

则只需要进行边界积分. 设域内近似函数 û和边

界近似函数 ũ分别由单元内节点位移表示为

û = Lue; ũ = Rue (16)

代入式 (15), 得到∫
Ωe

W
∂u

∂x
dΩe = Cue (17)

则式 (13)可以表示为

Aa = Cue (18)

其中,

C =

∮
Se

WnxRdSe −
∫
Ωe

∂W

∂x
LdΩe (19)

A =

∫
Ωe

WPdΩe (20)

由多项式基函数的线性无关性, 按伽辽金方

法选取权函数, 可以保证A−1是存在的. 基函数的

系数可以得到

a = A−1Cue (21)

离散后的应变可以表示为

ε̃1 = Pa = PA−1Cue (22)

记

B1 = PA−1C (23)

则可以得到

ε̃1 = B1u
e (24)

按类似步骤完成对其它应变的离散，得到

ε̃ = Bue (25)

在平衡方程的处理上, 拟协调列式和位移法

有限元保持一致. 应用应变的离散式, 结合最小势

能原理或者伽辽金方法, 便可以得到有限元方程

的刚度阵. 为了求解有限元方程的载荷项, 还需要

得到单元内位移场的离散式, 而这可以由应变场

的离散, 结合位移边界条件很容易地得到 [24]; 也

可以利用拟一致载荷 [25] 代替. 可以得到有限元方

程.

Kue = F (26)

K =

∫
Ωe

BTEBdΩe (27)

F =

∮
Se

NtdSe +

∫
Ωe

NfdΩe (28)

2.2 单元位移、应力和应变

拟协调元可以直接将应变场假设为截断多项

式, 列式步骤跳过了位移场, 称为假设应变的拟协

调元方法 (assumed strain quasi-conforming, ASQC).

用这种列式方法构造单元时主要计算了应变式的

离散表示, 忽略了位移场的描述. 由于这个特点,

有些研究者将拟协调元等同于“假设应变”的有

限元. 但是假设应变场只是拟协调列式的一个步

骤, 拟协调方法并不等于“假设应变”. “假设应

变”方法不考虑应变试探场和位移试探场之间的

关联, 而拟协调元强调应变和位移试探场之间的

关系. 在拟协调框架内, 列式可以由应变出发, 同

样的, 列式也可以由位移出发, 称为假设位移的拟

协调元法 (assumed displacement quasi-conforming,

ADQC) [18,26]. 如式 (9)和式 (10)所示, 首先选择位

移的离散式, 并按照几何方程的形式对位移离散

式求导得到应变的离散式. ADQC方法位移场和

应变场的选择简单, 容易满足阶次完备条件, 得到

的单元收敛性稳定.

由式 (16)可知,拟协调列式中的位移场设定包

括域内近似函数 û和边界近似函数 ũ. 拟协调元将

域内近似函数称为域内的“辅助函数”, 将边界近

似函数称为“网线函数”. 由名称可以清楚地看出,

网线函数的设定在拟协调元中起着决定性的作用.

这是由于网线函数的选择直接影响单元的精度以

及收敛性; 而辅助函数在许多情况下并不需要,

式 (14)中单元的域内积分可以在保证精度的前提

下, 利用等参变换等数值方法求得.

通过式 (21), 拟协调元建立了应变中的广义

坐标和单元节点位移之间的关系. 对比式 (9)和
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式 (10),只要得到位移假设式中前几项与应变无关

的广义坐标, 便可以建立单元位移和节点位移的

关系. 和应变无关的广义坐标可以通过边界条件

等很简单地得到, 这在何东升的文章 [24] 中已经得

到了详细的讨论. 所以, 拟协调元中利用节点位移

表示单元位移的公式便可以得到, 即拟协调元的

形函数. 形函数的得到便于计算一致载荷和一致

质量阵.

在拟协调方法中, 得到应变表达式后, 可以通

过本构方程简单地计算得到应力. 拟协调元进行

列式时并不考虑应力场的平衡条件 [27]. 由于单元

内的应变和应力都是多项式表达式, 所以单元内

每一点的应变/应力值都可以简单地得到, 这是拟

协调方法的一个优点.

2.3 外部载荷处理

外部载荷离散对有限元十分重要, 也直接影

响单元的求解精度. 有限元中载荷项计算有两种

方法: 凝聚载荷和一致载荷. 用凝聚载荷计算较为

简便, 如下式, 但当网格粗糙时将产生较大的误差

F =
1

n
(

∫
tds+

∫
fdΩ) (29)

对一致载荷, 拟协调元有两种处理方法: 完全

一致载荷和拟一致载荷 [25]. 完全一致载荷的计算

方法同传统有限元一样, 利用单元构造得到的形

函数进行计算.

F =

∫
Ntds+

∫
NfdΩ (30)

由于形函数需要进行计算, 其过程一般比较

复杂, 也可以利用较简便的拟一致载荷方法进行

计算. 拟一致载荷的计算需要注意满足精度条件.

在单元中, 总势能包含两部分, 一部分是单元的应

变能, 一部分是外力功. 在计算载荷项时, 需要保

证单元的外力功的计算精度同单元应变能精度一

致. 在这个前提下, 可以利用一般的形函数代替拟

协调单元形函数进行计算.

F =

∫
Ñtds+

∫
ÑfdΩ (31)

2.4 质量阵

同载荷向量的计算类似, 质量阵计算方法也

分为集中质量阵和一致质量阵两种. 当使用一致

载荷时, 建议使用一致质量阵. 集中质量阵的计算

为

m =
1

n

∫
V

ρdV =
1

n
Me (32)

一致质量阵的计算可以采用拟协调形函数,

也可以在保障精度一致的情况下, 利用其他形函

数代替拟协调单元形函数. 一致质量阵计算式为

M = ρ

∫
V

HTHdV (33)

2.5 计算机代数系统在单元列式中的应用

在拟协调列式中需要大量的公式推导, 尤其

是在式 (18)的A阵和C阵的计算中. 利用符号

运算系统可以有效地进行公式推导, 减少手工工

作量. 目前主要的计算机代数系统包括Matlab,

Mathematica和Maple等. 我们建议使用Maple进

行计算, 因为Maple具有强大的符号运算功能,

而且使用极为简便. 利用Maple中的 “Code-

Generation”工具包, 还可以将推导结果转换为C,

Fortran等代码, 直接用于编程计算.

以式 (17)中C阵的计算为例∫
Ωe

W
∂u

∂x
dΩe = Cue (34)

首先计算左侧的积分项, 如第 1个积分式∫
Ωe

∂u

∂x
dΩe =

∮
Se

unxdS
e (35)

以上积分计算可以在Maple中进行: 首先定义

边界上的位移、方向导数表达式,之后利用积分命

令“int”进行计算。

为了得到C阵的表达式, 可以使用命令“coe-

ff”提取积分计算式的系数. 得到C阵的表达式后,

可以使用命令“C”将表达式转化为C代码.

3 拟协调元技术

拟协调元是一个系统的有限元框架, 具有不

同于传统有限元的列式过程, 发展了新的列式技

术和概念. 本节将系统介绍拟协调元技术和概念

中的关键点. 本节的讨论只限于一般性的列式技

术.

3.1 几何方程和平衡方程的同时弱化

拟协调元的基本思想是将协调方程与平衡方

程共同在单元一级进行积分弱化. 弱化协调方程

将带来许多优势. 首先, 在弱化应变 –位移方程

时, 单元内积分转换为边界上积分和部分域内积

分, 边界上积分由网线函数表示得到, 其定义极为
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灵活, 使单元列式也极为灵活. 其次, 弱化列式使

单元表现更为柔软, 单元精度得到了提高.

从物理问题的对称性出发, 将协调方程和平

衡方程同时弱化是一个很自然的选择. 而唐立民

等又对这个问题进行了深入的研究. 唐立民等提

出弹性力学中弱形式广义基本方程的概念, 指出

拟协调方法是对广义协调方程的解, 自然满足平

衡对弱连续条件的要求 [28-29]. 这一思想在论文

“有限元的误区和拟协调元; 唐立民, 胡平, 夏

阳”(待发表)中得到发展, 并证明了在有限元列式

中使用弱形式的平衡条件时, 必须同时使用弱形

式的协调方程. 所以, 将“几何方程”和“平衡方

程”同时弱化的方法不仅仅是一个可以带来优势

的列式技术, 更是有限元列式的一个必须的选择.

3.2 弱导数和泰勒展开校核

位移的“弱导数”是指对应变 –位移方程积分

弱化后, 利用加权余量法等计算方法得到的由位

移节点参数表示位移导数的多项式表达式; 它和

传统索伯列夫空间理论中的弱导数是相互对应的

关系.“泰勒展开校核”是指检查在单元尺寸不断

缩小时, 位移的“弱导数”是否收敛到对应位移的

泰勒级数的求导式. 在一个任取单元域内, 假设单

元内位移场具有足够阶导数, 而且位移场函数的

泰勒级数收敛到其本身. 见式 (7)和式 (8).

u′
x表示对应导数 ∂u/∂x的弱导数, 其通过泰

勒展开校核是指单元尺寸h不断缩小时, 满足

lim
h→0

(u′
x) =

(
∂u

∂x

)
0

(36)

当单元位移的“弱导数”都满足泰勒展开校

核时, 可以用位移的“弱导数”代替位移和应变场

泰勒级数中的导数

u = u0 +

(
∂u

∂x

)
0

x+

(
∂u

∂y

)
0

y +O(h2) =

(u′)0 + (u′
x)0x+ (u′

y)0y +O(h2) (37)

∂u/∂x =

(
∂u

∂x

)
0

+O(h) = (u′
x)0 +O(h) (38)

式中, u′, u′
x, u

′
y分别表示与位移场u的零阶、对x,

y一阶导数相对应的弱导数. 将应变场的“弱导

数”表达式代入最小势能原理,导出有限元刚度方

程, 便可以求出位移在各个节点的值. 对弱导数的

泰勒展开校核的功能相当于传统有限元中的分片

试验, 通过这项校核是有限元列式收敛的必要条

件.“泰勒展开校核”与分片试验相比的优点是它

可以直观反映位移、应变等物理量的收敛速度;其

实施也更为简便, 不需要求解单元的刚度阵. 将应

变的“弱导数”表达式代入刚度阵方程并求解的

过程并没有引入新的假设, 也没有引入新的数值

误差. 所以, 在满足单元列式可以合理反映且没有

多余刚体位移模式、合理处理边界载荷项的前提

下, 只需要保证单元内位移的“弱导数”满足泰勒

展开校核, 就可以保证单元列式的正确性, 即单元

的位移、应变/应力结果是收敛的.

3.3 单元试探函数

试探函数是数值解法的基础. 有限元研究中

由于受到等参方法的影响, 促使后来的研究者对

形函数构造做了大量工作, 成为很长一段时间内

有限元研究的主要内容, 并在很大程度上决定了

现在的有限元理论的面貌. 但形函数只是相互独

立的试探函数基的组合. 拟协调元仍强调单元试

探函数中基函数的作用.

多项式基函数是有限元, 也是拟协调元中最

重要的一类基函数. 多项式基函数是一组完备的

基函数, 并相互独立. 采用多项式基时运算较为简

便, 容易编程实现. 拟协调元列式一般采用多项式

基函数, 保证了单元列式清晰、简单.

根据不同性质的问题, 选择相应的试探函数,

扩大有限元法试探函数空间, 是提高有限元性能

的重要方法. 拟协调元中也可以考虑采用其它形

式的基函数. 刘迎曦等 [30] 在求解脉冲谱技术中需

要大量求解的一类方程

∆u−A2u = 0 (39)

时, 考虑到其通解是一种指数函数形式的特点, 将

单元函数设为指数函数形式. 他们利用拟协调方

法不需要事先构造形函数, 单元间协调性易于满

足的特性,成功地构造了一种简单、有效的半解析

单元.

3.4 收敛性和精度

构造保证收敛的单元是拟协调元的一个出发

点. 在文献 [10-11]中已经指出, 拟协调元建立在可

靠的精度分析和误差估计基础上, 按拟协调元要

求构造的单元都能保证收敛. 作为一种校核手段,

拟协调方法的收敛性可以通过对弱导数的泰勒展

开校核进行检验, 见式 (36). 通过更高阶的泰勒展

开校核, 可以考察单元的收敛速度.
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利用传统有限元方法中的分片检验也可以证

明拟协调元的收敛性. 吕和祥 [26] 通过变分方法证

明了拟协调单元通过 Irons分片试验并满足刚体位

移条件. 大量的数值试验也表明拟协调元可以通

过分片检验 [17].

数学家也对拟协调元的收敛性进行了考察.

张鸿庆, 王鸣等通过多套函数空间理论, 对拟协

调元的收敛性进行分析. 张鸿庆 [31] 定义了多套

函数空间的广义分片检验, 并证明了 12参拟协调

板元 [10,32-33] 通过该广义分片检验. 张鸿庆 [34]

又利用多套函数有限元逼近的思想, 分析了各种

拟协调板元, 建立了拟协调元的数学基础, 把其

收敛性归纳为 3个方面: 能量泛函的一致正定性,

拟协调元空间的逼近性, 拟协调元空间通过广义

分片检验. 他们在文献 [35]中继续讨论了拟协调

元空间的紧致性、收敛性和误差估计, 证明了如

果拟协调元空间具有逼近性和强连续性, 满足单

元秩条件且通过检验 IPT, 则是收敛的. 论文中

还证明了 6参至 21参拟协调元的收敛精度. 王鸣

等 [36] 将Sobolev嵌入定理和Rellich-Kondrachov紧

致定理推广到多套函数有限元空间, 并在拟协调

元空间内建立了这两个定理. 王鸣还证明了拟协

调 9参数板元在切比雪夫范数意义下的收敛性 [37].

石钟慈, 陈绍春等从双参数法的角度对拟协

调元进行了分析. 石钟慈等 [38] 用双参数法对 9参

拟协调板元进行了分析, 给出了相应的有限元空

间的基函数的显式表达式,并证明 9参拟协调板元

使用的 9个参数中, 除去 3个参数为形函数在三角

形单元顶点上的函数值外,其余 6个参数并不等于

形函数在单元顶点处的一阶导数值, 而是具有一

个扰动. 这个结论同拟协调元通过泰勒展开校核

得到的结论是一致的. 石钟慈等 [39] 对拟协调元的

能量误差进行了分析,证明了 9参拟协调元和龙驭

球等构造的 9参广义协调元具有O(h2)阶的一致

误差, 比一般的非协调元的一致能量误差高一阶.

陈绍春 [40] 从双参数法的角度阐述了拟协调元的

数学基础, 证明拟协调元等价于一种双参数非协

调元. 石东洋等利用双参数法, 证明了拟协调元的

一个特殊性质, 即相容误差比插值误差高一阶 [41].

3.5 零能模式的预先判断

单元多余零能模式是有限元中常见的一个问

题.在多变量有限元中,如果场变量之间存在联系,

可将一部分变量用其它变量表示, 在这种变换过

程中可能产生多余零能模式 [42]. 在等参有限元

中, 若使用减缩积分也可以导致多余零能模式. 拟

协调元中不合适的列式可能导致多余的零能模式.

为了避免这个问题,唐立民等在文献 [10]中提出列

式准则

M > Nq −G (40)

其中, M是应变中独立的项数, Nq是单元的广义位

移的数目, G是单元刚体位移数. 这是单元不具有

多余零能模式的的必要条件.

刘迎曦等在文献 [42]提出一个关于单元多余

零能模式“前判断”的方法, 避免单元出现多余

零能模式

M − (K∗
2 +K3) > Nq −G (41)

其中, M , Nq, G同式 (40). K∗
2是应变参数中系数的

相关性的个数,其相关性由连续性方程确定; K3是

无法由单元给定的位移场表示的应变参数的个数.

这个条件可以作为判断单元不具有多余零能模式

的充分条件.

4 拟协调单元

单元是有限元列式的最终成果, 也是将有限

元方法运用于实际分析的工具. 拟协调元已经构

造了大量的优秀的单元, 并广泛地应用到结构问

题、流体流动问题、非线性分析、稳定性和破坏分

析等方面. 本节将对按拟协调元构造的单元进行

总结.

4.1 一般结构分析单元

4.1.1 拟协调一维单元

吕和祥构造了一个简单的扁拱单元 [26], 该单

元具有较高的精度, 而且精确满足刚体位移条件.

后来吕和祥又提出拟协调曲梁和扁曲梁单元, 并

证明当单元尺寸无限小时, 它们具有二次的收敛

速度 [43]. 刘迎曦等提出一个拟协调厚薄通用梁单

元 [44], 具有精度高, 通用于两种梁理论, 方便实际

使用的特点. 吴敬东构造了一个非线性拟协调索

单元, 用于悬索问题的分析 [45].

4.1.2 拟协调平面弹性问题单元

针对平面弹性问题,唐立民等在文献 [10]中构

造了一系列三角形单元, 并指出拟协调平面三节

点三角形单元和传统有限元中的三角形单元是相

同的. 陈万吉 [46] 提出等参拟协调元, 通过对等参

四边形单元Q4的改造给出两个四边形的等参拟
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协调元QC5, QC6. 唐立民等 [47] 延续了陈万吉的

做法, 给出了一个新的四节点平面单元, 创新点在

于通过改变加权矩阵的选择, 使内部参数相互独

立并充分发挥作用. Liu等 [48] 为拟协调等参三角

形和四边形平面单元附加了面内转动自由度, 构

造了一个精度很高的四边形元. 1998年刘铁林 [49]

给出了一个平面四边形单元. 这个单元采用拟协

调列式, 在直角坐标系下离散应变场, 对位移场的

假设采用了弹性力学基本解的形式. 唐立民等利

用拟协调罚函数有限元方法, 构造了一个四节点

矩形单元, 用于计算不可压缩材料 [50]. 吕和祥等

在极坐标下构造了拟协调环形单元, 用于分析具

有圆形边界的结构 [51].

4.1.3 拟协调弹性空间问题单元

陈万吉等在文献 [52]中构造了一个用于分析

弹性空间问题的等参拟协调单元, 该单元能精确

描述纯弯曲, 并对任意六面体单元能保证通过分

片试验.

4.2 拟协调板壳单元和非线性分析

4.2.1 板单元

板壳问题是拟协调元应用最广泛的一个领域.

对板问题, 唐立民等 [10] 就给出了 6参、 9参、

12参的三角形薄板单元, 并在文献 [32-33]给出详

细列式. 拟协调元可以解决“协调”问题,克服完全

协调的板单元连续性过强的缺点, 保证单元的收

敛性. 同时拟协调板单元可以给出显式的单元刚

度矩阵,具有很高的计算效率. 1981年蒋和洋 [53]给

出了 15, 18, 21参的高精度三角形薄板单元, 并进

行了截断误差分析, 证明 21参单元假设应变场误

差量级为O(h3), 15参单元应变误差量级为O(h).

欧阳华江等利用拟协调三角形板元计算了预应力

混凝土双向板的挠度 [54]. 1995年赵振峰和陈万

吉 [55] 提出了一个新的三角形薄板弯曲单元, 通过

假设第一应变不变量来改进单元列式. 在四边形

薄板单元的构造上, 1989年吕和祥 [25] 推导了一个

任意四边形薄板弯曲单元, 没有利用等参方法直

接列式, 显示了拟协调元列式的简便和有效.

唐立民等吸收离散Kirchhoff薄板单元放松直

法线假设的思想, 构造出拟协调离散Kirchhoff薄

板单元. 由这一方法也可以推出著名的 DKT 单

元,证明了拟协调方法的一般性 [56]. 刘燕景等沿着

这一思路,用内凝聚的方法构造了一个拟协调 9参

Kirchhoff板单元 [57].

厚板单元的构造几乎在同时进行. 构造厚板

单元时主要面临的问题是厚度闭锁问题. 为了克

服这个困难, 拟协调元列式发展出了几种技术.

第 1类是利用拟协调元可以灵活考虑应变场模式

并采用多套逼近函数的特点, 对单元内的剪切变

形进行控制. 例如, 刘迎曦 [44] 通过对单元弯曲应

变场和剪切应变场的独立假设, 给出了厚薄板通

用的三角形单元. 石广玉在剪切应变计算中引入

假设, 使单元内剪切变形在薄板情况下趋于 0, 很

好地克服了剪切闭锁的问题 [58-59]. 第 2类是通过

对剪切变形能的控制来克服闭锁问题. 例如, 孙建

刚等通过引入横向剪切变形能量约束, 构造了一

个有效的厚板单元, 并解决了薄板分析的自振问

题 [60-61];仝立勇也通过引入剪切应变能控制项,定

义了一个厚板单元 [62]. 朱菊芬等通过罚函数法控

制剪切变形能, 也构造了一个厚薄通用板单元 [63].

4.2.2 壳单元

壳单元是结构分析中应用最广泛的单元类型.

研究者首先构造了一批适应特殊类型壳问题的单

元. 第 1类是应用于旋转壳问题的单元. 1981年金

吾根构造了一个拟协调曲边旋转壳元 [64], 并由朱

菊芬等推广到复合材料的几何非线性问题上, 开

发为程序模块装入DDJ程序系统 [65]. 刘迎曦构造

了一个拟协调圆柱壳单元, 证明了单元的收敛性,

并进行了清晰的精度分析 [66]. 陈铁云利用拟协调

元, 构造了三角形和矩形拟协调圆柱壳元, 并用于

圆柱薄壳结构的弹塑性分析 [67-68]. 吴连元等构造

了 20参拟协调圆柱壳元, 并推广用于计算板壳结

构的弹塑性稳定性问题 [69].

第 2类是适应于扁壳问题的单元. 吕和祥构

造了具有 15个自由度的双曲扁壳三角形单元, 单

元节点参数少, 计算量小, 适于分析复杂结构 [70].

魏刚等构造了拟协调大变形矩形扁壳元 [71]. 刘

红等克服了Loof元和 SemiLoof元列式复杂的缺

点, 利用拟协调方法, 构造了一种简单的拟协调

SemiLoof三角形扁壳元 [72]. 吴连元等构造了几何

大变形拟协调三角形双曲扁壳元, 用于板壳的大

挠度屈曲分析 [73]; 后来罗蜀榕和吴连元利用分层

单元模型, 将其推广到板壳弹塑性屈曲问题上 [74].

以上壳单元适用于旋转壳或扁壳等具有特殊几何

构造的壳结构. 适用于一般壳结构分析的单元, 可

以按照其构造理论分为平板壳元和退化壳元两类.

研究者在这两类单元上都做了很多工作. 首先讨

论平板拟协调壳元.
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邓可顺, 陈建云推导了拟协调等腰梯形薄板

壳元, 具有显式的几何刚度阵并给出了屈曲分析.

单元已经装入有限元程序DDJTJQ中用于航天部

相关工程问题的计算 [75-76]. Shi等将其构造的平

板单元和拟协调平面单元结合, 构造了有效的平

板壳单元并用于后屈曲分析等问题 [58,77]. 朱菊芬

将拟协调三角形罚函数单元和Allman二次膜单元

结合, 构造了带旋转自由度的拟协调三角形壳元,

方便组合结构的分析 [78]. Kim等 2003年对石广玉

的平板壳单元附加了面内转动自由度, 并增加翘

曲修正模块, 构造一个十分有效的平板壳单元 [12].

胡平、唐立民等考虑了平板和膜单元构造中应变

场和位移场假设的关系, 利用假设位移拟协调方

法, 构造了一个稳定有效的平板壳元 [18].

关玉璞基于退化壳理论做了大量工作. 关玉

璞等于 1992年 [79] 基于三场变分原理,同时假设应

力、应变, 得到一个 9节点退化壳元, 称为拟协调

退化壳元. Guan等 [80] 于 1993年对一般几何非线

性给出了进一步的讨论; 1995年 [81] 又给出了几何

非线性拟协调退化壳单元. 关玉璞等 [82] 将拟协调

退化壳与常数剪切角的层合理论相结合, 构造了

一个层合板壳有限元. 后来关又构造了一个拟协

调轴对称三节点退化壳单元 [83].

4.2.3 板壳单元的非线性分析

板壳结构经常处在大变形、弹塑性等工作状

态下, 因此板壳结构的非线性分析在工程应用中

十分重要. 非线性问题按照物理问题本身, 可以分

为几何非线性、材料非线性等. 拟协调元以板壳

结构为主要研究对象, 对以上非线性问题进行了

大量的研究. 拟协调方法很好地处理了非线性问

题, 具有很高的计算效率, 这使得拟协调方法具有

很好的应用价值. 由于Lomboy等已对国际期刊上

发表的拟协调非线性单元进行了综述 [17], 所以本

节将重点讨论国内学者在该方面的研究.

首先考虑几何非线性问题. 1983年朱菊芬

等在简报中 [65] 首次介绍了利用拟协调方法

分析复合材料旋转壳的大变形问题. 他们基

于Novozhilov的非线性壳体理论, 假定壳体绕其

周向坐标轴转动引起的非线性项是主要的, 忽略

其他次要部分. 1984年蒋和洋 [84] 在博士论文里结

合三角形扁壳单元, 研究了拟协调板壳单元的几

何非线性问题. 蒋和洋 [85] 给出了拟协调模式几何

非线性板、壳单元的一般列式,给出了在完全拉格

朗日和更新拉格朗日框架下列式; 并进行了柱壳

块的弹性稳定性分析 [86] 和包含初始缺陷的板壳

非线性稳定问题 [87]. 蒋和洋还讨论了拟协调大变

形板壳有限元的变分基础, 提出了相应的大变形

板壳广义变分原理 [85,88]. 邹贵平在完全拉格朗日

框架下构造了拟协调大变形任意四边形薄板单元,

得到了较好的计算效果 [89]. 关玉璞基于退化壳理

论, 对几何非线性问题做了大量工作. 关玉璞在博

士论文和一系列文章中结合退化壳单元, 提出了

一般的几何非线性拟协调列式 [23,80-81,90-92]. 石广

玉对拟协调大变形有限元进行了讨论, 其特点是

对单元内应变采用 von Karman假设 [77,93].

在弹塑性有限元分析方面研究者利用拟协

调元进行了许多工作. 陈铁云等结合分层子单

元 [94] 的概念, 推广了三角形和矩形拟协调圆柱

壳元, 并用之进行了圆柱薄壳结构的弹塑性分

析 [67-68]. 罗蜀榕等 [74] 利用分层单元模型, 将

拟协调双曲壳单元进行推广, 用于计算板壳弹

塑性屈曲. 吴连元等又构造了 20参圆柱壳弹塑

性拟协调元, 计算板壳结构的弹塑性稳定性问

题 [69]. 石广玉等对弹塑性问题进行了一系列的研

究 [58-59,77,93,95-96]. 在列式中他们利用了“塑性点”

和“塑性铰”的概念 [97-98], 并采用修正的 Ilyushin

屈服准则来考虑板横截面上塑性变形的发展和横

向剪切力的影响. Wang等构造了一个弹塑性壳单

元, 并将其用于车身面板的冲压成形中起皱情况

的分析 [99-100].

目前研究者在拟协调非线性壳单元方面仍然

比较活跃. 2006年Kim等给出了拟协调弹塑性

的列式, 采用共旋方法考虑大变形, 并利用一个

显式的弹塑性应力场函数考虑了单元内塑性区的

发展 [13]. 2008年Kim等放弃卡门假定, 采用格

林应变张量, 构造了壳单元并用来分析功能梯度

材料 [15-16]. Voyiadjis等继续从 1991年开始的工

作 [93,95-96], 结合新的本构方程给出了一般弹塑性

壳分析. 文章中利用塑性点的概念, 其单元的塑性

集中反映在节点上, 在塑性发展时单元内部仍保

持为弹性 [19,101].

4.2.4 层合板壳单元

由于拟协调板单元可以充分考虑耦合和剪切

效应, 并能有效避免“剪切闭锁”等问题, 所以拟

协调元很适合于复合材料层合板的分析. 陈浩然

等构造了一个三角形复合材料层合板单元 [102],并

由朱菊芬等推广到大挠度分析 [103]. 关玉璞等构造

了一个 9结点四边形层合板壳单元,利用了常数剪
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切角的层合理论 [82]. Huang等构造了三角形拟协

调层合板单元, 并利用其分析了层合板的后屈曲

问题 [104-105]. 2001年杨刚等利用这个单元分析了

层合壁板的二次屈曲 [106]. 2006年Park等应用平

衡步骤代替了传统的剪切刚度修正的方法, 构造

了一个拟协调复合材料壳单元 [14].

4.3 罚函数拟协调元

罚函数方法在有限元中应用较多. 由于多套

函数逼近的使用, 拟协调元中可以十分自然地利

用罚函数方法, 并保证离散后的齐次矩阵是奇异

的, 避免了拟协调有限元中常出现的闭锁问题. 唐

立民等 [107-108] 将拟协调方法应用于罚函数有限

元中, 采用多套函数逼近单元的应变, 不涉及计

算单刚时使用的数值积分的阶次. 后来唐立民等

又在文献 [50]中给出了拟协调偏量形式的罚函数

有限元矩阵列式, 将单元应变场分为畸变和体变

应变场两部分而分别加以假设, 获得了较好的结

果. 研究者们借助罚函数拟协调元进行了许多工

作. 陈浩然等 [102,109] 利用多变量罚函数拟协调元

技术, 构造了考虑耦合和剪切效应的 15自由度三

角形层合板单元, 并用单元计算了加筋板壳的局

部稳定性, 证明了单元的有效性. 朱菊芬等将这一

单元进行推广, 用于计算复合材料层合板的大挠

度分析及在压剪载荷作用下的初始屈曲和后屈曲

特性和加筋复合材料的稳定性 [110-111]. 郭兆璞构

造了 9自由度复合材料拟协调罚函数板元,对加筋

板的阻尼特性和瞬态响应进行了分析 [112].

4.4 等参拟协调元

陈万吉等将等参元与拟协调相结合, 构造了

一些简单、高精度的单元, 并提供了一种构造非

协调等参元单元函数的方法 [46,52]. 等参拟协调元

利用了参数坐标下列式较为简便的优点, 方便对

一些问题的处理. 研究者们利用等参拟协调元做

了许多工作. 例如, 王家林 [113] 利用拟协调平面单

元计算薄壁杆系结构, 并将单元加入车辆结构分

析专用程序 JJD [114] 系统中. 许焕然等构造了等

参拟协调板元 [115-116]; 1995年Qin [117] 年给出一个

八节点等参拟协调大变形壳单元.

4.5 计算流体力学单元

有限元方法主要应用于计算固体力学之中.

对于计算流体力学,利用有限元求解纳维 –斯托克

斯方程时会遇到很多困难. 首先, 微分方程的非线

性和非对称性难以处理; 其次是流体不可压缩性

带来了闭锁 [118]. 但唐立民, 刘迎曦等利用拟协

调方法的特性,对纳维 –斯托克斯方程的求解进行

了系统的研究. 其工作主要分为 3个部分. 第 1部

分, 唐立民, 刘迎曦等利用流函数方法, 构造出一

种适用于低参数单元的伪变分原理泛函, 推导出

一种 9参数三角形流函数单元 [118]. 这个工作适用

于二维问题, 并克服了高阶连续性条件给流函数

方法带来的困难. 第 2部分, 利用拟协调罚函数方

法分析了二维纳维 –斯托克斯问题 [119]. 采用多套

函数的方法可以灵活、方便地解决闭锁问题, 并

改善罚函数方法的收敛性能. 第 3部分, 利用拟协

调元法, 针对斯托克斯方程构造了一类四边形单

元, 为原始变量有限元避免压力棋盘格式提供了

方法 [120].

吴时强等也利用拟协调单元计算量小的优点,

对三维对流问题进行了数值模拟, 计算结果表明

单元还具有良好的计算稳定性和低数值阻尼等优

点 [121].

4.6 拟协调奇异元及其他

奇异元在断裂力学的求解中起着重要的作用.

陈万吉应用等参拟协调元, 构造了二维和三维的

拟协调奇异元, 用于二维和三维裂纹问题应力强

度因子的分析并取得了较高的计算精度 [122]. 汪

小洪等构造了三维拟协调奇异元, 分析计算了

拉伸和弯曲载荷下半椭圆表面裂纹的应力强度

因子, 并计算了拉弯复合应力状态下表面裂纹的

扩展规律 [123-124]. 拟协调奇异元的工作还有文

献 [125-127].

拟协调元作为一种有效的数值方法可以应用

于广泛的物理问题上. 例如, Liu等 [128] 利用拟协

调三角形单元计算瞬态分析中的波传导方程. 陈

铁云等 [129] 利用拟协调元和一阶摄动方法, 提出

了拟协调随机板元, 用于结构的可靠性分析. 吕和

祥结合拟协调元和蒙特卡罗方法, 对板极限载荷

的上限进行了分析 [130].

5 拟协调元总结

5.1 对拟协调元特性的总结

拟协调元具有以下特性:

(1)拟协调元统一了协调元、非协调元等框架,

列式简单、灵活;

(2) 拟协调元理论完备, 收敛性证明清晰, 通

过单元内精度控制指导单元列式, 并且不需要借
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助分片试验等后验方法便可以保证单元的收敛性;

(3) 拟协调方法具有更好的适应性, 方便处理

带有附加约束的问题, 没有剪切闭锁, 零能模式等

问题, 在不可压缩材料分析和厚板问题中效果很

好;

(4) 多数拟协调单元具有显式的刚度阵, 避免

了大部分的数值积分并减少了计算量；这使拟协

调元在处理非线性问题时具有很大的吸引力;

(5) 拟协调单元应力/应变场在单元内是显式

的, 可以在节点上精确取值, 使单元的后处理极为

方便;

(6) 拟协调单元鲁棒性较好, 在不规则甚至畸

变网格下能保持计算的收敛和稳定.

5.2 拟协调单元应用的总结

第 4节中已经对拟协调单元进行了综述. 总结

来看,拟协调元已经应用于结构问题、流体流动问

题、非线性分析、稳定性和破坏分析等诸多方面,

并被一些商业软件集成到单元库中. 目前, 拟协调

方法的应用领域包括:

(1) 线弹性结构静力和动力分析

这是拟协调元, 也是有限元应用最为广泛的

领域. 研究者利用拟协调元构造了柱、梁单元, 平

面单元, 板壳单元和实体单元等, 涵盖了所有结构

分析领域, 可以满足工程应用需要.

(2) 大变形和弹塑性分析; 屈曲和后屈曲分析

由于拟协调元的计算效率较高, 并且可以有

效地克服闭锁等问题, 所以拟协调元在大变形弹

塑性分析及屈曲分析等问题上得到了广泛的应用.

(3) 复合材料、功能梯度材料分析

由于拟协调板单元可以充分考虑耦合和剪切

效应, 并能有效避免“剪切闭锁”等问题, 所以拟

协调元很适合于复合材料层合板及功能梯度材料

的分析.

(4) 流体力学分析

拟协调元可以有效地处理“协调性”、“不可

压缩闭锁”等问题, 用于流体力学的分析.

(5)裂纹扩展分析、板成形模拟和波传导问题

等

作为一种有效的数值方法, 拟协调元可以应

用于广泛的物理问题上.

由于拟协调单元的优良性状, 许多仿真软件

系统将拟协调单元添加进其单元库中, 例如车辆

结构分析专用程序 JJD系统 [114], 航天分析专用的

DDJTJQ系统 [75]. 韩国建国大学 (Konkuk Univer-

sity)的Kim教授负责研发的通用软件XFINAS将

拟协调板壳单元作为其板壳单元库的基本单元类

型, 可用于超大规模桥梁等问题的分析.

拟协调元在实际工程中也有许多的应用. 例

如, 吴水云与陈铁云 [68] 利用其构造的拟协调分层

弹塑性单元对近海平台管状接头进行了数值分析,

并与试验对比, 证明了数值分析的正确性. 聂绍珉

等 [131] 利用拟协调四边形单元进行了空间板系结

构的优化设计.周承芳等 [132]利用轴对称拟协调单

元对静水压力下锥 –柱 –锥组合壳进行了分析. 刘

云忠 [133] 利用拟协调双曲壳单元进行了纤维缠绕

复合材料固体火箭发动机在轴对称大变形状态下

的内力分析. 最近的工作如, 2006年常晓环等 [134]

利用拟协调方法, 提出了一种轴对称壳极限分析

算法, 并用于各向异性压力容器的设计. 2007年刘

均利用拟协调元对飞机尾翼复合材料壁板的长桁

的胶结区进行了应力分析 [135].

5.3 拟协调元的影响

拟协调元提出后, 首先在国内吸引了大量研

究者的注意. 如第 4节所述, 许多研究者投入拟协

调元理论和单元构造的工作中, 完成了大量成果,

为拟协调元理论的完善和应用的推广作出了贡献.

拟协调元的研究是一个原创的、基础的工作,为我

国在国际计算力学界也赢得了声誉. 卞学鐄对拟

协调元评价很高, 并将其纳入研究生课程中 [136].

Voyiadjis小组从 1991年左右开始研究拟协调元,在

板壳问题上借助拟协调元进行了大量的工作, 最

近仍有新的论文发表 [12,19,58-59,77,93,95-96,101]. Kim,

Lomboy, Onate小组从 2003年左右开始研究拟协调

元, 在非线性分析、复合材料及功能梯度材料分

析等领域取得了很大进展, 推动了拟协调元的发

展 [12-17].

拟协调元方法的思想在计算力学领域得到

了推广并影响了其他数值方法研究者的工作. 例

如, 拟协调元中的几何方程和平衡方程同时弱化

的思想影响了光滑有限元方法的发展. Zhang等

在文献 [137]中指出, “ES-FEM-T3是一种重要的

smoothed-FEM单元, 它是基于拟协调有限元中的

梯度/应变光滑技术和无网格中的……”. Zhang等

在文献 [138]中概括, “目前, 研究者们利用梯

度/应变弱化技术提出了大量的数值计算方法. 这

些方法包括拟协调单元, 稳定节点积分无网格

法 (stabilizing nodal integration of meshfree meth-

ods) [139]、 光滑有限元方法 (smoothed finite ele-
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ment methods) [140]、自然单元法 (natural element

method) [141]”. 注意在这些列出的方法中, 拟协调

元方法早在 20世纪 80年代就被提出并广泛推广；

而其他方法到 2000年左右才开始陆续提出.

6 结论与展望

拟协调元是有限元中十分重要的, 具有特色

的一种方法. 拟协调元列式简单、灵活, 统一了

协调元、非协调元等列式方法. 在列式中, 拟协调

元将几何方程和平衡方程同时弱化, 并强调基函

数在有限元空间中的重要作用. 拟协调元列式中

借助对位移和应变离散精度的控制, 保障了单元

的收敛性, 而且可以预先避免多余零能模式等问

题. 借助于弱导数和泰勒展开校核, 拟协调元可以

进行简便直接的收敛性分析.

拟协调元已经构造了大量的优秀的单元, 并

广泛地应用到结构问题、流体流动问题、非线性

分析、稳定性和破坏分析等方面. 本文对已发表

文献中的主要拟协调元进行了总结. 研究者们构

造了各种类型的拟协调单元并用之解决实际工程

问题. 这些工作集中体现了拟协调元的理论价值

和工程应用价值.

经过多年的研究, 拟协调元的列式技术已经

比较完善, 构造的单元类型比较丰富, 其应用领域

也得到了拓展. 随着计算科学向集成化、智能化、

高精度计算、处理多尺度、多场耦合等方向的发

展, 拟协调元也需要继续向前发展. 拟协调元今后

的研究方向可以有以下几点:

(1) 延续对非线性结构分析问题的研究, 应用

到冲压分析、碰撞模拟等高度非线性的问题上. 国

内利用拟协调元在非线性结构分析上的工作开展

较早, 但延续性不好. 而国外的研究小组借助新的

非线性技术, 例如“共旋”坐标处理几何非线性的

方法, 发展了新的非线性拟协调元. 延续对非线性

结构分析问题的研究,为冲压分析、碰撞模拟等问

题提供新的单元, 是十分有意义的.

(2) 将拟协调单元集成到软件中, 使拟协调方

法可以广泛应用于工程实践. 目前的主流商业软

件,如ANSYS, ABAQUS等已经具有较完备的板壳

单元库, 基本满足工程分析需要, 没有转向拟协调

单元的需求. 但是,目前基于组件的CAE系统开始

兴起, 新兴的软件系统将逐步产生. 而且国内也有

研制自主开发的CAE系统的需求. 研究者应该努

力在新兴CAE系统中添加拟协调单元模块, 提高

软件系统与传统的CAE软件竞争的能力.

(3) 研究新的拟协调元算法, 使其具有基于几

何的分析能力. 基于几何的分析和CAD/CAE的融

合是目前计算力学领域的研究热点. 这项技术可

以避免复杂耗时的网格划分过程, 提高工业设计、

分析、优化设计流程的效率.所以利用拟协调元构

造基于几何的分析方法是一个很重要的研究方向.

(4) 拟协调元在流体力学领域的应用. 拟协调

元在纳维 –斯托克斯方程的求解问题上已经有了

一些研究成果. 讨论拟协调元在计算流体力学领

域的应用, 将是一个十分有意义的研究方向.
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Abstract Quasi-conforming analysis is an important and characteristic finite element method. The formula-

tion of quasi-conforming element is simple and flexible, which unifies the conforming and non-conforming finite

element method. In quasi-conforming formulation, the equilibrium equations as well as strain-displacement

equations are weakened and the importance of basis functions of finite element space is emphasized. The

convergence of quasi-conforming elements is guarded by the control of discrete precision of displacements and

strains. The Taylor expansion test can also be used for direct analysis of convergence. Many excellent quasi-

conforming elements have been constructed and applied widely in engineering analysis, which is the reflection

of the value of quasi-conforming finite element method. The formulation process, theory and the important ele-

ments of quasi-conforming are summarized in this paper. Finally prospective developments of quasi-conforming

are suggested. The research on quasi-conforming is an original and fundamental work, which contributes to the

development of computational mechanics.

Keywords Quasi-conforming, finite element method, survey, numerical analysis, weak derivative, strain-
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