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摘 要 同几何分析 (isogeometric analysis)是当前工程分析的一种发展趋势,有可能对计算机辅助工程 (CAE)

产生重大影响.同几何分析的思想是采用计算机辅助设计 (CAD)的几何语言,如 NURBS(non-uniform rational

B-spline) 几何替代拉格朗日插值作为分析计算的基础. 这种看似简单的几何语言变化, 消除了困扰 CAE 多年

的瓶颈问题, 开启了一条紧密联系分析、设计和优化的新途径. 本文论述了同几何分析的产生背景、理论、优

点及其在各个领域的应用. 系统总结了同几何分析在 NURBS, T 样条基函数构建, 非结构化网格构建, 有效

积分方法, 曲面修剪技术, 网格细化等基础理论方面的进展, 以及在板壳问题、大变形问题、流固耦合、结构优

化、接触问题、生物力学、温度场和电磁场等领域的应用, 展示了同几何分析相对于标准多项式插值有限元法

的优势.
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1 引 言

在过去的几十年间, 有限元法 (FEM) 成为应

用最广泛的数值解法,在其近 70年的发展历程中,

解决了大量的工程问题, 创造了巨大的经济效益.

随着计算机和通用有限元软件的快速发展, 有限

元法必将在未来的工程应用中发挥更大的作用.

虽然有限元法应用广泛, 理论成熟, 但是它在

构造近似解时需要拓扑网格, 这成为有限元法继

续发展的主要障碍. 首先, 由于目前还无法做到高

精度网格自动划分, 划分网格仍需消耗大量人力.

Sandia国家实验室曾做过一项统计,在汽车、航空

航天和造船行业,大约全部分析时间的 80%用于网

格划分及划分前的几何模型准备 [1-2],如图 1所示.

其次, 应力计算中, 有限元程序得到的应力不连续

且精度低, 处理大变形问题时, 由于单元扭曲导致

精度损失严重. 再者, 有限元网格划分工具的几何

形状识别精度低, 对复杂高级曲面无法给出精确

的网格离散. 最后, 在处理涉及网格畸变、网格移

动如动态裂纹扩展、冲压成型等问题时需要进行

网格重构, 这不仅浪费计算时间, 而且损害计算精

度. 以上困难的根源在于网格, 这是有限元法的基

础,只要使用有限元网格，这些问题都不容易得到

解决.

无网格法 (meshless method 或 meshfree

method)试图克服有限元法的这一缺陷.无网格法

的共同特点是建立求解域的代数方程组时不需要

预先定义网格, 而是采用一系列节点代替求解域

和它的边界, 可以彻底或部分地消除网格. 无网格

法是近 20 年来国际力学界的研究热点, 目前已提

出了几十种无网格法, 主要包括 EFG 法, MLPG

法, SPH法, PIM, PAM,单位分解法、径向基函数法

等 [3]. 国内,清华大学、大连理工大学、湖南大学、

上海交通大学、厦门大学、西安交通大学、湘潭大

学、北京航空航天大学、南京航空航天大学等 [4]

在无网格法理论和应用方面做出了很大贡献. 对

某些应用, 无网格法是一种重大进步, 特别是在冲

击爆炸、裂纹扩展、大变形、流固耦合、天体运动

等问题中具有明显优势. 然而, 无网格法的一个突

出问题是放弃了底层几何, 这对于无固定形状的
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区域如点云模型是一个优点, 但是对于设计几何,

底层 CAD 模型总是存在, 将它们转换为离散点是

不自然的, 也没有必要. 对几何光滑要求比较严格

的情况, 如接触分析, 点云几何是有问题的. 另外,

大部分无网格法面临一些算法上的困难, 如数值

积分时需要积分网格或特殊的算法处理. 最后, 无

网格法计算量较大, 不易形成通用程序等, 这些缺

陷制约着无网格法的工程应用.

图 1 Sandia 国家实验室估计的建模和分析过程中每部分工作花费的时间

2 同几何分析的产生

2.1 产生背景

在试图解决有限元网格障碍的过程中,

Hughes 等 [1] 从 CAD 几何造型中得到灵感, 提

出了同几何分析的概念, 直接将构造 CAD 几何的

节点信息作为有限元分析的输入信息, 从而省去

了网格划分过程, 形成了几何与分析的直接联系.

因此, 从某种意义上说, 同几何分析是有限元法

的扩展, 但是却有自己完整的计算流程和体系, 而

成熟的 CAD 建模技术和有限元计算为同几何分

析方法提供了坚实的基础. 在此之前虽然也有一

些学者从提高分析精度的角度出发采用 B 样条,

NURBS, T样条等进行几何边界的精确描述,但是

没有从统一 CAD与 CAE的高度来研究这一问题,

直到 Hughes 提出了这一思想. 同几何分析的吸引

力在于其思想的独特性和程序的易行性, 此法一

经提出迅速在计算力学界引起广泛关注. Lu 几乎

与 Hughes同时独立提出采用 NURBS基函数进行

力学分析, Lu [5] 称之为 NURBS伽辽金法,其思想

与同几何分析完全一样.

传统工程实践中的典型情况是在 CAD 系统

中进行设计, 然后在 CAD 模型上生成网格, 分析

和优化依赖于有限元网格, 其结果也以网格的形

式展现,无法与 CAD几何建立起直接的联系.图 2

显示了当前 CAE 实践中, 设计、分析和优化是割

裂的. 同几何分析使得设计、分析和优化模型采用

统一的描述, 可以直接利用 CAD 模型进行分析和

优化, 分析和优化结果反过来直接指导设计, 三者

之间形成最佳配合, 如图 3 所示. 值得注意的是,

在传统模式中 (如图 2) 信息流是单向的, 除了分

析和优化之间有可能是双向的. 单向信息流是过

去几何、分析和优化未能综合的根本原因.相比之

下, 新模式中 (如图 3), 各部分之间可以通过同一

基础,即 CAD几何,直接通讯,这为紧密结合 CAE

的 3 部分工作开启了一条新思路.
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FE

CAD

图 2 传统有限元分析与设计、优化的关系

NURBS 

CAD

图 3 设计、分析与优化三者的最佳配合模式

2.2 同几何分析的基本思想

同几何分析的基本思想是用计算机辅助设计

的几何语言替代拉格朗日插值作为分析计算的基

础. 目前, 主要采用 NURBS 和 T 样条几何, 但是,

其他一些几何语言也在探索之中. NURBS 几何本

身具有网格, 一个 NURBS 实体包含若干子域 (称

为 NURBS 单元), 在分析过程中, 这些单元成为精

确描述几何形状的实体单元. NURBS 单元可以细

分, 其基函数的次数也可以提高, 但其几何形状保

持不变. 因此, 在模型修改的整个过程中, 几何形

状始终固定在初始设计上, 基于这个原因, Hughes

把这种方法称为同几何分析. NURBS 是一种参数

几何, 它通过一组控制点描述结构体, 移动控制点

可以改变结构体的形状, 力学分析的过程即是确

定控制点新位置的过程. 整个分析过程采用等参

原理, 即独立变量的解空间与几何空间采用相同

的方程描述. 同几何分析将设计与分析融为一体,

极大地改善了现有的设计与分析完全分离的状态,

必将在工程设计中获得广泛应用. 本质上, T 样条

是 NURBS 的扩展, 允许坐标线在域内终止, 因此

更适合局部网格细化.

2.3 同几何分析的优点

同几何分析与标准有限元法相比, 具有很多

显著特点 [1,6-7]: (1) 为复杂几何体提供更精确的

建模方法, 能精确描述常见的工程形状, 如圆、圆

柱体、球体、椭圆体等. (2) 即使在最粗糙的离散

水平也能保证几何描述的精确性, 从源头开始消

除几何误差. (3) 通过消除与 CAD 几何联系的必

要性,极大程度地简化复杂几何体的网格细化. (4)

具备更系统的网格细化方法, 除传统的 h–细化和

p–细化外, Hughes 还提出了一种新的 k–细化技术,

超越了有限单元标准的 C0 连续,并且比传统的 p–

细化精度更高, 更有效. (5)NURBS 生成的方程组

比高阶有限元得到的齐次性更好, 这在方程求解

策略上有些优势. NURBS 满足变差缩减特性, 不

像拉格朗日插值多项式随着阶次提高而剧烈震荡.

(6) 由于几何和分析采用统一的描述, 因此可以直

接利用 CAD 模型来分析, 有望实现分析、设计和

优化的一体化.

2.4 同几何分析算法

2.4.1 NURBS 基函数及算法公式

(1) B 样条基函数

B 样条是由基函数的线性组合构造的分段

多项式线条, 基函数由节点矢量构建, 而节点

矢量是参数空间中的非递减序列, 如 U =

{u1, u2, . . . , un+p+1}, 式中 ui 称为节点. 基函数由

Cox–de Boor 递推公式定义为

当 p = 0 时,

Ni,0(u) =

{
1, ui ≤ u < ui+1

0, 其他
(1)

当 p > 0 时,

Ni,p(u) =
u− ui

ui+p − ui
Ni,p−1(u)

+
ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1
Ni+1,p−1(u) (2)

假设 U = {0, 0, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3}, 其基函
数如图 4 所示.

B 样条曲线可以表示为

C(u) =

n∑
i=1

Ni,p(u)Pi (3)

式中 Pi 为控制点, 利用上面的节点矢量 U , 控制

点设为{0, 0}, {0.5, 1}, {2, 1.5}, {1, –1}, {3, –1},
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{2.5, 0.5}, {3.5, 1}, {5, 0}, 定义的 B 样条曲线如图

5 所示.

0.5     1.0    1.5    2.0    2.5    3.0

u

.

.

.
.
.



N
↼u
↽

图 4 B 样条基函数

 

P1

P2

P3

P4 P5

P6

P7

P8

图 5 B 样条示意图

(2) NURBS 曲线

NURBS 是 B 样条的有理形式. p 阶 NURBS

曲线定义为

C(u) =

n∑
i=1

Ni,p(u)ωiPi

n∑
i=1

Ni,p(u)ωi

(4)

式中 w 为权因子, Pi 为控制点.

(3)NURBS 张量积曲面

多变量 NURBS 可以用张量积构建. 对

于 NURBS 曲面, 假定两个节点矢量 U1 =

{u1
1, u

1
2, . . . , u

1
n+p+1}和 U2 = {u2

1, u2
2, . . . , u

2
m+q+1},

以及 n×m 个控制点构成的控制网格, 可表示为

S(u1, u2) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Ni,p(u
1)Nj,q(u

2)ωijPij

n∑
i=1

m∑
j=1

Ni,p(u1)Nj,q(u2)ωij

(5)

也可写成

S(u1, u2) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Ri,j(u
1, u2)Pij (6)

Ri,j(u
1, u2) :=

Ni,p(u
1)Nj,q(u

2)ωij
n∑

k=1

m∑
l=1

Nk,p(u1)Nl,q(u2)ωkl

(7)

图 6 NURBS 张量积曲面

同样, 一个三变量 NURBS 实体可以表示为

V (u1, u2, u3)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

Ni,p(u
1)Nj,q(u

2)Nk,r(u
3)ωijkPijk

n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

Ni,p(u1)Nj,q(u2)Nk,r(u3)ωijk

(8)

图 7 NURBS 张量积球壳

二维线弹性问题的弱形式为∫
P

σ(ε(u)) : ε(δu)da−
∫
P

ρb · δuda−∫
∂Pt

t̄ · δuds = 0 (9)

式中, σ 为柯西应力, ε 为应变张量, b 为体力, t̄ 为

边界上施加的外力, δu 为虚位移.

应变可表示为

ε =
1

2

Nele∑
j=1

[uj ⊗∇Nj +∇Nj ⊗ uj ] (10)

式中 Nj 为 NURBS 基函数, ∇ 表示物理坐标的梯
度. 具体分析过程与有限元方法相似, 最后得出的

矩阵方程为

Kd = F (11)

式中 d 为控制点位移向量, 单元刚度矩阵和载荷

列阵分别为

Ki,j =

∫
P

BT
i DBjda (12a)
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Fi =

∫
p

Nibda+

∫
∂Pt

Nit̄ds (12b)

Bi 为应变 --位移矩阵

ε =
Nele∑
j=1

Bjuj , Bj =

 Nj,x 0

0 Nj,y

Nj,y Nj,x

 (13)

2.4.2 计算流程

基于 NURBS 的同几何分析流程如下 [1]:

(1) 通过节点向量积定义 NURBS 片;

(2) 通过节点插值将计算域细分为单元;

(3) 由少量单元组成每个基函数的支撑域;

(4) 由基函数的控制点定义几何;

(5) 采用等参概念, 即场变量与几何采用相同

的基函数表示, 基函数的系数是自由度或控制变

量;

(6) 采用节点插值或阶次提高技术进行网格

细化;

(7)等参 NURBS片构建的数组采用类似于有

限元的方法组装成全局数组;

(8) 施加 Dirichlet 边界条件需要做些考虑. 最

粗糙的方法是加在控制变量上, 这是一种近似, 会

导致比较大的误差. 然而, 对于一些特殊情况, 如

奇次边界条件, 该方法是精确的. Dirichlet 边界条

件常常通过变分近似法或几何近似法施加.

NURBS 同几何分析与有限元分析的关系如

图 8 所示.

NURBS

NURBS 

图 8 同几何分析流程与标准有限元法对比

2.4.3 算例

(1) 平面无限大带圆孔方板

一个正方形板, 边长 L = 200 mm, 中心有

一小孔, 半径 R = 2 mm, 上下边受均布拉伸载

荷, 面力集度 q = 1 MPa, 如图 9 所示. 材料参

数：E = 210 GPa, µ = 0.3, 为平面应力模型. 当边

长 L 为无限大时, y = 0 截面上理论解为

σyy|y=0 =
q

2

(
2 +

R2

r2
+ 3

R4

r4

)
式中, R 为圆孔半径, r 为截面上一点距离圆心的

距离. y = 0 截面上孔边 (r = R) 应力 σyy = 3q, 所

以理论应力集中系数为 3.0.

用同几何方法计算最大应力及应力分布. 根

据精度要求对网格进行了细化, 各级细化方案如

图 10 所示, 最后求得的应力分布如图 11 所示, 采

用同几何分析即使在较粗网格情况下得到的应力

集中系数也比较接近理论解 3.0.

(2) 二头肌的同几何分析

Lu [8] 研究了软生物组织的同几何分析, 给出

了二头肌的 NURBS 圆柱单元建模, 该方法和有

限元法相比, 可采用较少的自由度, 得到更合理的

分析结果, 并且同几何分析得到的应力是连续的,

有限元法得到的应力不连续. 图 12 是二头肌的

NURBS 模型, 图 13 是二头肌的变形和应力.
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q

y

x

图 9 带孔平板的分析模型 (10 mm× 10 mm 子域)
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(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

图 10 网格划分方案 (h 细化方案)
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图 11 y 方向应力分布云图

图 12 二头肌的 NURBS 模型 (每个分支 63 个控制点)
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(a) NURBS (b) 有限元法

图 13 二头肌的变形和应力

3 同几何分析的发展状况

该方法提出后在国际上引起很大反响, 各国

学者在基函数构建、有效积分、曲面修剪、应用

领域扩展等方面做了很多工作. Cottrell 等 [9] 于

2009 年出版了一部有关同几何分析的专著, 对同

几何分析的理论、算法及其应用做了较为详细的

描述. 本文将从以下几个方面叙述同几何分析的

进展.

3.1 算法研究进展

Hughes在其论文 [1] 中采用的是 NURBS基函

数, 但同时提出也可采用其他基函数. NURBS 有

很多优点, 如可进行任意表面的建模, 是 CAD 系

统事实上的标准等. 另外还拥有很多优良的数学

特性, 如非负性、单位分解特性、基函数的线性无

关性、局部支撑特性等, 这使得 NURBS 成为同几

何分析中最常用的基函数形式. 随着应用的深入,

NURBS 本身的不足不断暴露出来, 如 NURBS 采

用张量积形式, 使得局部网格细化效率不高, 很多

形状无法用一个简单密封的 NURBS面表示;面与

面交界处有间隙或重叠等. 这些缺点必须改进, 才

能获得更广泛的应用. 很多学者尝试将 T 样条用

于同几何分析. Sederberg [10] 最早将其引入计算机

制图, T 样条很有希望在 CAD 中获得广泛应用.

T 样条是 NURBS 的扩展, 除具有 NURBS 的一些

特点外, 还具有其自身优点, 如更适合局部网格细

化, 这是高效数值算法的一个重要因素；能消除

面与面连接处的间隙或重叠等. Bazilevs 等 [2] 探

索了基于 T 样条基函数的同几何分析, 用于简单

的流体力学和结构力学计算, 获得了很好的效果.

Dörfel 等 [11] 提出一种局部网格细化的 T 样条法,

通过 T样条将后验误差估计技术与网格细化联合

起来. Wang 等 [12] 提出一种将任意非结构化二

次网格转化为标准 T 样条表面的方法. Beirão da

Veiga等 [13] 采用 T样条对两块标准张量积面片组

合结构进行了同几何分析理论研究, 并在参数空

间和物理空间确立了最优近似特性. 虽然 T 样条

允许局部自适应网格细化, 但是这种细化的节点

插入很复杂, 特别是对三维问题, 并且在一般的 T

网格中难保证基函数的线性无关性. 为了解决这

个问题, Nguyen–Thanh 等 [14] 提出采用多项式分

层 T 样条 (PHT 样条) 进行同几何分析, 并成功应

用于二维问题. 从线性代数的观点看, NURBS 空

间和 T 样条空间是 PHT 样条空间的一个子空间,

PHT 样条继承了 NURBS 和 T 样条的所有优点,

PHT样条与 NURBS或 T样条之间的转换比较容

易,而在实际应用中 NURBS和 T样条之间的转换

存在瓶颈. Borden 等 [15-16] 构建了 Bézier 单元和

Bézier 提取算子 (extraction operator), Bézier 单元

和 Bézier 提取算子为同几何分析提供了一种单元

结构, 这种单元结构可直接并入现有的有限元程

序,而不需修改单元的形式、装配方法和标准数据

处理阵列. Costantini [17], Manni等 [18] 提出采用广

义 B 样条进行同几何分析, 广义 B 样条具有代数

B样条和 NURBS所有的基本性质, 且不受有理函

数的限制, 在微分和积分时与代数 B 样条完全相

似. Kim 等 [19-20] 在修剪表面 (trimmed surface) 技

术方面做了大量的研究工作,侧重解决 NURBS同

几何分析的两个技术难题：(1)关键位置的局部细

分技术；(2) 任意复杂的拓扑学问题, 研究了几何

模型中包含修剪表面的同几何分析.

Hughes提出同几何分析的概念后, Bazilevs [21]

对其进行了数学分析, 证明了同几何分析的稳定

性和最优收敛性. Cottrell 等 [22] 研究了基函数光

滑性对解精度的影响, 指出在结构振动问题中, 随

着光滑性的增加, k细化方法解的精确度比传统的

C0 连续 p 细化方法有很大提高. 徐岗等 [23] 研究

了同几何分析中的 r–p型细化方法. Elguedj等 [24]

基于修正最小势能原理, 给出了处理弹塑性大变

形不可压缩约束的投影方法, 该法对线性和高阶

单元均有效. Lu [8,25] 将同几何分析的概念延伸到

计算机图形几何, 提出了光滑单元的概念, 包括圆

柱单元和圆单元, 这些研究为光滑结构体特别是

生物体力学分析提供了一条新思路. Lipton [26] 等

研究了严重扭曲单元情况下同几何结构离散的鲁

棒性. Cohen 等 [27] 在建模中考虑了网格质量对分
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析的影响. Nagy 等 [28] 提出了一种同几何分析应

力约束变分公式,王东东 [29],轩军长等 [30] 提出一

种用于 NURBS同几何分析的应变光滑算法,该法

基于拟应变法和应变光滑处理技术, 将单元分割

为若干个子域, 通过单元子域的应变平均定义应

变光滑. NURBS 基函数一般不具有插值特性, 直

接在 NURBS 控制点施加本质边界条件会由于收

敛速率恶化而导致明显误差. 鉴于此, 王东东 [31]

提出一种增强处理本质边界条件的方法, 通过一

种变换将控制变量与本质边界上的配置节点值联

系起来, 并在随后研究了边界条件施加方式对三

维问题计算精度的影响 [32]. 陈涛 [33], Embar [34]

等采用 Nitsche 法施加本质边界条件, 可以获得较

优的收敛速率. Rypl 等 [35] 设法将同几何分析融

入到面向对象的有限元环境, 利用有限元代码的

现有功能设计了类层次结构和相应的方法. Beirão

da Veiga等 [36] 对同几何分析中 NURBS 的近似特

性进行了理论研究, 获得了以网格尺寸, 阶数和整

体规则度表示的误差估计, 指出了光滑性在近似

特性中的地位. Van der Zee 等 [37] 研究了自由边

界问题面向目标的误差估计. Hughes 等 [38] 研究

了同几何分析的有效积分,提出了有效积分的 “半

点法则”, 指出最优法则积分点大致等于自由度数

的一半, 或者等于所考虑空间基函数数目的一半,

且独立于多项式基函数的阶次. Echter等 [39] 研究

了 NURBS 同几何分析的数值效率和单元锁死问

题,发展一种 NURBS离散剪切间隙 (discrete shear

gap)单元,避免了锁死现象. Evans等 [40] 基于 Kol-

mogorov的 n宽度理论 k方法,提出一种考察同几

何离散近似特性的理论和计算框架. 徐岗等 [41] 研

究了计算域的参数化问题, 以及参数化对近似解

的影响. Schmidt 等 [42] 研究了结构设计过程的一

体化实现, Aigner等 [43] 研究了同几何分析中扫掠

体的参数化问题. 这些研究为同几何分析的发展

奠定了良好的基础.

3.2 板壳问题

同几何分析的思想产生之后, 很自然地延伸

到板壳问题. 薄梁板壳问题要求近似函数具有 C1

连续性, 是传统有限元分析的难点之一. Kiendl

等 [44] 提出了一种以 NURBS 作为基函数的

Kirchhoff–Love壳单元,该单元是几何非线性的,因

此也适用于非常薄的大转动壳体. 由于仅考虑了

壳中面上的 3个位移自由度,转角自由度由位移控

制变量得到,所以单元的自由度数目非常少. 随后,

Kiendl [45] 提出了一种多片组合无转动薄壳结构

分析的同几何法, 每片壳的内部是 C1 或更高阶连

续的, 因此内部使用了基于高阶连续的 Kirchhoff–

Love 壳理论. Uhm 等 [46] 将 T 样条用于壳结构

的同几何分析, 通过将每个控制点映射到表面上

的一个几何点, 解决了控制点上无法定义转动自

由度的限制. Benson[47] 提出一种 Ck 连续无转动

自由度大变形壳的同几何分析方法, 在经典壳基

准问题上证明该方法的高阶单元用于大变形问题

是有效的. 高阶拉格朗日元对网格畸变非常明显,

这种缺陷使其不能应用在大变形问题中, 而基于

NURBS 基函数的同几何分析克服了这种缺陷, 可

以应用在包括薄片金属冲压和汽车碰撞等大变形

中. Nguyen–Thanh 等 [48] 提出了采用多项式分层

T 网格样条 (PHT–spline) 进行薄壳的同几何分析,

PHT样条是 C1连续的,因此可应用Kirchhoff–Love

壳理论的原始形式, 避免引入转动自由度. Ben-

son [49] 提出一种基于退化实体的 Reissner–Mindlin

壳公式, 该方法可用于解决线弹性和非线性弹塑

性问题, 并为 LS–DYNA 软件定义了一种壳单元.

张汉杰等 [50] 将几何精确 NURBS 有限元法应用

到薄梁板问题, 研究了该方法在典型梁板问题求

解中的收敛特性.

3.3 同几何分析的结构优化

结构优化是工程界的永恒追求, 结构优化最

初采用经典解析方法求解, 如变分法或微分法.

1960 年 Schmit [51] 将有限元分析和非线性数学规

划法相结合进行结构优化. 近几十年来, 计算机技

术及其在结构分析中的普遍应用, 促进了结构优

化数值方法的发展. 目前, 结构优化设计己从低层

次的尺寸、形状优化发展到高层次的拓扑优化、结

构与多学科优化阶段.

在大部分结构优化方法中, 常采用有限元法

进行结构响应分析和灵敏度计算. 然而, 这种方法

遇到了一些瓶颈. 网格内在几何近似会在响应分

析时导致精度问题, 在设计灵敏度分析时会更不

利. 在形状优化中, 需要繁琐的参数化过程和耗时

的网格重划分, 形状优化设计中最容易选择的设

计变量是有限元节点坐标, 这会导致一些困难, 如

设计变量过多, 不规则边界造成的不现实设计, 在

优化过程中维持足够有限元网格的困难. 在拓扑

优化中, 设计结果取决于初始设计空间, 对初始有

限元网格有依赖性, 并且需要额外后处理与 CAD

系统进行数据交换. 这些缺点是由于设计模型与

分析模型采用不同的数学语言引起的: 在设计和
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几何建模中采用样条基函数, 而在分析模型中采

用拉格朗日或埃尔米特多项式. 这迫切需要二者

之间的紧密结合, 同几何分析提供了一种很有前

途的将设计模型与分析模型结合在一起的方法.

首先是在尺寸和形状优化方面出现了一些研

究成果, 同几何分析用于形状优化设计最初是由

Hughes 及其合作者 [1] 提出的. 由于在几何定义

的早期离散形状灵敏度分析域, 因此可以精确地

计算法向量和法曲率, 提供非常精确的形状灵敏

度.该法中 NURBS的控制点或系数作为设计变量,

因此不需要进一步设计参数化且光滑设计变量是

可能的. 而且, NURBS 基函数通常提供光滑非局

部设计速度场, 这在有限元优化设计中是不容易

计算的, 但对形状优化却是必须的. Wall [52] 给

出了一种基于同几何分析的结构形状优化设计框

架, 并将其应用到二维线弹性结构的最优化问题.

Cho 和 Ha [53] 研究了同几何结构形状优化, 得到

了平面弹性问题的连续体伴随矩阵灵敏度分析法.

Ha [54-55]在同几何结构优化中采用了 T样条,在产

生相同优化设计形状的情况下, 可获得更高效的

求解过程. Nagy 等 [56] 将同几何分析用于曲梁的

尺寸和形状优化, 提出了多级设计方法. Nagy [57]

还研究了最大基频弹性拱形结构同几何设计, 设

计考虑了最优形状和刚度分布. Seo 等 [58] 研究了

二维和板壳问题形状优化, 并通过修剪技术和修

剪表面分析将其扩展到拓扑优化. Seo 等 [59] 采

用样条表面和修剪曲线表示设计模型的外部和内

部边界, 以样条表面和修剪曲线的控制点坐标为

设计变量, 在修剪表面分析中提出了新的控制点

灵敏度分析公式和内前面 (inner front) 合并算法,

很好地解决了传统网格拓扑优化中很难处理的设

计空间和载荷的依赖性问题. Manh 等 [60] 研究了

形状自由变化大变形振动膜的同几何形状优化设

计, 采用 3 种不同的 B 样条参数化求解域的边界

和内部, 尝试了两种数值方法, 即基于构建拟共形

映射法和基于弹簧单元模型, 将 B 样条参数化从

分析域的边界扩展到内部. Qian [61] 在形状优化中

将 NURBS控制点位置和权重均作为设计变量,提

出了一种计算 NURBS 控制点位置和权重的完全

灵敏度解析方法, 可精确计算灵敏度, 已成功应用

于梯度形状优化. Qian 和 Sigmund [62] 提出了一

种将同几何形状优化的类矩形 NURBS 面片扩展

到布局复杂的几何, 并将该方法成功用于复杂几

何边界光子水晶的优化设计方法. Hassani 等 [63]

使用了基于控制点的 SIMP 法 (solid isotropic ma-

terial with penalization),材料密度在整个设计域作

为连续函数, 为了防止多孔介质构型布局, 采用类

似于 SIMP方法的惩罚技术,推导应用了优化准则

(optimality criteria),与基于单元的 SIMP法拓扑优

化不同的是结构布局独立于离散控制点数目, 且

没有棋盘格.

3.4 同几何接触分析

接触分析是计算力学领域最具挑战性的问题

之一, 其困难在于接触关系的非线性和非光滑性,

非光滑性表明了接触问题的物理本质 (不等式约

束, 黏滑运动条件等) 和空间离散的几何不连续

性. 目前, 常用的有限元接触分析存在一些技术

瓶颈. 首先, 有限元法采用非光滑边界逼近光滑

边界, 人为导致接触边界的不光滑性. 几何不精确

会在一些情况下直接导致计算结果误差过大, 如

常见的球面接触或圆柱面接触, 会使接触应力的

偏差达到 310% [64]. 其次, 有限元法在解决接触

问题时, 其搜索算法为单元对单元的搜索或者分

块搜索, 由于单元边界处法线方向不唯一而导致

搜索困难 (如图 14 所示), 并且搜索成本高. 第三,

传统的有限元接触分析采用单元小平面描述接触

面, 这种方法对低曲率表面和小变形很有效, 当遇

到任意大变形或大滑移时会出现问题, 主要表现

为: (1)当接触点滑过位于曲面上的单元边界时,接

触法线会出现跳转现象, 从而使接触力发生人为

改变,产生虚假振荡,导致非线性算法的数值困难;

(2) 必须跟踪接触点在单元边界上的位置, 这是因

为一旦接触点进入一个新的单元, 需要更新单元

几何, 这将提高计算量和计算的复杂性.

 

图 14 单元边界处的法线不唯一示意图

与有限元法相比, 采用同几何分析研究接触

问题具有很多优点: (1) 保留了几何连续性, 如果

几何体本身是光滑的, 可用完全光滑的几何描述,

没有人为的奇点和尖点, 这一点对接触分析是很

重要的; (2) 消除或极大地减少人为网格干涉; (3)
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支持变分一致性, 容易实现面片接触搜索. 这是因

为在 NURBS 中, 一个 NURBS 块是一个整体的参

数化实体, 对接触面及其所围体积具有完全相同

的数据结构, 因此接触搜索或跟踪可以跨过整个

实体. 由此可见, 由于有限元分析利用网格几何逼

近精确几何, 会导致接触分析中的一系列数值计

算困难,同几何分析方法将 NURBS几何与分析融

为一体, 能够解决复杂表面接触问题.

同几何接触分析刚刚起步. Lu [65] 首先提出了

接触问题同几何分析的框架, 在几何描述和分析

中统一采用 NURBS 基函数. 相对于基于有限单

元的搜索算法, 提出了基于面片的搜索算法, 并发

展了一种满足变分一致性的面 --面光滑接触公式.

该方法在精度和收敛性方面均优于拉格朗日插值

有限元法. Temizer 等 [66] 提出了 NURBS 同几何

分析的点 --面接触算法,定性研究了各种有限变形

无摩擦热弹接触问题, 得到了令人满意的结果. 对

Hertz问题的定量研究表明采用标准的点 --面算法

需释放力学接触约束, 而改进的黏合 (mortar) 点 --

面算法可以得到强劲精确的结果. De Lorenzis [67]

将 NURBS 同几何分析用于二维大变形 Coulomb

摩擦接触问题. Stadler等 [68] 在有限元框架下采用

NURBS 接触面, 得到 Cn 连续的有限变形弹性接

触模型,并用于分析二维问题. De Lorenzis等 [69-70]

将 NURBS 同几何分析用于三维无摩擦大变形光

滑接触问题和有摩擦接触问题, 文中分别采用任

意阶 NURBS和拉格朗日单元离散接触体,采用粘

合法处理接触约束, 即在 NURBS 离散时, 接触约

束施加在控制点上, 而拉格朗日离散时施加在节

点上, 接触约束精确满足增强拉格朗日公式. 结果

表明在相同的粘合接触公式中采用 NURBS 离散

比拉格朗日离散性能优越. 在小变形和大变形的

情况下, NURBS 离散的接触力始终是非负的且对

插值的阶次不敏感, 这与实际情况一致, 而拉格朗

日离散对插值阶次比较敏感, 有虚假数值振荡和

不真实的负值. 在大变形和大滑移问题中 NURBS

离散得到的反力 --时间曲线是光滑的, 提高参数

化阶次能够改善结果性能, 拉格朗日插值得到的

曲线有不真实振荡, 并且无法通过提高插值阶次

减缓这种想象, 甚至会影响到数值计算的收敛性.

Kim [71] 提出一种新的接触匹配算法用于精确确

定同几何分析框架下的接触面.

3.5 湍流和流固耦合问题

样条函数能精确描述光滑的几何形状, 应用

在流固耦合问题中, 能更真实地反映实际物理场.

在湍流和流固耦合方面的进展主要是 Bazilevs 及

其团队的工作. Bazilevs [72] 提出了一种 NURBS

同几何流固耦合公式, 该方法耦合不可压缩液体

和非线性弹性固体, 并用于动脉血流问题建模和

分析, 所需的 NURBS 几何直接从病人成像数据

提取. Zhang [73] 描述了一种通过影像数据为病

人特异性血管几何建模构建六面体 NURBS 网格

的方法, 并将该网格用于血流量的分析. Bazilevs

在文献 [74]中提出一种完全耦合的整体公式, 求

解移动域上的不可压缩液体和非线性超弹固体相

互作用的问题, 并将该方法用于 Jarvik 2000 左心

室辅助装置植入病人胸主动脉血流量的分析 [75].

Bazilevs 在其博士论文中发展了多尺度不可压缩

流体的湍流模型 [76], 提出了流固耦合问题的 FSI

公式和推导形函雅克比矩阵的方法, 研究了该模

型中基函数连续性的重要作用 [77]、 不可压缩

液体的大尺度涡流仿真 [78]、Taylor–Couette 流

动 [79]、以及不可伸缩网格上弱边界条件管内湍

流问题 [80]. Gamnitzer [81] 对变分多尺度方法进

行了改进. Bazilevs [82] 将同几何分析用于风动涡

轮叶片预弯形状的精确预测, 该程序仅包含流体

和结构力学的单向联系, 避免求解二者的耦合问

题. 随后, Bazilevs [83] 研究了复合材料叶片流固耦

合问题的风动涡轮转子全尺寸三维仿真. Hsu [84]

提出了风力涡轮机空气动力学的高性能计算方法.

Akkerman [85] 采用高阶连续基函数研究了自由表

面流动的同几何分析. Calo [86] 研究了血流量多

场模型及其在冠脉血流病人药物传输方面的应用,

Hossain [87] 建立了病人冠状动脉管壁药品和纳米

胶囊耦合传输的三维数学模型, 采用同几何分析

方法求解.

3.6 同几何分析的其他应用

除了以上几个领域之外, 同几何分析在其他

领域也获得了广泛的应用. Cottrell [88] 等将该法

用于求解结构振动问题, 模型包括杆、薄梁、薄

膜、薄板和三维实体,给出了无转动弯曲单元的初

步研究结果. Buffa [89]研究了二维空间麦克斯韦方

程的同几何离散方法. Gomez等 [90] 将该方法用于

求解等温 Navier–Stokes–Korteweg 方程, 考虑了水

汽两相流, Manni [91] 用该方法研究对流 --扩散问

题, Anders [92] 采用该方法研究两种混合物微观结

构的热扩散问题. Gómez [93] 研究了 Cahn–Hilliard

相场模型的同几何分析. Elguedj [94] 将同几何分析
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用于基于数字图像相关法 (DIC)的应变域测量,获

得较好的效果. Haasemann [95] 应用同几何分析计

算织物增强复合材料的等效材料特性. 张勇 [96] 在

比例边界有限元 (SBFEM)的框架下采用同几何分

析思想, 使得单元间的应力应变场有更高阶连续

性.

4 挑战

同几何分析的挑战仍在于其几何. NURBS 的

吸引人之处是其几何连续性, 但是这种连续性在

非结构化网格中很难构建. B 样条是通过设计连

续性可控的分片多项式得到的, 在一维问题中很

容易构建连续性, 但是在多维非结构化网格中却

不容易. 张量积 NURBS 本质上是一维的, 如两变

量 NURBS 曲面可以看作曲线束. 如何从一维几

何得到真正的非结构化网格是一个很大的挑战. T

样条提供了一种方法, 但是 T 样条本身拓扑仍然

是张量积几何. Wang [12] 尝试构建非结构化 T 样

条网格,代价是允许奇异点的存在. 三角形 B样条

有可能解决这一难题, 但是目前实施起来非常复

杂 [97], 还无法支持大规模的计算.

5 结论

同几何分析与有限元法有很多类似之处, 但

是它将设计模型与分析模型采用统一的几何描述,

可以克服有限元法的很多缺点. 同几何分析可以

借助于成熟的有限元算法框架, 而将其基函数改

为 NURBS或 T样条基函数来实现,是一种很有前

途的数值计算方法,其最终目标是实现设计、分析

与优化一体化的软件平台, 但是要实现同几何分

析的目标, 还有许多基础性的研究工作急需完善.
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of T-splines. International Journal for Numerical Meth-

ods in Engineering, 2011, 88(2): 126-156

17 Costantini P, Manni C, Pelosi F, et al. Quasi-interpolation

in isogeometric analysis based on generalized B-splines.

Computer Aided Geometric Design, 2010, 27(8): 656-668

18 Manni C, Pelosi F, Lucia Sampoli M. Generalized B-

splines as a tool in isogeometric analysis. Computer Meth-

ods in Applied Mechanics and Engineering, 2011, 200(5-

8): 867-881

19 Kim H J, Seo Y D, Youn S K. Isogeometric analysis for

trimmed CAD surfaces. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 2009, 198(37-40): 2982-2995

20 Kim H J, Seo Y D, Youn S K. Isogeometric analysis

with trimming technique for problems of arbitrary com-

plex topology. Computer Methods in Applied Mechanics

and Engineering, 2010, 199(45-48): 2796-2812

21 Bazilevs Y, Da Veiga L B, Cottrell J A, et al. Isogeomet-

ric analysis: approximation, stability and error estimates

for h-refined meshes. Mathematical Models and Methods

in Applied Sciences, 2006, 16(7): 1031-1090

22 Cottrell J A, Hughes T J R, Reali A. Studies of refine-

ment and continuity in isogeometric structural analysis.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineer-

ing, 2007, 196(41-44): 4160-4183

23 徐岗, 王毅刚, 胡维华. 等几何分析中的 r-p 型细化方法. 计

算机辅助设计与图形学学报, 2011, 23(12): 2019-2024



782 力 学 进 展 2012 年 第 42 卷

24 Elguedj T, Bazilevs Y, Calo V M, et al. F-bar projection

method for finite deformation elasticity and plasticity us-

ing NURBS based isogeometric analysis. International

Journal of Material Forming, 2008, 1(1): 1091-1094

25 Lu J. Circular element: isogeometric elements of smooth

boundary. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, 2009, 198(30-32): 2391-2402

26 Lipton S, Evans J A, Bazilevs Y, et al. Robustness of

isogeometric structural discretizations under severe mesh

distortion. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, 2010, 199(5-8): 357-373

27 Cohen E, Martin T, Kirby R M, et al. Analysis-aware

modeling: Understanding quality considerations in mod-

eling for isogeometric analysis. Computer Methods in Ap-

plied Mechanics and Engineering, 2010, 199(5-8): 334-356

28 Nagy A P, Abdalla M M, Gürdal Z. On the variational
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infs, and optimality ratios for the k-version of the isogeo-

metric finite element method. Computer Methods in Ap-

plied Mechanics and Engineering, 2009, 198(21-26): 1726-

1741

41 Xu G, Mourrain B, Duvigneau R, et al. Parameterization

of computational domain in isogeometric analysis: Meth-

ods and comparison. Computer Methods in Applied Me-

chanics and Engineering, 2011, 200(23-24): 2021-2031

42 Schmidt R, Kiendl J, Bletzinger K U, et al. Realization of

an integrated structural design process: analysis-suitable

geometric modelling and isogeometric analysis. Comput-

ing and Visualization in Science, 2010, 13(7): 315-330
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Abstract Isogeometric analysis (IGA) is a current trend in engineering analysis that is likely to leave a

significantly impact on Computer-Aided Engineering (CAE). The basic idea of IGA is to utilize CAD geometry

to facilitate analysis. This seemingly simple change of geometric language eliminates many bottle-neck issues

that plagued CAE for years, and opens a pathway for a tighter integration of design, analysis, and optimization.

In this review paper, the background, theory, advantages, and applications of isogeometric analysis are discussed.
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