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准晶数学弹性理论和某些有关研究的进展 (上)∗
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摘 要 本文对固体准晶力学性能和准晶数学弹性, 塑性, 断裂以及有关研究的进展作了评论, 尤其对材料常

数和塑性变形行为的测量, 一维、二维、三维准晶弹性理论, 动力学、非线性、缺陷理论、准晶弹性新型偏微

分方程的推导和精确分析解, 复分析方法, 变分原理和有限元方法, 有限差分方法这些宏观问题和它们的数学

方法进行了分析, 同时对准晶晶格动力学问题的数学理论也作了初步讨论. 近来在软物质中发现了 12 次和 18

次对称准晶, 意义重大, 这里也做了初步介绍. 文中重点讨论此领域最近这些年来中国科学工作者的工作.
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1 引 言

固体准晶的主要发现人 D Shechtman 于 2011

年 10 月 5 日被授予诺贝尔化学奖, 这对国内外从

事准晶研究和教学工作的一切工作者都是一个极

大的鼓舞. 中国科学院沈阳金属研究所的郭可信

教授领导的小组独立地发现了合金中的准晶 [2-3],

只是工作报道发表晚了几个月, 同诺贝尔奖擦肩

而过. 不过这再次表明, 中国科学工作者在祖国本

土做出诺贝尔奖级的科学成果的能力和水平是完

全具备的.

Shechtman 在 1982 年 4 月 8 日, 在急冷的 Al-

Mn 合金的电子衍射图像中发现了二十面体准晶,

见图 1. 由于根本违反晶体学基本定律, 不但得不

到承认, 反被取消在该实验室工作的权利. 经过两

年半的艰苦抗争, 1984 年 11 月, Phys. Rev. Lett.

发表这一结果 [1]. 这引起了晶体学, 化学, 物理

学,材料科学和数学界的强烈反响！准晶不具有普

通晶体的周期平移对称性, 也不具有普通晶体的

N = 1, 2, 3, 4, 6的旋转对称性,但是具有准周期平

移对称性和晶体学所不允许的 N = 5, 8, 10, 12 的

旋转对称性 (具有这些对称性的准晶先是由人工

合成的, 后来在自然界发现了天然的准晶, 最近在

胶体中发现了 N = 18 的准晶). 这种对称性称为

准周期对称性, 它的发现是人类认识史上的重大

进步, 也是物质结构和对称性理论上的重大突破,

改写了凝聚态物理和凝聚态化学, 促进了群论, 离

散几何, Fourier分析, 偏微分方程等数学分支的发

展. 同时热力学稳定的准晶被大量地研制出来, 使

它成为一种新型的功能材料和结构材料, 它具有

轻质, 高强度, 高硬度和良好弹性及抗摩擦性能的

特点, 是最适宜制作汽车发动机的材料, 具有潜在

的工程应用前景.

准晶包括一维准晶,二维准晶和三维准晶 3大

类, 每一类又包括许多子类, 其物理性质和力学性

质互不相同, 现在已经得到许多研究成果. 本文重

点介绍一下准晶力学性能和本小组积极参与的准

晶力学的发展工作, 它们属于宏观 (连续统) 范畴.

除了这些宏观现象的研究外, 准晶晶格动力学和

电子能谱等微观现象的研究也方兴未艾, 中国学

者也有贡献, 在本文最后部分进行简单介绍.

准晶特殊的物质结构导致了一些奇特的现象,

为了下面的讨论, 在第 2 节和第 3 节, 介绍有关术

语, 提供若干预备知识.
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图 1 (a) 五重旋转对称性的衍射图像; (b) 二十面体准晶

的立体图像, 存在五重, 二重, 三重旋转对称轴

2 高维空间的引进

准晶是通过电子衍射图像发现的. 由于准晶

特殊的原子排列, 这种电子衍射图像不能用描写

普通晶体电子衍射图像的 3 个指标 (h, k, l) (即

Miller 指标) 去描写, 而必须用 6 个指标 (n1, n2,

n3, n4, n5, n6) 才能描写. 这表明必须引进高维空

间 (即六维空间)E6. 这正好与群论一致. 按照群

论, 三维准晶在六维空间是周期排列的, 六维空间

里的周期排列的 “晶体”向三维空间的一个投影就

形成了三维准晶, 原子排列在 3 个方向上都是准

周期的. 类似地, 二维准晶在五维空间是周期排列

的, 五维空间里的周期排列的 “晶体” 向三维空间

的一个投影就形成了二维准晶, 原子排列在两个

方向上是准周期的, 在一个方向上排列是周期的.

同样类似, 一维准晶在四维空间是周期排列的, 四

维空间里的周期排列的 “晶体” 向三维空间的一

个投影就形成了一维准晶, 原子排列在一个方向

上是准周期的, 在另外两个方向上排列为周期的.

所以三维物理空间是所谓的六维空间的一个子空

间,又称为平行空间,用符号 E3
∥ 表示. 六维空间的

另一个子空间, 即同物理空间相补的子空间称为

垂直空间, 用符号 E3
⊥ 表示. 这样

E6 = E3
∥ ⊕ E3

⊥ (1)

其中符号 ⊕ 代表直接和.

普通晶体只在空间 E3
∥ 中研究,通常使用两种

标架, 一种以晶体基矢 {a1, a2, a3} 为标架, 另一种

以倒格矢 {b1, b2, b3}为标架. 基矢与倒格矢有简单

代数关系, 这里不去讨论. 准晶在空间 E6 中研究,

它的基矢和倒格矢都是六维的.

3 Landau-Anderson 对称性破缺原理,

元激发 (准粒子), 声子和相位子

准晶一发现, 对其力学性能的研究立即被提

上日程, 它也是迄今准晶学科研究中最成功的领

域之一.在力学性能中,弹性和缺陷是基础和核心.

把 Landau [4] 对称性破缺原理用于晶体, 认

为晶体相对于对称性高的液体, 发生了对称性破

缺. 按照 Landau 理论, 对称性破缺导致新的元激

发 (又称为准粒子)的产生,对晶体而言,它就是声

子. Anderson [5] 对声子作了一个较深入的解释,即

Landau 第二类相变理论中的描写有序/无序的序

参量, 对晶体而言可以取为其密度 ρ(r), 并且在倒

格矢 G: {b1, b2, b3}为标架的空间 (简称倒空间)中

作 Fourier 展开

ρ(r) =
∑

G∈LR

ρG exp{iG · r} =

∑
G∈LR

|ρG| exp{−iΦG + iG · r} (2)

其中, LR 为倒格子, |ρG| 为波幅, ΦG 为相位角, 由

于 ρ(r) 是实数, |ρG| = |ρ−G| 并且 ΦG = −Φ−G, 进

而令

ΦG = G · u (3)

这里 u 就是声子. 这对声子的物理由来作了较深

入的描写,虽然这一解释仍然是唯象的 (因为 Lan-

dau 的对称性破缺原理是一种唯象的理论).

在长波长近似情形下, u 可以理解为晶格中

粒子 (原子, 分子, 离子) 对其平衡位置的偏移, 这

与宏观连续介质力学的位移概念相一致.但是 An-

derson 给出的式 (3) 虽然包含了这一层意义, 又不

仅仅包含了这一点, 因为在长波长近似不成立的

情形下, 式 (3) 仍然成立, 但这时 u 并不能简单地

理解为晶格中粒子 (原子,分子,离子)对其平衡位

置的偏移. 可以把声子理解为晶格波的量子, 因为
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晶格波是 Einstein [6], Debye [7], Born 等 [8] 在研究

低温比热时引进的宏观物质运动量子化的一个概

念, 他们认为晶格波的能量是量子化的, 它的量子

就是声子 (这同 Planck 辐射理论中的光子概念类

似, 往往光子也称为光量子). 不过要注意, 声子和

其他准粒子是用量子力学方法描写凝聚态物质中

大量原子集体激发的一种概念 (量子化方法论的

产物), 不能把它们和单个原子或分子等同起来.

准晶发现的具体事件, 或前或后, 具有某种的

偶然性, 但是在 20 世纪 80 年代研究准晶的客观

条件已经具备, 这又表明准晶被发现具有必然性.

首先, Landau 对称性破缺理论成熟了, 在超导和

液晶的应用中获得重大成功 (已先后两次获得诺

贝尔物理奖). 在 20 世纪 60 年代无公度相的理

论 [9] 也已经发展起来, 提出了相位子自由度的概

念 (后来准晶被发现, 相位子自由度的名称就是从

无公度相的理论中借用来的). 其次, 在 20 世纪

70 年代离散几何的理论, 尤其是 Penrose [10] 拼砌

理论, 得到较大发展, 群论和群表示论也已经很成

熟. 准晶发现后, Penrose 拼砌成了准晶的几何理

论, 群论和群表示论成了它的代数理论. 一些功底

深厚的理论物理学家, 例如 Bak [11-12] 迅速倡导用

Landau 对称性破缺概念研究准晶弹性, 即把上述

Anderson 观点推广, 令准晶的密度表示成

ρ(r) =
∑

G∈LR

ρG exp{iG · r} =

∑
G∈LR

|ρG| exp{−iΦG + iG · r} (4)

形式上看起来同晶体的一个表达式相类似, 但这

里的 G是六维空间的倒格矢, LR 为六维空间的倒

格子. ρG 代表一个复数

ρG = |ρG| e−iΦG (5)

具有模 |ρG| 和相位角 ΦG. 由于 ρ(r) 是实数,

|ρG| = |ρ−G|并且 ΦG = −Φ−G. 从形式上这些关系

似乎与上面晶体问题的 Anderson 表示相似. 但是

现在研究对象为准晶, 存在 N 个倒格矢{Gn}, 对
每一个 G ∈ LR 可以表示成

∑
mnGn, mn 为整数.

进而 N = kd, 这里 k 代表 d 维准晶中互为无公度

的矢量的个数, 一般 k = 2. 可以把 Anderson 的式

(3) 推广成

Φn = G∥
n · u+G⊥

n ·w (6)

其中 u 理解为类似普通晶体中的声子自由度, 而

w 可以理解为准晶体相位子自由度, 为一个全新

的物理量, 直观一点地说, 它描写 Penrose 拼砌中

的局部重排. 上面 G
∥
n 是平行空间 E3

∥ 中倒格矢,

而 G⊥
n 是 G

∥
n 的共轭矢量, 在垂直空间 E3

⊥ 中.

Bak基于 Landau对称性破缺原理研究准晶弹

性的观点得到他同时和后来的众多物理学家的认

可 [13-23]. 如果不从 Landau-Anderson观点出发,人

们很难理解相位子. 如果硬要从经典的宏观的机

械的观点去理解相位子, 几乎无法说清楚. 这说明

事实已经突破了经典的宏观的机械的框架, 准晶

的力学是凝聚态物理学的产物, 同时又从经典力

学中吸取了许多有用的知识.

4 准晶弹性的物理基础

自准晶发现以来, 其力学性能得到较好的研

究. 在力学性能方面, 弹性和缺陷既是基础, 又是

核心.

在长波长近似条件下, 准晶的全位移场 ū 可

以表示成

ū = u∥ ⊕ u⊥ = u⊕w (7)

但是无论声子或相位子, 它们仅仅是平行空间中

的矢径 r∥ 的函数, 即

u = u(r∥), w = w(r∥)

关于这一点, 有一个定理, 这里不去细说了. 为了

简单起见, r∥ 中的上标后面都省略了.

由式 (7), 得到两个应变张量如下

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, wij =

∂wi

∂xj
(8)

其中头一个称为声子应变张量, 为对称的, 后一个

称为相位子应变张量, 为非对称的 (这里要指出,

有一类准晶除外, 即三维立方准晶, 它的相位子应

变张量和声子应变张量类似, 是对称的, 见参考文

献 [43-44]). 和声子应变张量对应的应力张量,记为

σij ,和相位子应变张量对应的应力张量,记为Hij .

由动量守恒定律, 有

∂σij
∂xj

+ fi = 0

∂Hij

∂xj
+ gi = 0

 , (x, y, z) ∈ Ω (9)

其中 fi 代表体积力, gi 代表广义体积力. 同时具

有应力边界条件

σijnj = Ti

Hijnj = hi

 , (x, y, z) ∈ Γt (10)
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Ti 代表面积力, hi 代表广义面积力. 在位移边界上

还要满足位移边界条件

ui = ūi

wi = w̄i

}
, (x, y, z) ∈ Γu (11)

这里 Γt 代表给定应力的边界部分, Γu 代表给定位

移的边界部分.

对声子场使用角动量守恒定律

d

dt

∫
Ω

r|| × ρu̇dΩ =

∫
Ω

r|| × fdΩ +

∫
Ω

r|| × TdΓ

可以得到

σij = σji (12)

由于 r∥ 和 w(g,h) 属于点群的不同的不可约的表

示, 由角动量守恒定律不可能得到 Hij 也满足式

(12), 所以

Hij ̸= Hji (13)

这表明相位子应力张量为非对称的 (这里要指出,

有一类准晶除外, 即三维立方准晶, 它的相位子应

力张量和声子应力张量类似, 是对称的, 见参考文

献 [43-44]).

除去二维十二次对称准晶之外, u 场与 w 场

是耦合的, 所以应力 --应变关系很复杂, 其广义

Hooke 定律为

σij =
∂F

∂εij
= Cijklεkl +Rijklwkl

Hij =
∂F

∂wij
= Kijklwkl +Rklijεkl

 (14)

其中 F 为准晶应变能密度 (按物理学的术语,称为

自由能), Cijkl 为声子弹性常数张量, Kijkl 为相位

子弹性常数张量, Rijkl 为声子 --相位子耦合弹性

常数张量.

一维准晶, 由于对称性低, 弹性常数最多, 多

达几十个; 二维准晶的数目要少一些; 三维二十面

体准晶对称性最高, 弹性常数最少, 仅 5 个.

广义 Hooke 定律也可以用矩阵形式表示, 即

令 C9×9 为代表 Cijkl 声子弹性常数张量的矩阵,

而 K9×9 为代表 Kijkl 相位子弹性常数张量的矩

阵, 又 R9×9, R
′
9×9 为代表 Rijkl 为声子 --相位子耦

合弹性常数张量的矩阵, 并且 RT = R′ 进而

D (C,K,R) =

[
C R

R′ K

]
=

[
C R

RT K

]
(15)

那么应变能密度为

F =
1

2
[ε,w]

[
C R

RT K

]
[ε,w]

T
(16)

因而广义 Hooke 定律的矩阵表示为[
σ

H

]
=

[
C R

RT K

][
ε

w

]
(17)

其中应变为 18 个元素的矢量如下

[εij , wij ] =
[
ε11, ε22, ε33, ε23, ε31,

ε12, ε32, ε13, ε21,

w11, w22, w33, w23, w31,

w12, w32, w13, w21

]
(18)

应力为 18 个元素的矢量与式 (18) 完全类似, 并且[
σij

Hij

]
= [σij ,Hij ]

T
,

[
εij

wij

]
= [εij , wij ]

T
(19)

以上物理基础由我国武汉大学丁棣华, 王仁卉

等 [24] 所总结,对准晶弹性理论研究起了积极推动

作用.

广义 Hooke 定律式 (14) 或式 (17) 是分

析准晶弹性的一个基础, 其中全部独立的非零的

弹性常数的确定, 具有重要意义. 荷兰物理学家

Janssen [25] 用点群讨论了这一问题, 我国武汉大

学杨文革等 [26], 胡承正等 [27-28] 用群表示论使之

完善化.

5 准晶弹性常数的测定和结果

全部独立的非零的弹性常数由群表示论确定

无疑极为关键, 但是用实验方法把它们测量出来

同样重要.

迄今发现的 200 多种准晶中, 三维二十面体

准晶占了 100多种,二维 10次对称准晶占了 70多

种, 这两种准晶系占据了全部准晶的绝大多数, 因

而成为人们的主要研究对象.

二十面体准晶的声子弹性常数非零的元素只

有 2个,即 λ, µ(G),相位子弹性常数非零的元素也

只有 2 个, 即 K1, K2, 声子 --相位子耦合弹性常数

非零的元素只有 1个 R,通过中子衍射, X-射线衍

射, Moessbauer 效应, 核磁共振等技术手段测量了

若干合金的弹性常数, 见表 1∼3.
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表 1 各种二十面体准晶的声子弹性模量

合金 λ/GPa µ(G)/GPa B/GPa v 文献

Al-Li-Cu 30.0 35.0 53.0 0.230 [29]

Al-Li-Cu 30.4 40.9 57.7 0.213 [30]

Al-Cu-Fe 59.1 68.1 104.0 0.213 [31]

Al-Cu-Fe-Ru 48.4 57.9 87.0 0.228 [31]

Al-Pd-Mn 74.9 72.4 123.0 0.254 [31]

Al-Pd-Mn 74.2 70.4 121.0 0.256 [32]

Ti-Zr-Ni 85.5 38.3 111.0 0.345 [33]

Cu-Yh 35.3 25.3 52.1 0.291 [34]

Zn-Mg-Y 33.0 46.5 64.0 0.208 [35]

表 2 几种二十面体准晶的相位子弹性模量

合金 方法 测量温度 K1/MPa K2/MPa 文献

Al-Pd-Mn X-ray R.T. 43 −22 [36]

Al-Pd-Mn Neutron R.T. 72 −37 [36]

Al-Pd-Mn Neutron 1043K 125 −50 [36]

Zn-Mg-Sc X-ray R.T. 300 −45 [37]

表 3 少数几种二十面体准晶的声子 --相位子

耦合弹性常数的测量结果

合金 方法 R 文献

Mg-Ga-Al-Zn X-ray −0.04µ [38]

Al-Cu-Fe X-ray 0.004µ [38]

二维 10次对称准晶非零独立的声子弹性常数

有 Cij(由 Cijkl 简化而来)5 个, 其实验测量值见表

4.

其中, B代表体积变形模量, G为剪切模量,和

Cij 一起单位为 GPa, υ 代表 Poisson 比.

二维 10次对称准晶非零独立的相位子弹性常

数有 Ki(由 Kijkl 简化而来)2 个, 其实验测量值见

表 5.

表 4 二维 10 次对称准晶非零独立的声子弹性常数实验测量值 [39]

合金 C11 C33 C44 C12 C13 B G υ

Al-Ni-Co 234.33 232.22 70.19 57.41 66.63 120.25 79.98 0.228

表 5 二维 10 次对称准晶非零独立的相位

子弹性常数实验测量值 [40]

合金 K1/GPa K2/GPa

Al-Ni-Co 122 24

二维 10次对称准晶非零独立的声子 --相位子

耦合弹性常数有 Ri(由 Rijkl 简化而来)两个,其实

验测量值见表 6.

表 6 二维 10 次对称准晶非零独立的声子 --相位子

耦合弹性常数实测值 [40]

合金 R1/GPa |R2|/GPa

Al-Ni-Co −1.1 < 0.2

虽然在这些常数的测量方面取得一定进展,

但是困难仍然很大,尤其声子 --相位子耦合弹性常

数的结果仍然很少, 需要进一步开展这方面的工

作.

6 准晶弹性方程组的化简, 位移势和应力

势

根据第 4 节的介绍, 可以看出: 一维准晶弹性

具有 22 个场变量, 22 个场方程; 二维准晶弹性具

有 29 个场变量, 29 个场方程; 三维二十面体准晶

弹性具有 36 个场变量, 36 个场方程. 不仅方程组

数目庞大而且都不具有经典弹性的对称性, 边界

条件又十分复杂, 求解极其困难.

我们的兴趣首先在于寻求精确解析解. 本小

组开展了全面的研究, 并且取得系统的结果.

受经典弹性理论和数学物理 [41-42] 的启发,采
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用消元法减少未知函数的数目, 使问题化简. 为实

现这一点,在经典弹性理论中,可以引进位移势,或

应力势. 这一思路在准晶弹性中仍然有意义. 以下

按一维, 二维, 三维准晶系的顺序介绍.

6.1 一维六方准晶的空间弹性

对这一准晶系, 声子为 ux, uy, uz, 相位子为

wz(因为 wx = wy = 0), 相应的应变为

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

, εzz =
∂uz
∂z

(20)

εyz = εzy =
1

2

(
∂uz
∂y

+
∂uy
∂z

)
,

εzx = εxz =
1

2

(
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

)
,

εxy = εyx =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
wzx =

∂wz

∂x
, wzy =

∂wz

∂y
, wzz =

∂wz

∂z
(21)

共 9 个分量, 其余 wij = 0. 式 (20) 和式 (21) 也适

用全体一维准晶.

如果把式 (20) 和式 (21) 写成 9 个分量的矢

量, 即

[ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε31, 2ε12, w33, w31, w32] (22)

或

[εxx, εyy, εzz, 2εyz, 2εzx, 2εxy, wzz, wzx, wzy] (23)

其对应的应力矢量为

[σxx, σyy, σzz, σyz, σzx, σxy,Hzz,Hzx,Hzy] (24)

那么我们有弹性常数矩阵如下

D(CKR) =

C11 C12 C13 0 0 0 R1 0 0

C12 C11 C13 0 0 0 R1 0 0

C13 C13 C33 0 0 0 R2 0 0

0 0 0 C44 0 0 0 0 R3

0 0 0 0 C44 0 0 R3 0

0 0 0 0 0 C66 0 0 0

R1 R1 R2 0 0 0 K1 0 0

0 0 0 0 R3 0 0 K2 0

0 0 0 R3 0 0 0 0 K2


其中声子弹性常数的 4个下标可以简化成两个,即

下标 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23 → 4, 31 → 5,

12 → 6, 那么 Cijkl 可以记为 Cpq:

C11 = C1111 = C2222, C12 = C1122,

C33 = C3333, C44 = C2323 = C3131

C13 = C1133 = C2233,

C66 = (C11 − C12)/2 = (C1111 − C1122)/2

这说明独立声子弹性常数是 5 个; 其次 K1 =

K3333, K2 = K3131 = K3232, 也就是, 独立相位子弹

性常数是两个; 而 R1 = R1133 = R2233, R2 = R3333,

R3 = R2332 = R3131, 表明独立的声子 --相位子耦合

弹性常数是 3 个.

由弹性常数矩阵可以得到广义 Hooke 定律如

下

σxx = C11εxx + C12εyy + C13εzz +R1wzz

σyy = C12εxx + C11εyy + C13εzz +R1wzz

σzz = C13εxx + C13εyy + C33εzz +R2wzz

σyz = σzy = 2C44εyz +R3wzy

σzx = σxz = 2C44εzx +R3wzx

σxy = σyx = 2C66εxy

Hzz = R1(εxx + εyy) +R2εzz +K1wzz

Hzx = 2R3εzx +K2wzx

Hzy = 2R3εyz +K2wzy



(25)

其余 Hij = 0.

应力张量的分量满足下列平衡方程

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

= 0

∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

= 0

∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

= 0

∂Hzx

∂x
+
∂Hzy

∂y
+
∂Hzz

∂z
= 0


(26)

由式 (20), (25)和式 (26),消去应力和应变,得到以

位移分量表示的平衡方程(
C11

∂2

∂x2
+ C66

∂2

∂y2
+ C44

∂2

∂z2

)
ux +

(C11 − C66)
∂2uy
∂x∂y

+

(C13 + C44)
∂2uz
∂x∂z

+ (R1 +R3)
∂2wz

∂x∂z
= 0

(C11 − C66)
∂2ux
∂x∂y

+(
C66

∂2

∂x2
+ C11

∂2

∂y2
+ C44

∂2

∂z2

)
uy +

(C13 + C44)
∂2uz
∂y∂z

+ (R1 +R3)
∂2wz

∂y∂z
= 0
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(C13 + C44)

(
∂2ux
∂x∂z

+
∂2uy
∂y∂z

)
+(

C44
∂2

∂x2
+ C44

∂2

∂y2
+ C33

∂2

∂z2

)
uz +[

R3

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+R2

∂2

∂z2

]
wz = 0

(R1 +R3)

(
∂2ux
∂x∂z

+
∂2uy
∂y∂z

)
+[

R3

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+R2

∂2

∂z2

]
uz +[

K2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+K1

∂2

∂z2

]
wz = 0 (27)

方程组 (27) 比 22 个方程组 (20), (25) 和式 (26) 大

为简化, 但是还可以进一步化简, 即引进 4 个位移

势

ux =
∂

∂x
(F1 + F2 + F3)−

∂F4

∂y
,

uy =
∂

∂y
(F1 + F2 + F3) +

∂F4

∂x

uz =
∂

∂z
(m1F1 +m2F2 +m3F3),

wz =
∂

∂z
(l1F1 + l2F2 + l3F3)

(28)

那么我们得到 4 个调和方程

∇2
iFi = 0, i = 1, 2, 3, 4 (29)

∇2
i =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ γ2i

∂2

∂z2
, i = 1, 2, 3, 4 (30)

其中 mi, li 和 γi 定义如下

C44 + (C13 + C44)mi + (R1 +R3)li
C11

=

C33mi +R2li
C13 + C44 + C44mi +R3li

=

R2mi +K1li
R1 +R2 +R3mi +K2li

= γ2i , i = 1, 2, 3

C44/C66 = γ24

(31)

求解方程组 (29) 代替求解原来的 22 个方程, 使求

解大大简化. 详见 Fan 等 [43-44], Peng 等 [45]. 可以

发现, 经典弹性的横观各向同性弹性仅仅是这里

问题的一个特例, 即相位子场不存在时的特殊情

形, 有关横观各向同性弹性的解, 也是这里的解的

特例.

6.2 其他一维准晶的弹性问题

由于篇幅的限制, 不可能对其他一维准晶系

的弹性进行逐个介绍. 对比较复杂的一维准晶系,

在其空间弹性很难化简时, 我们发展了分解与叠

加程序, 例如假设 z 轴为准周期排列方向, 可以令

∂

∂z
= 0 (32)

把问题分解成一个平面弹性问题和一个反平面弹

性进行讨论, 方程大大化简, 求解后, 把平面和反

平面问题的解叠加, 可以近似描写其空间弹性. 细

节就不一一介绍了, 详见参考文献 [44, 46]. 其他中

国科学工作者在一维准晶弹性方程化简方面的工

作,还可见 Chen等 [47], Wang等 [48], Gao等 [49] 的

论文.

这里发展的分解与叠加程序对二维和三维准

晶弹性的研究, 也很有效, 见下面讨论.

6.3 二维五次, 十次对称准晶

二维准晶弹性具有 29 个场变量和场方程, 比

一维准晶更复杂, 更难以求解, 但是我们提出, 把

平面弹性和反平面弹性分离, 使问题简化后, 取得

重大进展, 见文献 [50-55].

点群 5 m 五次对称, 点群 10 mm 十次对称准

晶是二维准晶中重要的两类准晶 (它们的电子衍

射图像见图 2), 它们的平面弹性性质相同; 点群

5, 5̄ 五次对称, 点群 10, 10 十次对称准晶和前者

不同, 但是它们具有相同的平面弹性性质, 但是和

(a) 10 mm

(b) 10 mm Penrose
tiling

图 2
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点群 5 m 五次对称, 点群 10 mm 十次对称准晶不

同.下面以点群 5 m五次对称,点群 10 mm十次对

称准晶二维准晶为例, 讨论它们方程的化简.

假设 z 轴为周期排列方向, 可以令

∂

∂z
= 0 (33)

则平面弹性方程具有如下形式, 即变形几何方程

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

εzz =
∂uz
∂z

(34)

εyz = εzy =
1

2

(
∂uz
∂y

+
∂uy
∂z

)
,

εzx = εxz =
1

2

(
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

)
,

εxy = εyx =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
wxx =

∂wx

∂x
, wyy =

∂wy

∂y
,

wxy =
∂wx

∂y
, wyx =

∂wy

∂x

其余的相位子应变等于 0; 应力 --应变关系为

σxx = L(εxx + εyy) + 2Mεxx+

R(wxx + wyy)

σyy = L(εxx + εyy) + 2Mεyy−
R(wxx + wyy)

σxy = σyx = 2Mεxy +R(wyx − wxy)

Hxx = K1wxx +K2wyy +R(εxx − εyy)

Hyy = K1wyy +K2wxx +R(εxx − εyy)

Hxy = K1wxy −K2wyx − 2Rεxy

Hyx = K1wyx −K2wxy + 2Rεxy



(35)

以及平衡方程

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,
∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0

∂Hxx

∂x
+
∂Hxy

∂y
= 0,

∂Hyx

∂x
+
∂Hyy

∂y
= 0

 (36)

总共 21 个方程, 它们可以化成 4 个方程

M∇2ux + (L+M)
∂

∂x
(∇ · u) +

R

(
∂2wx

∂x2
+ 2

∂2wy

∂x∂y
− ∂2wx

∂y2

)
= 0

M∇2uy + (L+M)
∂

∂x
(∇ · u) +

R

(
∂2wy

∂x2
− 2

∂2wx

∂x∂y
− ∂2wy

∂y2

)
= 0

K1∇2wx +R

(
∂2ux
∂x2

− 2
∂2uy
∂x∂y

−

∂2ux
∂y2

)
= 0

K1∇2wy +R

(
∂2uy
∂x2

+ 2
∂2ux
∂x∂y

−

∂2uy
∂y2

)
= 0 (37)

其中

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, ∇ · u =

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

引进新的未知函数 φ(x, y) 与 ψ(x, y) 如下

ux = (L+M)
∂2φ

∂x∂y
+M

∂2ψ

∂x2
+

(L+ 2M)
∂2ψ

∂y2

uy = −
[
(L+ 2M)

∂2φ

∂x2
+M

∂2φ

∂y2
+

(L+M)
∂2ψ

∂x∂y

]
wx = −M(L+ 2M)

R
·[

2
∂2φ

∂x∂y
+
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2

]
wy =

M(L+ 2M)

R
·[

∂2φ

∂x2
− ∂2φ

∂y2
− 2

∂2ψ

∂x∂y

]



(38)

又 L = C12, M = (C11 − C12)/2 = C66, 则式 (37) 化

成

(αΠ1 + βΠ2)
∂2φ

∂x∂y
+(

αΠ1
∂2

∂y2
− βΠ2

∂2

∂x2

)
ψ = 0(

αΠ2
∂2

∂x2
− βΠ1

∂2

∂y2

)
φ+

(αΠ2 + βΠ1)
∂2ψ

∂x∂y
= 0


(39)

这里

Π1 = 3
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
, Π2 = 3

∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
(40)

α = R(L+ 2M)− ωK1, β = RM − ωK1

ω =M(L+ 2M)/R

}
(41)

进而令

φ =

(
βΠ2

∂2

∂x2
− αΠ1

∂2

∂y2

)
F (42)
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ψ = (αΠ1 + δΠ2)
∂2F

∂x∂y
(43)

其中,F (x, y) 可以是任意函数, 我们称它为位移势

函数, 如果

∇2∇2∇2∇2F = 0 (44)

则方程组 (39) 被满足. 方程 (44) 是点群 5 m 五

次对称, 点群 10 mm 十次对称二维准晶平面弹性

的终态控制方程. 虽然点群 5, 5̄ 五次对称, 点群

10, 10 十次对称准晶比点群 5 m 五次对称准晶和

点群 10 mm 十次对称准晶复杂, 但是它们的平面

弹性问题, 在引进类似的位移势之后, 也化成与式

(44) 一样的终态控制方程. 这说明方程 (44) 具有

普遍性.

在假定式 (33) 下, 反平面弹性问题为

∇2uz = 0 (45)

所描写.

如果不用位移势, 而用应力势 G(x, y), 对以上

几类准晶得到

∇2∇2∇2∇2G = 0 (46)

这再次说明四重调和方程的普遍性和重要性, 它

最先由 Li 和 Fan [50] 分析和求解.

6.4 二维八次对称准晶

这里仅考虑点群 8 m 八次对称准晶 (其 Pen-

rose拚砌,见图 3),仍然用假定式 (33),这时得到平

面弹性的终态控制方程为

(∇2∇2∇2∇2 − 4ε∇2∇2Λ2Λ2 +

4εΛ2Λ2Λ2Λ2)F = 0 (47)

其中

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, Λ2 =

∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

ε =
R2(L+M)(K2+K3)

[M(K1+K2+K3)−R2][(L+2M)K1−R2]


(48)

图 3 八次对称准晶的 Penrose 拼砌

L = C12, M = (C11 − C12)/2 = C66 (49)

K1111 = K2222 = K1,

K1122 = K2211 = K2

K1221 = K2112 = K3,

K2121 = K1212 = K1 +K2 +K3

 (50)

R 为耦合弹性常数, 见文献 [50].

6.5 二维十二次对称准晶

这类准晶的电子衍射图像和 Penrose 拼砌见

图 4, 它弹性比较简单, 因为声子场和相位子场不

耦合, 即

R = 0 (51)

在假定 (32) 下, 二维十二次对称准晶平面弹性方

程化成

∇2∇2F = 0, ∇2∇2G = 0 (52)

其中头一个方程为声子场的方程, 和经典弹性平

面问题的终态方程一样, 后一个方程为相位子场

的方程, 见文献 [50].

(a) 

(b) Penrose 

图 4 二维十二次对称准晶
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6.6 三维二十面体准晶

二十面体准晶是目前准晶中最重要的一类,

它外形见图 5. 它的弹性有 36 个场变量和 36 个

场方程, 求解难度最大.

前面的普遍式 (8), (9)和式 (13)对二十面体准

晶也成立, 所不同的是具体的应力 --应变关系, 这

里因为

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (53)

其中 λ 和 µ(= G) 为 Lamé常数; 若分别定义 18 个

分量的应变行矢量和 18个分量的应力行矢量如下

[εij ,wij ] = [ε11, ε22, ε33, ε23, ε31, ε12, w11, w22, w33, w23, w32, w12, w32, w13, w21] (54)

[σij ,Hij ] = [σ11, σ22, σ33, σ23, σ31, σ12, H11, H22, H33, H23, H32, H12, H32, H13, H21] (55)

那么有相位子弹性常数矩阵和声子 --相位子耦合弹性常数矩阵如下

K =



K1 0 0 0 K2 0 0 K2 0

0 K1 0 0 −K2 0 0 K2 0

0 0 K2 +K1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 K1 −K2 0 K2 0 0 −K2

K2 −K2 0 0 K1 −K2 0 0 0 0

0 0 0 K2 0 K1 −K2 0 0

0 0 0 0 0 −K2 K1 −K2 0 −K2

K2 K2 0 0 0 0 0 K1 −K2 0

0 0 0 −K2 0 0 −K2 0 K1



(56)

R = R



1 1 1 0 0 0 0 1 0

−1 −1 1 0 0 0 0 −1 0

0 0 −2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0 −1

1 −1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 −1 0 0 1

0 0 0 0 0 −1 1 0 −1

1 −1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 −1 0 0 1



(57)

37
.4
Ο

37
.1
Ο

20
.9
Ο

图 5 二十面体准晶的一种外形

进而得到应力 --应变关系为

σxx = λθ + 2µεxx +R(wxx + wyy + wzz + wxz)

σyy = λθ + 2µεyy −R(wxx + wyy − wzz + wxz)

σzz = λθ + 2µεyy − 2Rwzz

σyz = 2µεyz +R(wzy − wxy − wyx) = σzy

σzx = 2µεzx +R(wxx − wyy − wzx) = σxz

σxy = 2µεxy +R(wyx − wyz − wxy) = σyx

Hxx = R(εxx − εyy + 2εzx) +K1wxx +

K2(wzx + wxz)

Hyy = R(εxx − εyy − 2εzx) +K1wyy +

K2(wxz − wzx)

Hzz = R(εxx + εyy − 2εzz) + (K1 +K2)wzz

Hyz = −2Rεxy + (K1 −K2)wyz +

K2(wxy − wyx)

Hzx = 2Rεzx + (K1 −K2)wzx +

K2(wxx − wyy)

Hxy = −2R(εyz + εxy) +K1wxy +

K2(wyz − wzy)

Hzy = 2Rεyz + (K1 −K2)wzy −
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K2(wxy + wyx)

Hxz = R(εxx − εyy) +K2(wxx + wyy) +

(K1 −K2)wxz

Hyx = 2R(εxy − εyx) +K1wyx −

K2(wyz + wzy) (58)

这里 θ = εxx + εyy + εzz.

把式 (8) 代入式 (58), 再代入式 (14), 得到二

十面体准晶的位移平衡方程

µ∇2ux + (λ+ µ)
∂

∂x
(∇ · u) +R

(
∂2wx

∂x2
+
∂2wx

∂x∂z
−

∂2wx

∂y2
+ 2

∂2wy

∂x∂y
− 2

∂2wy

∂y∂z
+ 2

∂2wz

∂x∂z

)
= 0

µ∇2uy + (λ+ µ)
∂

∂y
(∇ · u) +R

(
∂2wy

∂x2
− ∂2wx

∂x∂y
−

∂2wy

∂y2
− 2

∂2wx

∂z∂y
− 2

∂2wy

∂x∂z
+ 2

∂2wz

∂y∂z

)
= 0

µ∇2uz + (λ+ µ)
∂

∂z
(∇ · u) +R

(
∂2wx

∂x2
− 2

∂2wx

∂x∂y
−

∂2wx

∂y2
+
∂2wz

∂x2
+
∂2wz

∂y2
− 2

∂2wz

∂z2

)
= 0

K1∇2wx +K2

(
2
∂2wx

∂x∂z
− ∂2wx

∂z2
+ 2

∂2wy

∂y∂z
+

∂2wz

∂x2
− ∂2wz

∂y2

)
+R

(
∂2ux
∂x2

+ 2
∂2ux
∂x∂z

−

∂2ux
∂y2

− 2
∂2uy
∂x∂y

− 2
∂2uy
∂y∂z

+

∂2uz
∂x2

− ∂2uz
∂y2

)
= 0

K1∇2wy +K2

(
2
∂2wx

∂y∂z
− 2

∂2wy

∂x∂z
− 2

∂2wz

∂x∂y
−

∂2wy

∂z2

)
+R

(
∂2uy
∂x2

− 2
∂2ux
∂y∂z

+
∂2uy
∂y2

+

2
∂2ux
∂x∂y

− 2
∂2uy
∂x∂z

− 2
∂2uz
∂x∂y

)
= 0

(K1 −K2)∇2wz +K2

(
2
∂2wz

∂z2
− 2

∂2wy

∂y∂x
+

∂2wx

∂x2
− ∂2wx

∂y2

)
+R

(
∂2uz
∂x2

+ 2
∂2ux
∂x∂z

+

∂2uz
∂y2

− ∂2uz
∂z2

)
= 0

(59)

其中

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

∇ · u =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

.

方程组 (59) 为 6 个未知函数的 6 个二阶偏微分方

程, 直接求它们的精确解析解是很困难的, 下面设

法化简. 设 z 轴为五重对称方向, 可以令

∂

∂z
= 0 (60)

那么 36个方程组化成 32个方程组,相应的终态方

程组 (59) 简化成

µ∇2
1ux + (λ+ µ)

∂

∂x
(∇1 · u1)+

R

(
∂2wx

∂x2
+ 2

∂2wy

∂x∂y
− ∂2wy

∂y2

)
= 0

µ∇2
1uy + (λ+ µ)

∂

∂y
(∇1 · u1)+

R

(
∂2wy

∂x2
− 2

∂2wx

∂x∂y
− ∂2wy

∂y2

)
= 0

µ∇2
1uz +R

(
∂2wx

∂x2
− 2

∂2wy

∂x∂y
− ∂2wx

∂y2
+

∇2
1wz

)
= 0

K1∇2
1wx +K2

(
∂2wz

∂x2
− ∂2wz

∂y2

)
+

R

(
∂2ux
∂x2

− 2
∂2uy
∂x∂y

− ∂2ux
∂y2

+

∂2uz
∂x2

− ∂2uz
∂y2

)
= 0

K1∇2
1wy − 2K2

∂2wz

∂x∂y
+R

(
∂2uy
∂x2

+ 2
∂2ux
∂x∂y

−

∂2uy
∂y2

− 2
∂2uz
∂x∂y

)
= 0

(K1 −K2)∇2
1wz +K2

(
∂2wx

∂x2
− 2

∂2wy

∂x∂y
−

∂2wy

∂y2

)
+R∇2

1uz = 0

(61)

其中

∇2
1 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, u1 = (ux, uy)

∇1 · u1 =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

这样方程组 (61)虽然也是 6个二阶偏微分方程,但

是比式 (59) 化简了许多. 引进位移势函数 F (x, y),

即

ux = R
∂2

∂x∂y
∇2∇2[µαΠ1 + β(λ+ 2µ)Π2]F

+c0R
∂2

∂x∂y
Λ

[
(3µ− λ)

∂4

∂x4
+

10(λ+ µ)
∂4

∂x2∂y2
− (5λ+ 9µ)

∂4

∂y4

]
F

uy = R∇2∇2

[
µα

∂2

∂y2
Π1 − β(λ+ 2µ)

∂2

∂x2
Π2

]
F



512 力 学 进 展 2012 年 第 42 卷

+c0RΛ
2

[
(λ+ 2µ)

∂6

∂x6
− 5(2λ+ 3µ)

∂6

∂x4∂y2
+

5λ
∂6

∂x2∂y4
+ µ

∂6

∂y6

]
F

uz = c1
∂2

∂x∂y

[
(α− β)Λ2Π1Π2 + α

∂2

∂y2
Π2

1 +

β
∂2

∂x2
Π2

2

]
F

wx = −ω ∂2

∂x∂y
∇2[2c0Λ

2∇2 − (α− β)Π1Π2]F

wy = −ω∇2

[
c0Λ

2Λ2∇2 + α
∂2

∂y2
Π2

1 + β
∂2

∂x2
Π2

2

]
F

wz = c2
∂2

∂x∂y

[
(α− β)Λ2Π1Π2 + α

∂2

∂y2
Π2

1 +

β
∂2

∂x2
Π2

2

]
F (62)

那么方程组 (61) 化成一个 12 阶的六重调和方程

如下

∇2∇2∇2∇2∇2∇2F (x, y) = 0 (63)

这一方程由 Fan 和 Guo [56] 于 2005 年首次发现.

如果不用位移势函数, 而用应力势函数

G(x, y), 最终控制方程也是六重调和方程 [57]

∇2∇2∇2∇2∇2∇2G(x, y) = 0 (64)

但是推导从略. 可见这一方程的普遍性和重要性.

我们还得到其他高阶偏微分方程, 这里不一

一介绍.

7 准晶弹性边值问题的解析解— Fourier

分析

从历史上看, 准晶的第一个位错解是法国液

晶学家 De等 [58] 在 1987年发表的,这时距准晶发

现的报道才 3 年, 这一个解发表最早因而十分珍

贵, 他们是用交替法求解的. 但是后来再未见到他

们发表新的解析解了, 这说明其方法并不具有普

遍有效性. 我国武汉大学丁棣华等 [59-61] 发展了

Fourier 方法和 Green 函数法, 直接由方程组去求

解位错问题, 得到若干分析解, 这也是比较早和很

珍贵的工作. 但是他们的方法也只能求解比较简

单的准晶系的和界条件比较简单的位错问题. 看

来发展系统和直接的方法极为必要. 这给中国力

学和应用数学工作者提供了一个机遇.

上一节介绍我们把数目庞大的准晶弹性方程

组化简成一个或少数几个高阶偏微分方程, 已使

求解极大地简化, 目的在发展系统和直接的方法,

以便求得更多更困难问题的分析解. 但是这些方

程阶数很高, 相应的边界条件很复杂. 怎么求解

这些高阶偏微分方程的复杂的边值问题, 是一个

很大的难题. 分离变量法仍然是基本的方法, 其

中 Fourier 分析又是最基本的技术路线. 我们用

Fourier分析求解了许多问题.下面举若干例子. 由

于针对的是求解一个高价偏微分方程, 比 De 等以

及丁棣华等的方法更有效, 得到许多他们未曾解

决过的困难问题的解. 下面举若干具体实例.

7.1 二维准晶的位错

准晶位错的 Burgers 矢量为 (b
∥
1, b

∥
2, b

∥
3, b

⊥
1 , b

⊥
2 ,

b⊥3 ), 对于二维准晶则为 (b
∥
1, b

∥
2, b

∥
3, b

⊥
1 , b

⊥
2 , 0), 因

为 w3 = 0. 在上一节已经把反平面问题同平面问

题分离开来,所以若仅考虑平面问题,那么 Burgers

矢量为 (b
||
1 , b

||
2 , 0, b

⊥
1 , b

⊥
2 ). 可见,这时同时具有 4个

非零的 Burgers 矢量的分量, 求解相当复杂. 不过

线性叠加原理成立, 可以对每一个分量先求解, 然

后叠加, 便可以得到整个问题的解.

对方程 (44) 作 Fourier 变换, 即令

F̂ (ξ, y) =

∫ +∞

−∞
F (x, y)eiξxdξ (65)

那么方程 (44) 化成(
d2

dy2
− ξ2

)4

F̂ (ξ, y) = 0. (66)

常微分方程 (66) 的解, 很容易得到, 其中含有 4 个

待定函数, 通过边界条件 (包括位错条件和无穷远

处的条件) 确定这 4 个函数, 例如

A = 9Jsgnξ/4ξ2, B = 2Jξ2

C = Jsgnξ/2ξ2, D = 0

 (67)

其中

J =
b
∥
1

8(n−m)
. (68)

m =Mα+ (L+ 2M)β, n =Mα− (L+ 2M)β(69)

α = R(L+ 2M)− ωK1, β = RM − ωK1

ω =M(L+ 2M)/R

}
(70)

再由 Fourier 变换的反演 (求逆变换), 得到问题的

解, 例如

ux =
b
∥
1

2π

[
arctan

y

x
+
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(L+M)K1

(L+M)K1 + (MK1 −R2)

xy

r2

]
(71a)

uy =
b
∥
1

2π

[
− MK1 −R2

(L+M)K1 + (MK1 −R2)
ln
r

a
+

(L+M)K1

(L+M)K1 + (MK1 −R2)

y2

r2

]
(71b)

wx =
b
∥
1

2π

(L+M)K1

(L+M)K1 + (MK1 −R2)
·

2x3y

r4
(72a)

wy =
b
∥
1

2π

(L+M)K1

(L+M)K1 + (MK1 −R2)
·

2x2y2

r4
(72b)

σxx = −Ay(3x
2 + y2)

r4
(73a)

σyy = A
y(x2 − y2)

r4
(73b)

σxy = σyx = A
x(x2 − y2)

r4
(73c)

Hxx = −A
R(K1 −K2)

MK1 −R2

x2y(3x2 − y2)

r6
(74a)

Hyy = −A
R(K1 −K2)

MK1 −R2

x2y(3y2 − x2)

r6
(74b)

Hxy = A
R(K1 −K2)

MK1 −R2

xy2(3x2 − y2)

r6
(74c)

Hyx = −A
R(K1 −K2)

MK1 −R2

x3(3y2 − x2)

r6
(74d)

其中, r =
√
x2 + y2, a 代表位错核尺寸, 并且

A =
b
∥
1

π

(L−M)(MK1 −R2)

(L+M)K1 + (MK1 −R2)
. (75)

以上是声子位错分量引起的位移场和应力场. 类

似的求解可以得到由相位子位错分量引起的位移

场和应力场如下

ux =
b⊥1 k0
2πc2

[
xy

r2
− c1 − c2

2c1

2xy3

r4

]
(76a)

uy =
b⊥1 k0
2πc2

[
− xy

r2
+
c1 − c2
2c1

y2(x2 − y2)

r4

]
(76b)

wx =
b⊥1
2π

[
arctan

y

x
+

c0k0
2c1c2

xy(3x2 − y2)(3y2 − x2)

3r6

]
(76c)

wy =
b⊥1
2π

[(
1− L+ 2M

2c1
− M

2c2

)
ln
r

a
+

c0k0
2c1c2

y2(3x2 − y2)2

3r6

]
(76d)

σxx = −c0b
⊥
1 k0
πc1R

x2y(3x2 − y2)

r6
(77a)

σyy = −c0b
⊥
1 k0
πc1R

y3(3x2 − y2)

r6
(77b)

σxy = σyx =
c0b

⊥
1 k0
πc1R

2xy2(y2 − x2)

r6
(77c)

Hxx =
k0b

⊥
1

2πe1

[
(e1 + e2)

y

r2
−

2x2y(3x2 − y2)(3y2 − x2)

r8

]
(78a)

Hyy = − k0b
⊥
1 y

2πe1

[
2(x2 − y2)

r4
+

(x2 − y2)(3x2 − y2)(3y2 − x2)

r8

]
(78b)

Hxy =
k0b

⊥
1

2πe1

[
(e1 + e2)

x

r2
+

2xy2(3x2 − y2)(3y2 − x2)

r8

]
(78c)

Hyx = − k0b
⊥
1 x

2πe1

2(x2 − y2)

r4
+

(x2 − y2)(3x2 − y2)(3y2 − x2)

r8
(78d)

其中

e1 =
2c1c2
c0k0

, e2 =
c1c2
c0k0

(
c′1
c1

+
c′2
c2

)
c′1 = (L+ 2M)K2 −R2, c′2 =MK2 −R2

并且 c0, c1, c2 和 k0 为

c0 = (L+ 2M)R, c1 = (L+ 2M)K1 −R2

c2 =MK1 −R2, k0 = R(K1 −K2)

以上结果表明声子与相位子场是相互耦合的, 比

晶体复杂得多.

这里发展的方法是系统的, 直接的, 是构造性

的,按照确定的步骤,问题的解一定能构造出来,解

的存在和唯一可以用直接代入法验证. 用以上方

法不仅求得了二维五次, 十次对称, 还求得八次对



514 力 学 进 展 2012 年 第 42 卷

称,十二次对称准晶的位错解.这里不一一列举,可

以参考文献 [43-44].

7.2 二维准晶的裂纹

以上发展的方法论不仅求解了一系列准晶位

错问题, 它的重要作用更在于成功地求解了前人

从未求解过的准晶裂纹问题. 准晶在常温和低温

下呈现脆性, 研究其裂纹和断裂问题很有意义. 但

是裂纹问题比位错复杂得多. 位错是一维缺陷, 裂

纹是二维或三维缺陷, 边界条件比位错问题要复

杂得多. 使用 Fourier 变换之后, 未知函数不是化

成代数方程, 而是化成对偶积分方程, 例如

2

d11

∫ ∞

0

[C(ξ)ξ − 6D(ξ)] cos(ξx)dξ =

−p, 0 < x < a∫ ∞

0

ξ−1[C(ξ)ξ − 6D(ξ)] cos(ξx)dξ =

0, x > a

2

d12

∫ ∞

0

D(ξ) cos(ξx)dξ = 0, 0 < x < a∫ ∞

0

ξ−1D(ξ) cos(ξx)dξ = 0, x > a



(79)

这个积分方程可以得到精确解, 即

2C(ξ)ξ = d11pαJ1(aξ), D(ξ) = 0 (80)

其中 J1(aξ) 为第一类 Bessel 函数, 因而问题得解.

进而从 Fourier 变换空间返回物理空间的逆变换

(即 Fourier 反演) 也可以得到精确解, 因而问题被

完全精确求解 [51], 这在准晶研究中是第一次. 结

果列写如下

σxx = −p[1 + r(r1 r2)
−3/2 cos(θ − θ)]−

pr(r1 r2)
−3/2 sin θ sin 3θ

σyy = −p[1− r(r1 r2)
−3/2 cos(θ − θ)]+

pr(r1 r2)
−3/2 sin θ sin 3θ

σxy = σyx = pr(r1 r2)
−3/2 sin θ cos 3θ

Hxx = −4d21pr(r1 r2)
−3/2 sin θ cos 3θ−

6d21pr
3(r1 r2)

−5/2 sin2 θ cos(θ − 5θ)

Hyy = −6d21pr
3(r1 r2)

−5/2 sin2 θ cos(θ − 5θ)

Hxy = 6d21pr
3(r1 r2)

−5/2 sin2 θ sin(θ − 5θ)

Hyx = 4d21pr(r1 r2)
−3/2 sin θ cos 3θ+

6d21pr
3(r1 r2)

−5/2 sin2 θ sin(θ − 5θ)



(81)

其中这些极坐标的意义见图 6.

x

z/x⇁iy

O a

r r
r

↩a

y

θθ
θ

图 6 裂纹坐标系

断裂理论中最重要的物理参量, 例如应力强

度因子和能量释放率都可以计算得到, 例如 [51]

K
∥
I = lim

x→a+

√
2π(x− a)σyy(x, 0) =

√
πap (82)

GI =
1

2

∂W1

∂a
=

1

4

(
1

L+M
+

K1

MK1 −R2

)
(K

∥
I )

2 (83)

从能量释放率可见, 声子场, 相位子场和声子 --相

位子耦合场都有贡献. 这些新物理量对准晶的断

裂研究意义很大. 这是准晶裂纹问题的第一个解,

同时是精确解.

以上结果是针对五次, 十次对称准晶计算出

来的, 对八次, 十二次对称准晶裂纹问题的解也已

经得到 [43-44].

7.3 三维准晶的位错

二十面体准晶无论在理论或实际应用上都是

最重要的. 它的位错问题也极其重要. Yang 等 [62]

得到一个近似解, 即假设声子场与相位子场不耦

合, 也就是令 R = 0.

我们认为这个假设不符合实际情况, 必须排

除, 因而需要重新求解. 这一求解只能从方程 (63)

出发.

对方程 (63) 作 Fourier 变换 (65), 那么它化成

一个 6 阶常微分方程, 含有 6 个待定函数. 由边界

条件 (包括位错条件和无穷远处的条件),确定这 6

个待定函数, 因而得到问题的解如下

ux =
1

2π

(
b
∥
1 arctan

y

x
+ c12

xy

r2
+ c13

xy3

r4

)

uy =
1

2π

[
−c21 ln

r

r0
+ c22

y2

r2
+ c23

y2(y2 − x2)

2r4

]

uz =
1

2π

(
−c31 arctan

y

x
+ c32

xy

r2
+ c33

xy3

r4

)
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wx =
1

2π

(
b⊥1 arctan

y

x
+ c42

xy

r2
+ c43

xy3

r4

)

wy =
1

2π

(
−c51 ln

r

r0
+ c52

y2

r2
+ c53

y2(y2 − x2)

2r4

)

wz =
1

2π

(
−c61 arctan

y

x
+ c62

xy

r2
+ c63

xy3

r4

)
(84)

其中 r2 = x2 + y2, r0 为位错和半径, cij 为常数, 确

定如下

c12 = 2c0{µ(2R2 + c0µ)(λ
2 + 3λµ+ 2µ2)b

∥
1 +

R[−e(λ+ µ) + 2µc0(λ+ 2µ)2]b⊥1 }/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c13 = 2c0R(λ+ µ)[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 +

2µc0(λ+ 2µ)b⊥1 ]/{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c21 = [2c20µ
3(λ+ 2µ)− 2e2]b

∥
1 +

2c0R(λ+ 3µ)eb⊥1 /{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c22 = 2c0{−µ2(λ+ µ)[−2R2 + c0(λ+ 2µ)]b
∥
1 +

R[−(λ+ µ)e+ 2c0µ
2]b⊥1 }/{−e[2e+

µc0(λ+ 2µ)] + µc0(λ+ 2µ) ·

[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c23 = 2c0R(λ+ µ)[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 + 2c0µ

2b⊥1 ]/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c31 = −3c1e{2(c0µ+ 7e)µc0(λ+ 2µ)b
∥
1 +

R{54c20(λ2 + 3λµ+ µ2)− 2(α− β)[e+

µc0(λ+ 2µ)]}b⊥1 }/{4c0R{−e[2e+

µc0(λ+ 2µ)] + µc0(λ+ 2µ)[e+

2µc0(λ+ 2µ)]}}

c32 = 3c1e{2µ[−e+ µc0(λ+ 2µ)]b
∥
1 +

R[−2e+ 2µc0(λ+ 2µ)]b⊥1 }/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] + µc0(λ+ 2µ) ·

[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c33 = −3ec1[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 + 2µc0(λ+ 2µ)b⊥1 ]/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c42 = −2e[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 + 2µc0(λ+ 2µ)b⊥1 ]/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c43 = 0

c51 = {−4eµ2c0(λ+ 2µ)b
∥
1 +

R(2(λ+ 2µ)(e+ 0.5µc0) +

µ{2β2µ+ 2c20(λ+ 2µ)2 +

c0(λ+ 2µ)[−βµ+R2(λ+ µ)]}b⊥1 }/

{R{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}}

c52 = −2e[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 + 2µc0(λ+ 2µ)b⊥1 ]/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c53 = 0

c61 = −3c2e{(2(c0µ+ 7e)µc0(λ+ 2µ)b
∥
1 +

R{54c20(λ2 + 3λµ+ µ2)−

2(α− β)[e+ µc0(λ+ 2µ)]}b⊥1 )}/

4c0R{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c62 = 3ec2{2µ[−e+ µc0(λ+ 2µ)]b
∥
1 +R[−2e+

2µc0(λ+ 2µ)]b⊥1 }/{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]}

c63 = −3ec2[2Rµ(λ+ µ)b
∥
1 + 2µc0(λ+ 2µ)b⊥1 ]/

{−e[2e+ µc0(λ+ 2µ)] +

µc0(λ+ 2µ)[e+ 2µc0(λ+ 2µ)]} (85)

其中,

e = −(λ+ µ)R2

c0 = ω
µK2

2 + (K1 − 3K2)R
2

µ(K1 −K2)−R2

ω = µ(λ+ 2µ)

式 (84) 只列举了位错分量 b
∥
1, b

⊥
1 引起的位移场,

其他分量激发的位移场可以类似地得到.

当相位子场和声子 --相位子耦合场不存在时,
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以上的解还原为晶体的刃型位错的解, 即

ux =
b
∥
1

2π

(
arctan

y

x
+

λ+ µ

λ+ 2µ

xy

r2

)
+

b
∥
2

2π

(
µ

λ+ 2µ
ln

r

r0
+

λ+ µ

λ+ 2µ

x2

r2

)

uy = − b
∥
1

2π

(
µ

λ+ 2µ
ln

r

r0
+

λ+ µ

λ+ 2µ

x2

r2

)
+

b
∥
2

2π

(
arctan

y

x
− λ+ µ

λ+ 2µ

xy

r2

)

uz =
b
∥
3

2π
arctan

y

x
(86)

图 7 和图 8 给出了准晶位错解与晶体位错

解的对比, 计算中使用了材料常数 λ = 74.9, µ =

72.4 GPa, K1 = 72, K2 = −73 MPa, 而耦合常数取

了 3 种不同的数值, 即 R/µ = 0, R/µ = 0.004 和

R/µ = 0.006, 其中头一种情形对应晶体的解.

此工作由 Zhu, Fan 和 Guo [63] 作出.

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0

x/cm

R µ=0

R µ=0.004

R µ=0.006

图 7 二十面体准晶位错的解 (x 方向的变化) 及其和晶

体的解的对比
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0.26
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y/cm

R µ=0

R µ=0.004

R µ=0.006

图 8 二十面体准晶位错的解 (y 方向的变化) 及其和晶

体的解的对比

7.4 三维准晶的裂纹

三维准晶的裂纹自然比位错问题复杂得多,

也更难求解. Zhu和 Fan [64] 用 Fourier变换和对偶

积分方程求解了二十面体准晶的裂纹问题, 这里

仅列出解的位移场

ux/p = c11[(r1r2)
1/2 cos θ̄ − r cos θ] +

c12r
2(r1r2)

−1/2 sin θ sin(θ − θ̄) +

1/2c13r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ cos 3θ̄

−1/2c14r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ sin(θ − 5θ̄)−

1/8c15r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh21 +

1/8c16r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh22

uy/p = c21[(r1r2)
1/2 sin θ̄ − r sin θ] +

c22r[1− r(r1r2)
−1/2 cos(θ − θ̄)] sin θ −

1/2c23r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ sin 3θ̄ +

1/2c24r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ cos(θ − 5θ̄) +

1/8c25r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh11 −

1/8c26r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh12

uz/p = c31[(r1r2)
1/2 cos θ̄ − r cos θ] +

c32r
2(r1r2)

−1/2 sin θ sin(θ − θ̄) +

1/2c33r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ cos 3θ̄ −

1/2c34r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ sin(θ − 5θ̄)−

1/8c35r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh21 +

1/8c36r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh22

wx/p = c41[(r1r2)
1/2 cos θ̄ − r cos θ] +

c42r
2(r1r2)

−1/2 sin θ sin(θ − θ̄) +

1/2c43r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ cos 3θ̄ −

1/2c44r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ sin(θ − 5θ̄)−

1/8c45r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh21 +

1/8c46r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh22

wy/p = c51[(r1r2)
1/2 sin θ̄ − r sin θ] +

c52r[1− r(r1r2)
−1/2 cos(θ − θ̄)] sin θ −

1/2c53r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ sin 3θ̄ +

1/2c54r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ cos(θ − 5θ̄) +

1/8c55r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh11 −
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1/8c56r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh12

wz/p = c61[(r1r2)
1/2 cos θ̄ − r cos θ] +

c62r
2(r1r2)

−1/2 sin θ sin(θ − θ̄) +

1/2c63r
2(r1r2)

−3/2a2 sin2 θ cos 3θ̄ −

1/2c64r
4(r1r2)

−5/2a2 sin3 θ sin(θ − 5θ̄)−

1/8c65r
4(r1r2)

−7/2a2 sin4 θh21 +

1/8c66r
6(r1r2)

−9/2a2 sin5 θh22 (87)

其中

h11 = a2 sin 7θ̄ − 4r2 sin(2θ − 7θ̄)

h12 = 3a2 cos(θ − 9θ̄) + 4r2 cos(3θ − 9θ̄)

h21 = a2 cos 7θ̄ + 4r2 cos(2θ − 7θ̄)

h22 = 3a2 sin(θ − 9θ̄) + 4r2 sin(3θ − 9θ̄)

(88)

常数 cij 如下

ci1 =

6∑
j=1

aj1bj , ci2 =

5∑
j=1

aj1bj+1,

ci3 =
4∑

j=1

aj1bj+2,

ci4 =
3∑

j=1

aj1bj+3,

ci5 =
2∑

j=1

aj1bj+4,

ci6 =

1∑
j=1

aj1bj+5, i = 1, 2, · · · , 6 (89)

θ = (θ1 + θ2)/2, aij 为弹性常数, 见下面公式

a11 = R[2c0(5λ+ 9µ)− αµ]

a12 = R(αµ− 2c0(39λ+ 67αµ))

a13 = 2R(−6αµ+ 8β(λ+ 2µ) +

c0(111λ+ 179µ))

a14 = −2R(157c0λ+ 28βλ+ 249c0µ−

16αµ+ 56βµ)

a15 = 5R(−7αµ+ 16β(λ+ 2µ) +

c0(50λ+ 82µ))

a16 = R(21αµ− 58β(λ+ 2µ)−

8c0(15λ+ 26µ))

a21 = c0R(32λ+ 27µ)

a22 = −14c0R(8λ+ 5µ)

a23 = R(c0(176λ+ 59µ) +

16(βλ− αµ+ 2βµ))

a24 = −8(c0(20λ− 2µ)− 7αµ+

5β(λ+ 2µ))

a25 = 10R(c0(9λ− 7µ) +

4(−2αµ+ β(λ+ 2µ)))

a26 = R(62αµ− 18β(λ+ 2µ) +

c0(−30λ+ 62µ))

a31 = 2c1(24α− 5β)

a32 = c1(−192α+ 78β)

a33 = c1(340α− 226β)

a34 = c1(−352α+ 306β)

a35 = 5c1(47α− 43β)

a36 = c1(−103α+ 85β)

a41 = 0

a43 = −16ωc0

a43 = −16ωc0

a44 = −24ω(2c0 − α+ β)

a45 = 60ω(c0 − α+ β)

a46 = −2ω(20c0 − 27(α− β))

a51 = 0

a52 = 32ω(α− β)

a53 = −16ω(c0 + 7α− 7β)

a54 = 24ω(2c0 + 7α− 7β)

a55 = −4ω(17c0 + 37α− 33β)

a56 = 2ω(28c0 + 43α− 27β)

a61 = 2c2(24α− 5β)

a62 = c2(−192α+ 78β)

a63 = c2(340α− 226β)

a64 = c2(−352α+ 306β)

a65 = 5c2(47α− 43β)

a66 = c2(−103α+ 85β) (90)

而 bj 定义如下

bj = (−1)j
∆j

∆
, j = 1, · · · , 6 (91)
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∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 b13 b14 b15 b16

b21 b22 b23 b24 b25 b26

b31 b32 b33 b34 b35 b36

b41 b42 b43 b44 b45 b46

b51 b52 b53 b54 b55 b56

b61 b62 b63 b64 b65 b66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21 · · · b2,j−1 b2,j+1 · · · b26
b31 · · · b3,j−1 b3,j+1 · · · b36
b41 · · · b4,j−1 b4,j+1 · · · b46
b51 · · · b5,j−1 b5,j+1 · · · b56
b61 · · · b6,j−1 b6,j+1 · · · b66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(92)

元素 bij 为

b11 = −R[αλµ+ c0(22λ
2 + 73λµ+ 54µ2)]

b12 = R[32ω(α− β) + αλµ+

c0(66λ
2 + 215λµ+ 194µ2)]

b13 = −R{c0(32ω + 66λ2 + 347λµ+ 258µ2) +

4{36ω(α− β) + µ[8β(λ+ 2µ)− α(λ+ 8µ)]}}

b14 = R{c0(112ω + 22λ2 + 217λµ+ 86µ2) +

8{32ω(α− β) + µ[14β(λ+ 2µ)−

α(5λ+ 18µ)]}}

b15 = R{−4c0[44ω + (λ− 43µ)µ] +

16ω(16β − 15α) + µ[−160β(λ+ 2µ) +

α(101λ+ 272µ)]}

b16 = R{4c0[41ω − (25λ+ 66µ)µ]−

12ω(11β − 15α) + µ[116β(λ+ 2µ)−

α(121λ+ 284µ)]}

b21 = 2(c2K2 + c1R)(24α− 5β) +

R2[−c0(21λ+ 8µ) + β(λ+ 2µ)− 2αµ]

b22 = (c2K2 − c1R)(−288α+ 98β) +

R2[c0(109λ− 10µ)− β(λ+ 2µ) + 14αµ]

b23 = 4(c2K2 + c1R)(193α− 98β)−

54αµR2 − c0[16K1ω +

R2(220λ− 239µ)]

b24 = 2[−(c2K2 − c1R)(612α− 418β)−

12K1ω(α− β) + 59αµR2] +

5c0[16K1ω +R2(44λ− 157µ)]

b25 = (c2K2 − c1R)(1279α− 1053β) +

108K1ω(α− β)− 145αµR2 + c0[−172K1ω −

5R2(22λ− 216µ)]

b26 = −(c2K2 − c1R)(925α− 821β)−

198K1ω(α− β) + 99αµR2 +

c0[208K1ω +R2(22λ− 1325µ)]

b31 = −2[c2(K1 −K2) + c1R](24α− 5β) +

RK2[c0(42λ+ 45µ)− αµ]

b32 = 2[c2(K1 −K2) + c1R](144α− 49β)−

RK2[c0(242λ+ 267µ)− 3αµ]

b33 = −4[c2(K1 −K2) + c1R](193α− 98β) +

RK2[c0(676λ+ 773µ)− 31αµ+ 32β(λ+ 2µ)]

b34 = 4[c2(K1 −K2) + c1R](306α− 209β)−

RK2[c0(1172λ+ 1391µ)− 129αµ+

144β(λ+ 2µ)]

b35 = −[c2(K1 −K2) + c1R](1279α− 1053β) +

RK2[2c0(675λ+ 839µ)− 247αµ+

288β(λ+ 2µ)]

b36 = [c2(K1 −K2) + c1R](925α− 821β) +

RK2[34c0(31λ+ 41µ)− 265αµ+

332β(λ+ 2µ)]

b41 = −2(c2R+ c1µ)(24α− 5β)

b42 = −4[(c2R+ c1µ)(96α− 39β) +

Rω(20α− 16β + 2c0)]

b43 = −4[19(c2R+ c1µ)(7α− 4β) +

28Rω(α− β)]

b44 = 4[(c2R+ c1µ)(61α− 49β)−

Rω(64α− 36β − 24c0)]

b45 = (c2R+ c1µ)(587α− 521β)−

Rω(232α− 216β − 40c0)

b46 = (c2R+ c1µ)(338α− 300β) +

Rω(200α− 168β − 44c0)

b51 = Rµ[−c0(42λ+ 45µ) + αµ]

b52 = −2R{−4ω(7α− 5β) +

µ[11αµ− 4β(λ+ 2µ)] +

c0[4ω + µ(76λ+ 93µ)]}
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b53 = R{112ω(α− β) + µ[29αµ− 32β(λ+ 2µ)] +

c0[32ω − µ(476λ+ 551µ)]}

b54 = 4R{−ω(92α− 120β) +

µ[31αµ− 56β(λ+ 2µ)] +

2c0[28ω + µ(17λ− 7µ)]}

b55 = R{16ω(4α− 3β) +

µ[147αµ− 176β(λ+ 2µ)] +

2c0[88ω − µ(327λ+ 419µ)]}

b56 = 2R{2ω(7α− 15β)−

µ[59αµ− 78β(λ+ 2µ)]−

c0[78ω − µ(200λ+ 278µ)]}

b61 = −2(c2K2 + c1R)(24α− 5β)−

ω(α+ c0)(K1 +R) +Rc0(42λ+ 46µ)

b62 = 6(c2K2 + c1R)(32α− 13β) +

ω(9Rα− 23K1α+ 32K1β)− 8R2αµ+

3c0[3K1ω +R(3ω − 74Rλ− 80Rµ)]

b63 = −2(c2K2 + c1R)(170α− 113β) +

ω(−36Rα+ 108K1α+ 144K1β) +

8R2(αµ+ βλ) + c0[−20K1ω ++

R(−36ω + 510Rλ+ 523Rµ)]

b64 = 2(c2K2 + c1R)(176α− 153β) +

2ω(42Rα− 98K1α+ 140K1β) +

4R2(5αµ− 56βλ− 112βµ) +

c0[20K1ω +R(84ω − 650Rλ− 625Rµ)]

b65 = −5(c2K2 + c1R)(47α− 43β) +

2ω(−63Rα+ 95K1α+ 150K1β) +

5R2(−9αµ+ 32βλ+ 64βµ)−

2c0{5K1ω +R[63ω − 25R(10λ+ 9µ)]}

b66 = (c2K2 + c1R)(103α− 85β) +

6ω(21Rα− 18K1α+ 31K1β) +

R2(37αµ− 116βλ− 232βµ) +

2c0[K1ω +R(63ω − 120Rλ− 101Rµ)] (93)

裂纹的能量释放率见图 9,裂纹张开位移见图

10.
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图 9 裂纹能量释放率随外载荷的变化以及声子 --相位子

耦合作用的影响
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图 10 相位子和声子 --相位子耦合对裂纹张开位移的影响

以上工作不仅获得了准晶弹性和缺陷问题精

确解的重要信息, 而且大大拓广和发展了国际著

名数学力学家, 英国皇家学会会员 Sneddon [65] 在

Fourier 分析及其应用方面的工作.
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DEVELOPMENT ON MATHEMATICAL THEORY

OF ELASTICITY OF QUASICRYSTALS AND

SOME RELEVANT TOPICS*

FAN Tianyou†

School of Physics, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China

Abstract This paper gives an introduction to the development on mathematical theory of elasticity of

quasicrystals and some relevant topics, in which the physical framework of elasticity is discussed first, the

measuremental data of material constants for quasicrystals in solid phase are one of the most important basis to

the theory and applications and are listed in detail. As the fundamental points, the analytic methods and exact

solutions for various boundary value or boundary-initial value problems are summarized, the Chinese researchers

contributed the effort in this respect. Apart from elasticity, dynamics and plasticity of the novel material are

also discussed. At last the paper offers a simple description on a possible theoretical treatment, from the view

point of elasticity and hydrodynamics, to quasicrystals in soft matter phase observed very recently.
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