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3 北京航空航天大学航空科学与工程学院, 北京 100191

摘    要  自 Newton 和 Leibniz 时代以来, 连续介质力学中的微元体概念一直发挥着基础性

作用. 当研究视域从传统工程材料拓展至生命体时, 由于生命体的多尺度、多层级特征, 微

元体这一经典概念面临新的挑战. 本文聚焦于分形与分数阶微积分的交叉融合, 分析了生物

多级结构中分形雪花与物理分形空间的抽象过程, 回顾了分数阶力学的探索历程. 本文从两

个经典问题——即“Mandelbrot 之问”与“L’Hospital 之问”——出发, 展示了如下探索路径:

(a) 从几何分形到物理分形, (b) 从运动学到动力学, (c) 从分形维数到分数阶次. 具体内容

包括: (a) 从生物体中抽象出的分形雪花及其生长运动学, (b) 从生命体中抽象出的分数阶

算子及其理论建构; (c) 分数阶算子理论的应用. 在此基础上, 本文梳理了微元体概念从经

典单元、代表性体积单元 RVE、点阵单胞、力学超材料单胞到分形胞元的演化脉络, 探讨

了分数阶次的多重来源与分形−分数阶的时空关联性. 本文认为, 物理分形空间中的力学呈

现非整数阶、非有理、非初等与非局部化的特征, 这为拓展力学的新疆界提供了全新的

思路.
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 1  引　言

 1.1  分形与分数阶微积分的两个经典问题

科学史上, 一些重要发现往往起源于看似简单的提问. Mandelbrot (1967) 在 Science 上发表

了一篇短文, 题为《英国的海岸线有多长? 统计自相似和分数维度》. 文章一经发表便震动科学

界. Mandelbrot (1977, 1982) 指出, 英国海岸线的测量长度取决于所用尺子的精度: 尺子越短, 测

量结果越长; 若尺子无限精细, 测量结果趋于无穷. 换言之, 海岸线的长度竟然不是个定值, 根本

测不准. 这彻底颠覆了人们的直觉, 连长度都不可度量了！Mandelbrot 揭示了悖论的根源, 即人

们熟悉的空间是具有整数维数的 Euclid 空间, 而海岸线是一种具有分数维数的新空间: 分形空

间. 用 Euclid 空间的尺子度量分形空间, 自然会出现测不准的现象. 分形概念的诞生极大地拓展

了人们的空间观, 随后分形几何逐步发展, 并迅速渗透到了众多学科之中, 从物理学到生物学,

从材料科学到经济学 , 无不留下分形思想的印记  (Vulpiani  2016, Patiño-Ortiz  et  al.  2024,

Diliūnas et al. 2026, Sotomayor-del-Moral et al. 2026).

早在分形诞生前 3 个世纪 , 1695 年 , L’Hospital 在致 Leibniz 的私人通信中提出了一个匪夷

所思的问题: “你定义了 n 阶导数 dⁿ/dtⁿ, 如果 n 取 1/2 会如何? ”猛一听, 这问题似乎有点异想天

开 . 但睿智的 Leibniz 丝毫没有轻视 L’Hospital 之问 , 他说这可能导致悖论 , 但也预言性地补充

道: “有朝一日它将产生有用的结果, 因为还没有无用的悖论”. 此后, Euler、Laplace、Fourier、

Abel、Riemann、Liouville 等数学大师相继在这一方向上做出了贡献 , 他们纷纷登场、接力探

索, 携手开创了分数阶微积分的辉煌时代 (Podlubny 1999, Machado et al. 2011). 这些伟大先驱

们的远见卓识, 为后世留下了一笔丰厚的思想遗产.

Mandelbrot 与 L’Hospital 之问给予后世研究者一个深刻启示: 好的问题本身就是最强大的

引擎. 问了一个好问题, 往往就意味着开启了一个新的学科方向. 分形与分数阶微积分各自经历

了漫长的发展历程, 一个自然而然的问题是: 分形涉及分数维, 分数阶微积分有分数阶, 二者之

间是否存在某种内在联系? 如果存在, 这种联系又意味着什么? 这些问题构成了本文的出发点.

 1.2  分数阶的物理起源之问

2000 年, 本研究组问了第一个有趣的“小问题”: “分形涉及分数维; 分数阶微积分涉及分数

阶. 分数维与分数阶, 都是分数, 二者有关联吗? ”提这个问题完全是基于直觉和联想, 当时并没

有意识到它有多重要. 2010 年, 又问了第二个问题: “分数阶的阶次取决于什么因素? ”在这“小问

题”背后还隐藏着一个“不算小”的问题: “分数阶到底起源于何处? ”提出这样的问题, 是因为深
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切地意识到了其背后的重大科学价值.

力学和物理学的基本方程, 大都是由算子刻画的守恒律微分方程 (邱志平 等 2025). 其导数

算子应该追溯到 Newton 和 Leibniz 的质点力学

F = m
d2r
dt2

(1)

一般多维空间中, 力学和物理学的基本规律, 大都由不变量微分算子刻画. 例如, 固体力学

中的平衡微分方程

∇ · σ + f = 0 (2)

流体力学中的 N-S 方程

−∇p+∇ · σ + f = ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
(3)

波动力学中的波动方程

∂
2
u

∂t2
= c2∆u (4)

∇ (·) ∆ (·)

∆∆(·)

式中 , 最常见的是整数阶微分算子 , 如梯度算子    (1 阶矢量微分算子)、Laplace 算子  

(2 阶标量微分算子)、双调和算子    (4 阶标量微分算子) 等. 这些整数阶算子具有明确的数

学与物理含义, 其阶次的决定因素既有数学的也有物理的. 经典整数阶算子及其阶次都有清晰的

数学力学起源和物理力学背景 (Katsikadelis 2019).

然而, 从 L’Hospital 之问可知, 1/2 阶导数最初完全是好奇心和想象力的产物. 换言之, 1/2

分数阶在很长一段时间里更像是“基于直觉的设想”, 缺乏明确的物理实在. 这就带来了不可调和

的矛盾: 一方面, 数学家们随心所欲地定义了各种各样的分数阶导数和分数阶积分, 迄今已有数

十种定义; 另一方面, 力学和物理学学者在探索具体问题时, 由于不清楚分数阶算子的物理来源,

往往不知道应该选用哪一种定义. 这种不确定性在一定程度上制约了分数阶微积分在力学与物

理学中的精准应用. 造成这种不确定性的深层原因在于: 分数阶算子的物理起源尚不够清晰, 决

定分数阶次的因素也有待进一步认识.

分数阶的物理起源之问, 实际上是在追问一个更为根本的问题: 为什么经典力学中长期占据

主导地位的是整数阶算子? 答案隐藏在微元体这个概念的深处 (图 1). 欧几里得空间是连续、光

滑、平坦、整数维的空间形式, 微元体就是微小尺度上的欧几里得空间. 而连续介质力学和物理

学的基本方程都是建立在微元体之上的守恒律方程 (刘敬喜和李国清 2018). 在经典框架中, 整

数阶算子与微元体概念是深度捆绑的: 前者定义在后者之上, 后者为前者提供了不可替代的物理

承载. 微元体是封闭的、局部的、连续的、整数维的, 其上的力学行为只能用局域性的微分算子

来描述, 而局域性微分算子的阶次必然是整数. 这种捆绑是如此自然, 以至于极少意识到它其实

是一个需要被审视的“默认设置”. 因此, 在经典框架内追问分数阶的起源, 几乎不可能得到令人

满意的答案: 因为分数阶算子既没有对应的微元体承载, 也没有守恒律方程的物理根基. 若分数

阶确实存在于物理世界中, 那么需要改变的或许不是分数阶的定义方式, 而是研究者对“微元体”

的想象. 发现一种新的算子, 往往意味着需要发现一种新的微元体. 分数阶的物理起源之问与微
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元体的演化之问, 本就是同一个硬币的两面.

 1.3  从几何分形到物理分形的探索之路

2018 年 , 本研究组在分析肌腱等多级生物材料时迎来了一次重要转机  (Guo et al. 2019,

2020). 肌腱具有明显的多级纤维结构: 从宏观到微观通常包含数个结构层次, 如果“个性化地”逐

级分析, 力学模型将变得极其复杂. 研究组曾尝试从肌腱横截面的分形特征入手, 希望能揭示分

形维数与分数阶次之间的关联, 但未能成功. 困惑之际, 意识到探索的方向可能偏了: 力和变形

是沿着肌腱纵向传递的, 真正重要的应当是纵向信息而非横向信息.

于是, 研究方向转向分析力和变形沿肌腱纵向的传递. 研究组采取了一条“反其道而行之”的

思路: 不再逐级分析每一层的细节, 而是寻求不同层级之间的共性. 经过一系列抽象尝试, 从纤

维束到单条纤维链, 从有限层级到无穷层级的理想化操作, 从力和变形的逐级传递到等效网络的

建立, 一套新的概念逐渐形成: 物理分形、分形胞元、分形算子 (Yin et al. 2022b).

特别值得注意的是, 从有限到无穷这一看似“不合理”的反常操作, 使问题变得超常清晰. 正

如幂级数所示

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · (|x| < 1) (5)

有限项求和时, 项数越多计算越繁. 而无穷项求和若收敛, 则可得到简洁的封闭形式. 可谓

物极必反, 量变引起质变. 正是这一理想化操作, 使得原本隐藏在纤维链中的分形结构透过“抽

象化的透镜”, 被呈现了出来.

这些概念的引入, 使得原本复杂的多级结构力学分析变得相对简洁. 更重要的是, 它们揭示

了分形与分数阶之间一条可能的内在联系通道. 这些探索构成了本文所述“分数阶生命体力学”

的雏形. 值得一提的是, 分形维数的深刻性远不止于描述海岸线的曲折. 2025 年, 王虹与 Zahl 合

作证明的三维挂谷猜想显示 (Wang & Zahl 2025a, 2025b): 一个集合在 Lebesgue 测度下可以任
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图 1

经典微元体的概念
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意小, 其 Hausdorff 维数却必须等于空间维数. 体积可以忽略, 维度却不可压缩. 挂谷猜想中的集

合与本文讨论的物理分形共享一个深层逻辑: 正如 Kakeya 集需要用 Hausdorff 维数而非普通测

度来度量, 生命体中的多级结构也需要用分数阶算子而非整数阶方程来描述. 分形雪花让研究者

看见了这种“语言不匹配”的现象, 而物理分形则为它找到了“新的语法”.

本文旨在回顾本研究组近 20 余年来的探索历程, 内容包括从生物多级结构中抽象出的分形

雪花与物理分形空间以及分数阶生命体力学. 这一历程分为 2 条主线: 第一条主线是研究组从生

物多级结构中抽象出分形雪花, 建立了分形结构的生长运动学, 回答了结构“怎样”生长的问题

(杨帆 2014); 第二条主线是研究组从生命体中抽象出物理分形空间与分形胞元, 建立了分数阶生

命体力学 , 回答了“为什么”会长成这样以及“分数阶从何而来”的问题  (Guo et al. 2019; Peng

et al. 2021; Yin et al. 2022a, 2022b, 2025a, 2025b; 渐徵墨 2026). 2 条主线从运动学到动力学、从

几何分形到物理分形层层递进, 最终汇合于对连续介质力学最基础概念“微元体”的深刻反思, 如

图 2 所示.

全文在结构上遵循“概念层→理论层→方法层”的三级递进逻辑. 第 2 章属于概念层, 从生物

多级结构中抽象出分形雪花, 引入比例运动、比例运动变换群等概念, 将分形生长还原为“压缩−

平移”基本运动的交替循环, 为后续动力学分析奠定运动学基础. 第 3 章进入理论层, 从生命体的

物理结构中抽象出物理分形空间与分形胞元, 建立分形算子与分数阶力学的基本框架; 第 3.4 节

进一步提出基于算子化思想的分数阶系统设计方法, 将理论落地为可操作的分析工具. 第 4 章则
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图 2

本文的结构安排
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将分形胞元置于材料力学基本分析单元的历史演化脉络中, 阐明其对经典微元体概念的拓展意

义. 第 5 章在交叉力学视域下, 探讨分数阶次的多重来源与分形−分数阶的时空关联性, 第 6 章给

出总结与展望. 整条线索从“描述结构如何生长”到“解释响应为何呈现分数阶”, 再到“如何设计

与计算”, 层层深入.

本文综述了研究组为力学学科贡献的一批新概念: 物理分形, 区别于几何分形, 是由物理元

件组装而成的无穷级自全等拓扑结构; 分形胞元, 物理分形的最少重复单元, 具有开放性、非局

部性与离散性; 分形算子, 刻画物理分形本构关系的核心数学对象, 表观上呈现为分数阶非有理

算子; 以及算子化思想, 将系统的内蕴结构、记忆与非局部关联全部凝结于算子之中, 与外部激

励解耦. 这些概念均有明确的力学实体作为对应, 无一凭空而来, 它们是从真实生物结构中层层

抽象、反复提炼而得的. 在这些概念基础上, 进一步综述了研究组提出的一系列新思想: 从“分而

治之”的分析思维转向“合而观之”的综合思维, 以“局部=整体”的无穷嵌套公理取代欧几里得“整

体大于局部”的第五公理, 并揭示出物理分形空间中的力学具有“四非”特征: 非整数阶、非有理、

非初等、非局部. 这意味着, 大自然的本征语言并非牛顿−莱布尼茨的整数阶微积分, 而是一种

更贴近其自身结构的分数阶描述.

在新方法层面, 物理分形的建模遵循“4 次抽象 (3.2.1 节) →算子代数方程→数值逼近”的路

径: 先从生物结构中抽象出无穷级自全等拓扑, 再利用分形胞元的“局部=整体”等价关系建立算

子域中的不动点方程, 求解得到分形算子 (即分数阶非有理算子). 本文以肌腱纤维为例, 完整呈

现了这一抽象过程的全部细节: 从纤维束到单条纤维链, 从有限层级到无穷层级, 从力学元件网

络到分形胞元, 为链状纤维结构及其长时程黏弹性力学行为的精准建模提供了可推广的方法示

范. 工程实现时, 采用深度截断将无穷级结构化为有限维整数阶系统, 并将其响应核展开为高效

的 Prony 级数, 从而将时域计算复杂度由直接卷积的二次量级降至线性量级, 存储需求也大幅降

低. 针对肌腱/韧带纤维、密质骨纤维、动脉血流、神经信号传导等典型场景, 研究组建立了分

形胞元标准库 (渐徵墨 等 2026), 研究者可根据材料的多级特征选用相应模板, 通过实验数据拟

合元件参数, 借助开源数值工具包即可在有限元分析中高效获得分数阶本构响应. 这些方法的具

体细节和数值验证将在第 3.4 节和第 5.1 节中展开.

综上, 本文的章节安排既反映了认识深化的自然顺序, 也兼顾了从理论建构到工程落地的完

整闭环, 力图为读者呈现一条从“几何分形”通往“物理分形”与“分数阶力学”的清晰路径.

 2  从生物体中抽象出的分形雪花及其生长运动学

 2.1  几何分形与维数

DH DT DH > DT

分形是一门描述自然界中不规则事物的规律性的学科, 其原意是“不规则的、分数的、支离

破碎的”物体 (Mandelbrot 1967). 分形这一概念由 Mandelbrot 在其系列研究中逐步确立 . 他在

Science 上那篇划时代的论文发表后, 进一步将分形的概念系统化. Mandelbrot 指出, 对于一个集

合 , 若其 Hausdorff 维数   严格大于其拓扑维数   , 即   , 则该集合可称为分形集 . 随

后, Mandelbrot 进一步提出了一个更为实用的定义: 组成部分以某种方式与整体相似的形体叫
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分形. 需要注意的是, 这里的“某种方式”是指“自相似”, 与欧氏几何中的“相似性”是 2 个相关但

又不同的概念.

DS

S1, S2, · · · , SN

Si 1/ri 0 < ri < 1 i = 1, 2, · · · , N ri = r

为定量刻画分形, 需要引入维数的概念. 维数不仅仅是一个数, 它刻画了分形集合的“复杂度”

或“填充空间的能力”. 但仅凭单一维数指标去刻画各类复杂形态, 仍远不足以揭示其全部特征.

例如, 3 次 Koch 曲线的相似维数是 1.2618, 但仅凭 1.2618 并不能知晓几何系统的复杂程度, 甚至

都不能确定研究对象是线还是面. 因此, 这在一定程度上凸显了扩展分形维数的必要性. 根据研

究对象和领域的不同, 产生了其他类型的维数定义. 相似维数   的提出是把经验维数扩大为非

整数值的划时代进展. 设分形整体 S 是由 N 个非重叠的部分   组成, 如果每一个部

分   经过放大   倍后可与 S 全等 (  ,   ), 并且   , 则相似维数为

DS =
lnN

ln
(
1

r

) (6)

如果 ri 不全等, 则定义

N∑
i=1

rDS
i = 1 (7)

DS

DH

相似维数   只能应用在具有严格自相似的有规分形 , 而定义包括随机图形在内的任意图

形, 需要采用 Hausdorff 维数   , 其数学表达式如下

DH = lim
δ→0

lnN (δ)

ln
(
1

δ

) (8)

N(δ) δ− {Ui} DH

DS DH DS

DH

Di Dg

式中, 的   表示   覆盖   的个数,   又可称为覆盖维数和量规维数. 简单来说, 相似维数

 是 Hausdorff 维数   的一种特例, 专门用来处理整体与局部自相似的集合. 但   不能考虑几

何边界比较粗糙, 处处连续但处处不可导的情况, 此时   的作用彰显出来. 类似地, 还可以定义

适用于不同情况和场景下的各类维数, 如信息维数   、关联维数   、谱维数 D 等 (李后强和

汪富泉 1992, 文志英和井竹君 1995, 张济忠 2011).

DS可以根据相似维数   的定义求得常见分形几何花样的维数, 如图 3 所示. 在计算过程中, 可

以证实, 一些表面上很相似的维数定义, 它们具有的性质可能差别很大. 不应当假定不同的定义

对同一集合能给出相同的维数值, 即使对十分“规则”的集也是如此. 建立一种“维数”的核心思想

在于寻找反映研究对象特征属性的参数表达形式. 该特征可以是几何形貌, 同样也可以拓展至物

理功能. 研究者总希望当分形的“维数”给定后, 该集合的某项特征信息也就随之确定了. 在分形

研究中, 很难找到一个对任何事物都适用的分形维数的定义. 对于不同的测维对象, 某一种维数

定义并不一定适用于所有测维对象. 因此, 对于不同的分形体系, 将分形维数的概念进行扩展显

得尤为必要 . 需要强调的是 , 经典分形几何中的规则分形集 : Cantor 集、Koch 曲线、Sierpin-

ski 垫片等均满足上述维数定义. 这些几何分形虽具有分数维数, 但仍可在 Euclid 空间的框架下

加以描述 (Fernández-Martínez et al. 2016). 当研究对象从静态几何图形拓展到具有物理功能的

系统时, 是否会出现新的分形形态, 这构成了本文后续讨论的重要背景.
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 2.2  生物多级结构及其生长

生物体的一个普遍特征是具有多级结构 (Fung 1993, 1996). 冯元桢先生曾提出“分层次、分

级别、分尺度定义生物力学的基本概念”的观点 (冯元桢 1983). 这一思路对于理解生物体的复

杂性具有指导意义 , 但在具体实施中也会遇到新的问题  (冯西桥  2017, Stupp & Braun 1997,

Chen et al. 2012, Rho et al. 1998, Vincent 2012, Wegst & Ashby 2004). 例如, 花椰菜与人类头发

均由多级子结构组成, 若在不同层级上分别定义密度等物理量, 同一物体上将出现多个不同的数

值, 仅密度一个物理量就具有如此复杂性, 生物多级结构的力学描述必将更加复杂.

以人类头发 (图 4(a)) 与羊毛纤维 (图 4(b)) 为例, 它们通常包含六至七级子结构. 其中, 第

二级子结构 (原纤维) 的横截面可抽象为 3 分圆, 第三级子结构 (微纤维) 的横截面可抽象为 (9 +

2) 分圆. 两者可视为 2 种单重分形胞元, 经过混合排列可形成 (3,9 + 2) 与 (9 + 2,3) 2 种双重分

形结构 (图 4(c) ~ 图 4(d)) . (9 + 2) 分圆作为一种稀疏结构, 在毛发纤维中较为普遍, 这可能与

其输运及保温功能有关. 该拓扑结构有 2 种互为同素异构体的形式, 对应着 2 种不同的对称性破

缺模式 (Yin et al. 2009). 由于对称性破缺是自然界中普遍存在的客观实在, 对这类具有对称性

破缺的分形花样的研究具有重要的科学意义.

文献中曾推导出规则双重分形集的分形维数公式 (Yin et al. 2010a). 对于 (3,9 + 2) 双重分

形结构, 其分形维数约为 1.6379, 接近黄金数 1.618, 因此也被称为黄金分形. 有研究表明, 羊毛纤

维的优化传热性能可能与其分形维数接近黄金数有关: 数学中黄金数通常与某种优化性质相关

联, 这提示这类分形纤维力学性质的优化可能是一个值得深入研究的课题 (Fan & Liu 2013).

协调生长是生物体正常活动的重要保证 (Robert et al. 2023). 在协调生长过程中, 存在一个

特殊的比例生长阶段. 以人类为例, 0 ~ 3 岁阶段即为等比例生长阶段, 头部尺寸与身高保持恒定

比例 . 这一阶段的生物多级结构究竟如何生长 , 是一个看似简单却难以回答的问题 . 为探讨这

一问题, 可以将生物多级结构的生长与分形几何学以及力学中的运动学相结合, 这正是本章的

核心.

 

a b

c d

e f

g h

 

图 3

常见的分形几何花样 (周扬杰 等 2024). (a) 谢尔宾斯基三角形, (b) 谢尔宾斯基地毯, (c) 勾股

树, (d) 迭代树, (e) 科赫雪花曲线, (f) 三维谢尔宾斯基三角形, (g) 谢尔宾斯基海绵, (h) 莱维 C 形

曲线
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 2.3  分形生长运动学

 2.3.1  超级分形雪花的漂亮性质

从人类小肠绒毛 (图 5(a)) 中可抽象出 (6 + 1) 分圆与 (9 + 2) 分圆交替排列构成的超级分

形雪花. 之所以冠以“超级”之名, 是因为与经典规则分形雪花 (图 5(b)) 相比, 它具有独特的“超

级不变性质”: 超级均匀性、超级守恒性和超级连通性 (Yin et al. 2010b).

rs =
1

3
i j超级分形雪花 (图 5(c) ~ 图 5 (d)) 的自相似比为   . 第   级结构的第   级子结构中的最

短距离为

d(i,j) =
rj−1
s (1− 3rs) + 2ri+1

s

1− rs
r0 =

1

3i
r0 (9)

d(i,j) j

lim
i→∞

d(i,j) = 0

这一表达式看似简单, 却蕴含着令人惊叹的信息:   与上指标“   ”无关, 意味着同一级结

构内所有子结构之间的最短距离完全相等: 这就是超级均匀性. 同时, 宏观生长速度等于微观生

长速度、宏观稠密度等于微观稠密度: 这就是超级守恒性. 当级数趋于无穷时,   , 所

有最短距离同时趋于零: 这就是超级连通性, 结构从微观到宏观同时连通.

弥散型超级分形雪花 (图 5(d)) 的奥妙之处, 远不止于其视觉上的精致. 与经典的 Koch 雪花

不同: 后者只是在边界上不断添加锯齿, 而内部始终保持空旷; 弥散型超级分形雪花的每一级结

构都在填充上一级留下的空隙, 是一种真正意义上的“内部生长”. 它的超均匀性意味着, 无论从

哪一级、哪一个局部去观察, 结构都具有相同的致密程度; 它的极限连通性则意味着, 当级数趋

于无穷时, 整个结构中任意相邻的 2 点都同时连成一片: 不是局部的接触, 而是全局的贯通. 这
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图 4

从生物多级结构中抽象出的分形结构 (Fan et al. 2008, He et al. 2009). (a) 人类头发纤维, (b) 羊

毛纤维的多级结构, (c)(3,9 + 2) 双重分形结构, (d)(9 + 2,3) 双重分形结构
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种将“均匀”与“连通”推向极致的性质, 在经典分形几何中几乎从未出现过. 更加令人惊叹的是,

实现这种性质的路径并非唯一. 弥散型超级分形雪花在生长过程中, 每一次压缩与平移的比例都

固定为 1/3: 这个不变性如同一道无形的“规则”, 约束着结构的每一次演化. 改变初始构型、调

整平移方式, 都可以生成不同的弥散型雪花, 但只要 1/3 这个比例不变, 最终呈现的雪花就共享

同一种深层秩序. 换句话说, 生成方式可以有无数种, 但归宿却是同一个. 这种“殊途同归”的美

妙现象, 在本质上是一种深刻的不变性: 它不是某个几何量的不变, 而是一种生成法则的不变,

一种结构逻辑的不变. 从经典分形的视角看, 这已经超越了分形几何的范畴, 进入了某种更为本

质的层面: 结构如何通过规则的重复来逼近一个理想状态. 与 Koch 雪花的边界分形相比 (Lap-

idus & Pearse 2006), 弥散型超级分形雪花的内部连通真正揭示了分形的另一面: 它不再是表面

上的锯齿与褶皱, 而是空间本身被一种隐秘的规则不断重构、不断精细化的过程. 正是在这个意

义上, 分形雪花不仅是一个数学构造, 更是一种关于“生长”的哲学隐喻.

 2.3.2  生长过程中的若干奇异现象

然而, 在深入研究分形雪花的过程中, 几类奇异现象逐渐浮现出来 (Yin et al. 2010b).

奇异现象一: 满足超级性质的分形雪花并非独一无二. 改变参数后, 仍然可以得到具有类似

“同时趋于连通”性质的结构. 这说明超级性质并非某个特定结构的专利, 而是一类结构所共有的

性质, 构成一个集合而非单元素集.

 

a b

c d

第1级结构 第2级结构 第1级结构 第2级结构

第3级结构 第4级结构 第3级结构 第4级结构 

图 5

超级分形雪花 (Yin et al. 2010b). (a) 人类的小肠绒毛, (b) 千姿百态的雪花, (c) 密排型超级分形

雪花, (d) 弥散型超级分形雪花
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奇异现象二: 当参数变化超过某一范围后, 结构的生长可能在有限级数内终止. 在某些参数

下分形雪花只生长到第四级, 相邻单元就发生了连通, 堵塞了继续生长的空间. 这一现象打破了

“规则分形必然无限生长”的经典预期, 引出了“什么条件决定生长极限”这一根本问题.

奇异现象三: 在某些条件下, 结构的自相似性可能不再保持. 一旦打破某些限制条件, 局部

与整体的相似性便不复存在. 这说明自相似性并非分形结构的固有属性, 而是需要在特定条件下

才能维持的“脆弱”性质.

奇异现象四: 这类分形雪花的生成模式与经典分形几何中的“凿去”模式或“外生”模式不尽

相同. 它既不完全属于“向里凿”的范畴, 也不完全属于“向外长”的范畴, 似乎暗示着经典分形几

何的生成模式分类可能并不完备, 存在第三类生成模式等待被发现.

这四类奇异现象看似各不相干, 却指向同一个结论: 经典分形几何的描述框架在面对生长过

程时存在边界. 有限生长、自相似丧失、生成模式无法归类: 这些都不是偶然的例外, 而是系统

性的信号, 提示研究者需要一种新的语言来刻画分形结构的动态行为. 现象的“奇异”往往不是现

象本身的缺陷, 而是既有概念框架的边界标志. 正是在这些边界处, 新的概念才得以萌芽. 上述现

象的共同指向是: 分形的本质或许不在于它的最终形态, 而在于它是如何到达那里的. 从这种意

义上说, 这些奇异现象并非对经典分形理论的否定, 而是对其的补充与拓展: 它们将注意力从“结

构是什么”引向“结构如何成为”. 这一视角的转换, 正是后续比例运动理论得以建立的认知前提.

 2.3.3  比例运动与比例运动变换群

精细地解剖分形雪花的生长运动过程, 可以从其纷繁复杂的表象中提炼出新概念. 以弥散型

分形雪花 (图 6(a)) 为例, 其形成过程可分解为 2 种基本运动的交替循环 (Yang et al. 2015).

d0

d1 = (1/3) d0

D1 = 2d1

d2 = (1/3) d1 D2 = (1/3)D1

第一种是压缩运动 : 将直径为   的胞元进行中心对称压缩 , 压缩后的小圆盘直径为

 . 第二种是平移运动: 保持中心小圆盘不动, 原位复制后, 将复制品的圆心分别沿六

等分的径向方向中心对称地平移至轮廓线上, 平移距离为   , 从而得到第 1 级结构的 (6 +

1) 花样. 然后按照同样的 1/3 固定比例生成   、   的第 2 级结构. 重复上

述过程, 经无穷多次循环, 即得弥散型分形雪花.

上述 2 种基本运动具有如下特征: (a)“压缩运动/平移运动”交替出现, 形成循环; (b) 每次循

 

a b

0

1 1

2
2

1

1

2
2

···
···

0

 

图 6

比例生长运动模式  (Yang et al. 2015). (a) 弥散型分形雪花的比例生长运动过程 , (b) Sierpin-

ski 垫片的比例生长运动过程
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rs(1)

rs(2)

环生成分形雪花的某一级结构; (c) 压缩运动序列和平移运动序列各自成比例. 由此可以定义比

例运动的概念: 在“压缩运动/平移运动”的循环中, 若压缩运动序列特征度量之比为定值   , 平

移运动序列特征度量之比也为定值   , 则称为比例运动. 这 2 个比例运动变换群定义了一种具

有普遍意义的比例运动模式. 这一概念不仅适用于分形雪花, 也适用于其他规则分形集, 如借助

比例运动概念可以解释 Sierpinski 垫片的生成过程 (图 6(b)) . 比例生长运动学的任务, 就是研究

多级结构在比例运动变换群下的不变性质.

rs(1) rs(2)

比例运动的提炼, 其奥妙在于它揭示了一个看似矛盾的事实: 分形雪花令人眼花缭乱的复杂

形态, 竟源于压缩与平移这 2 种再简单不过的基本运动. 正如音乐中的 7 个音符可以编织出无穷

无尽的旋律, 2 种操作的交替循环, 竟能生成千姿百态的分形结构. 这种“极简规则生成极丰形态”

的特征, 正是分形世界中最迷人的悖论之一. 更值得一提的是,   与   这 2 个比例: 一个刻画

缩小的速率, 一个刻画疏密的演化, 各自独立, 却协同决定了结构的最终面貌. 两者相等时, 结构

自相似; 不等时, 自相似随之消失. 比例运动概念的普适性同样值得深思: 它不只属于分形雪花,

任何通过重复“压缩−平移”循环生成的多级结构都可以纳入这个框架. 分形雪花之所以特别, 不

在于它本身的形态, 而在于它第一次让研究者清晰地“看见”了这种深层秩序的存在. 秩序是普遍

的, 而看清秩序的眼睛, 却往往需要一朵恰到好处的雪花来唤醒.

 2.3.4  自相似性的充分必要条件

不变性质之一是自相似性. 基于比例运动变换群, 可以回答一个关键问题: 怎样才能保证一

个多级结构的自相似性?

d0 d1 = rs(1)d0 D1/2

d2 = rs(1)d1 D2/2 = rs(2)D1/2

为揭示问题的本质, 构造一个最简单的多级结构: 二分形线段 (图 7). 其生成过程如下: 将长

度为   的初始线段中心对称压缩至   ; 原位复制后分别向左、右平移   得第 1 级结

构 ; 再按比例运动模式生成   、   的第 2 级结构 ; 无限循环即得二分形

线段.

L2/L1 = L3/L2 = · · ·

l2/l1 = l3/l2 = · · ·

若该二分形线段具有自相似性, 则需满足: (a) 表观特征长度之比为定值  

(图 8(a)); (b) 间隙特征长度之比也为定值    (图 8(b)); (c) 这 2 个定值必须相等.
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图 7

由比例运动生成的二分形线段
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rs(1) = rs(2)

rs(1) = rs(2)

由此可导出   . 反之若该等式成立则结构必然具有自相似性. 由此得到核心命题: 由比

例运动生成的多级结构具有自相似性, 当且仅当 2 个比例运动变换群相似, 即   .

rs = 1/3

这一命题具有深远意义. 从力学角度看, 2 个比例运动之间可以毫无关联、完全独立; 从几

何角度看, 要生成自相似结构, 2 个比例运动变换群必须是相似群. 由此还可得到一个推论: 任何

规则分形集一般都存在 2 个相等的自相似比 . 以经典三分 Cantor 集为例 (Pedersen & Phillips

2014), 长期以来人们认为它只有一个自相似比   , 但从比例运动的观点来看, 它实际上包

含 2 个相等的自相似比: “有 2 个相等的根”与“只有一个根”在数学上并不是一回事.

 2.3.5  N 分形线段的拓扑演化

N d0

d1 = rs(1)d0 N D1

为确保研究结果的普适性, 可直接研究   分形线段的拓扑演化. 其生成过程为: 初始线段  

压缩为   , 复制   份后平移排列 (相邻中心距   ) 得第 1 级结构, 依此类推 (图 9).

i j g(i,j)设第   级结构第   级子结构之间的间隙为   , 利用比例运动变换群可推导出其无量纲表

达式

g(i,j) = rd
rj−1
s(2)

(
1−Nrs(2)

)
+ (N − 1) ris(2)

1− rs(2)
− ris(1) (1 ⩽ j ⩽ i) (10)

N rd = D1/d0 rs(1) rs(2) rd

N i j g(i,j) = 0 g(i,j) < 0

式中,   为拓扑不变量,   . 该表达式显示出拓扑演化的框架: 4 个参数   、   、  

与   以及 2 个变量   、   共同控制着结构的演化. 若   表示结构连通,   表示重叠,

据此可精确判断结构能否无限生长.

N  分形线段能够无限生长的条件为

rs(1) ⩽ rs(2) ⩽
1

N
, rd =

D1

d0
⩾ rs(1) (11)
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图 8

自相似的充分必要条件
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图 9

N 分形线段 (以五分形为例)
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N rs(2) < 1/N

rs(2) > 1/N

N

这些条件揭示了一个重要事实: 拓扑不变量   界定了无限生长的上界. 当   时, 结

构优先在小尺度上发生微观连通; 当   时, 结构优先在大尺度上发生宏观连通. 拓扑不

变量   不仅决定了结构“能否”无限生长, 还决定了结构“如何”生长.

rs(1) = rs(2) = rs N rs < 1/N rd ⩾ rs

rs rd

rs

当   时,   分形线段具有严格自相似性. 若   且   , 结构可自由生

长到无穷级, 即成为分形线段. 给定一个   值、变动   的值便得到一个分形线段家族, 取不同的

 值则对应不同的家族.

rs = 1/N

1/N rd = 1/N N

特别地, 当   时得到“超级家族”: 它具有实体长度守恒、同一级结构内间隙均匀分布、

相邻两级结构间隙自相似 (比值   )、极限连通等四重超级性质. 当   时,   分形线段

退化为连续线段, 间隙恒为零. 这一结果有力地诠释了一个令人深思的命题: 连续的 Euclid 空间

在分形空间的谱系中处于一个特殊的极值位置, 看似最简单的连续空间恰恰是最特殊的分形空

间 (Balka et al. 2015).

 2.3.6  N 分形线段的坐标演化

分形结构的生长运动学不仅涉及间隙的演化, 也涉及实体部分的坐标演化. 在经典分形几何

中, 关于分形集合中点的坐标及其演化规律的研究相对较少 (Rak & Rak 2023).

在经典“凿去”模式下, 分形结构不存在坐标演化: 被凿去的点永久消失, 保留下来的点静止

不动. 而在比例运动模式下, 原始胞元上的点逐级传递至各级结构, 所有的点都被保留并遗传下

去, 因此坐标演化具有明确的意义.

虽然生长路径 (如“顺序串联” (图 10(b)) 或“交替循环” (图 10(a)) ) 可以有多种选择, 但最
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图 10

生长路径的多样性 (杨帆 2014). (a) 由交错循环路径生成的 Cantor 集, (b) 由顺序串联路径生成

的 Cantor 集, (c) 细胞有丝分裂, (d) 树木的生长过程
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终的坐标值与路径无关. 就物理意义来说, 2 种生长路径均对应真实的科学背景. 二者均与生物

的生长过程极为相像. 细胞一分为二的分裂和复制过程 (图 10(c)) , 可归结为“交错循环”路径的

特例; 而木本植物由单枝不断分叉形成多枝多级结构的过程 (图 10(d)) , 可以由“顺序串联”路径

来诠释.

N i在“顺序串联”路径下,   分形线段第   级结构中任意线段的坐标为

Xi = ris(1)X0 +D1

i∑
k=1

αkr
k−1
s(2) (12)

αk N = 2 rs(1) = rs(2) = 1/3 D1 = 2d0/3式中 ,   为平移系数 . 当   、   且   时 , 该式退化为经典三分 Can-

tor 集的坐标表达式

Xi =
1

31
X0 +

2

3
d0

i∑
k=1

αk
3k−1

(13)

N i m进一步可建立坐标与线段编码之间的对应关系:   分形线段第   级结构中第   条线段的坐

标为

X
(m)
i = ris(1)X0 +

i∑
k=1

(
jk − N + 1

2

)
rk−1
s(2) D1 (14)

jk式中,   为逐级定位的编码参数. 这一编码−坐标对应关系为分形结构的精确定位提供了数学基

础, 使得“在分形结构的某一级某一条线段上施加特定载荷”这类操作成为可能.

N

N

2.3.5 节和 2.3.6 节分别从 2 个互补的视角完成了对   分形线段的刻画: 前者侧重于间隙演化

的分析, 后者侧重于坐标定位的刻画 (Yin et al. 2010b, Yang et al. 2015). 二者合在一起, 才构成

对分形结构完整的运动学描述. 经典分形几何通常将分形视为静态的极限集合, 间隙与坐标在最

终形态中被视为固定不变的; 而比例运动框架则揭示了这些量在生长过程中的动态演化规律. 间

隙的表达式给出了结构能否无限生长以及在何级发生连通的条件, 坐标的表达式则给出了各级

线段的空间位置及其与初始胞元之间的映射关系. 编码−坐标对应关系的建立进一步表明, 每一

级结构中的每一条线段都具有明确的可追溯性, 可从初始胞元上的对应位置逐级定位. 这种信息

的完整传递是比例运动模式的一个重要特征: 所有点在不同级结构之间保持可追踪的对应关系,

而非在逐级操作中遗失.   分形线段的分析表明: 分形结构的生长可以在运动学框架下进行逐

级演算与预测, 间隙与坐标的协同演化构成了从初始胞元到极限集合的完整路径.

N

分形雪花的生长运动学研究表明: 分形结构的拓扑演化并非不可捉摸, 而是受制于清晰的比

例运动变换规律. 拓扑不变量   影响着结构的无限生长能力及其生长方式, 2 个比例运动变换群

是否相似则决定了结构的自相似性. 这些运动学规律为理解分形结构“怎样”生长提供了一条清

晰的线索. 至于“为什么”会呈现这样的生长行为, 则需要进一步从动力学的角度加以探讨.

 2.4  小　结

回望分形雪花的研究, 它所揭示的规律在今天看来似乎清晰明了, 但在当时却迈出了极为关

键的一步. 分形雪花研究的核心贡献, 在于它将“生长”这个看似模糊的概念转化为受清晰数学规
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N

律支配的运动学框架. 在这一框架下, 比例运动变换群提供了刻画多级结构生成的精确语言, 拓

扑不变量   揭示了结构演化的深层约束, 而自相似性的充分必要条件则澄清了一个长期被默认

却从未被证明的直觉: 局部的重复如何构成整体的相似. 这些发现的价值不仅在于它们本身的美

感与简洁性, 更在于它们为后续探索提供了一套可操作的概念工具. 当研究者将一个复杂的分形

结构分解为压缩与平移 2 种基本运动的交替循环时, 实际上获得了一种“语言”, 一种可以精确描

述结构“怎样”生长的语言.

N

然而, 真正的转折点恰恰在于: 运动学虽然能够精确描述“怎样”, 却无法回答“为什么”. 为什

么拓扑不变量   决定了无限生长的上界? 为什么 2 个比例运动变换群的相似性决定了自相似

性? 为什么这些看似纯粹的几何规律背后, 隐藏着如此丰富的物理内涵? 这些问题在运动学的框

架内无法得到根本性的回答, 但它们的提出本身就意味着认识的深化: 从“描述现象”迈向了“追

问本质”.

分形雪花研究最大的贡献, 或许正在于此: 它让一个原本只能被欣赏的数学奇观, 变成了一

个可以被追问、被分析、被理解的力学问题. 它架起了一座桥梁: 一端是几何分形的静态之美,

另一端是生命体动力学的动态之秘. 站在分形雪花的基础上, 接下来的问题已经呼之欲出: 如果

分形结构的“生长”可以用运动学精确描述, 那么生命体多级结构的“响应”, 它的力学行为, 是否

也能用类似的语言来刻画? 这个追问将把研究者引向一个更为深刻的层面: 动力学. 在那里, 分

形与分数阶的关联将第一次真正显露出来. 从运动学到动力学, 从几何分形到物理分形, 看似跨

越了不同的研究对象, 但若以更长的学科视角来看, 先研究运动、再研究动力, 恰恰是认知深化

的自然顺序. 正如伽利略通过斜面运动为牛顿力学铺平了道路, 运动学的研究总是动力学的先修

课. 分形雪花是这条探索之路的起点, 而起点往往决定了整条路径的方向.

 3  从生命体中抽象出的分数阶算子理论及其应用

 3.1  分数阶微积分及其算子化表示

 3.1.1  分数阶微积分的历史溯源

经典教科书中的微积分运算, 通常是指整数阶微分与积分 (吴强和黄建华 2016). 而分数阶

微积分, 顾名思义, 就是将通常意义下的整数阶微积分运算由整数阶推广至分数阶微分与积分,

可视为经典整数阶微积分理论的拓展. 需要指出的是, 此处的“分数阶”不仅涵盖有理分数, 也包

括阶次为无理数与复数的情形. 相较于分形, 分数阶微积分的历史要早得多: 与 Newton-Leibn-

iz 微积分几乎同期.

分数阶微积分萌芽阶段, 因缺乏物理学与力学等相关学科支撑, 长期被视为数学领域的纯理

论从而被数学家们研究 (Diethelm et al. 2022). 换言之, 研究者们主要从经典微积分出发, 进行

公式化概念研究. 直至 1823 年, Abel 运用分数阶算子解决了等时降落问题, 不仅验证了摆线的

等时性 , 更开创了积分方程理论的先河 , 也标志着分数阶微积分理论开始走向具体应用 (Pod-

lubny et al. 2017). Abel 积分方程的数学表达式如下
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f(t) =
1√
π

∫ t

0

ϕ′(τ) dτ√
t− τ

(15)

Abel 通过能量守恒定律, 将下滑时间表达为一个与曲线几何特性相关的积分表达式, 并引

入未知函数来描述曲线的弧长变化. 在求解式 (15) 时, Abel 发现这一积分形式与“分数阶积分”

密切相关. 这种运算介于传统积分与微分之间, 类似于“半次积分”. 通过逆向操作, 从积分结果

中推导出未知函数的具体形式, 最终证明了对应的曲线正是摆线, 从而以更普适的数学方法重新

验证了惠更斯的结论. 这一工作不仅解决了物理问题, 更开创了积分方程理论的原型, 启发了后

世对分数阶微积分的系统研究 , 并成为量子力学、泛函分析等领域的重要工具  (Machado &

Kiryakova 2017).

分数阶微积分的研究热潮是在 20 世纪 70 年代, 主要原因是分形概念的兴起. 研究表明, 分

数阶微积分能有效刻画分形几何与幂律现象 (Werner 2010). 作为分形几何与分形动力学的数学

根基, 分数阶算子理论尤其是分数阶微分与积分方程的研究取得了长足进展, 但很少有与工程相

关的工作或学科能从具体实例出发, 讨论分形与分数阶微积分的关联性, 尤其是在固体力学方面

的应用 (朱克勤 2009a, 2009b, 2010; Zhou et al. 2015). 随着各学科的不断发展, 分数阶微积分理

论与方法已被广泛地应用到自然科学的各个领域 (薛定宇和赵春娜 2007, 黄果 等 2012, 徐明

瑜和谭文长 2006, 王振滨和曹广益 2004, 白占兵 2017). 例如, 岩石力学 (图 11(a)) 、自动控制

(图 11(b) ~ 图 11(c)) 、计算机、信号处理 (图 11(d)) 、材料学 (Zhou et al. 2017)、反常扩散

(Chechkin  et  al.  2005, Obembe  et  al.  2017)、 生 物 医 学  (Caputo  &  Cametti  2016, Tenreiro

Machado et al. 2011)、非达西渗流 (Wei et al. 2020, Garra & Salusti 2013)、电路设计 (蒲亦非

等 2005, 刘崇新 2007)、航空航天 (邓立为和宋申民 2013, 时中 等 2016) 等等. 可以预见, 分数

阶微积分的应用前景广阔且充满活力, 其独特的非局部性与记忆效应特性为复杂系统建模提供

了革命性工具 (Tenreiro Machado 2011, Mainardi 2010).

 3.1.2  运算微积理论的贡献与局限性

注意到, 分数阶积分和微分的定义众多, 导致其长期发展过程中并未形成统一的研究范式.

最为常见的做法, 是针对每一种分数阶刻画的常微分或偏微分方程进行逐一研究, 但上述系统并

不完善. 一种更自然的处理方法是采用运算微积法 (Bengochea 2014).

p
d
dtHeaviside (1893) 在研究电路与电磁理论时, 提出了用符号   代替微分算子   的想法, 并且

可以对该符号进行加、减、乘、除等各种代数化操作标志着运算微积理论的诞生. 在处理热传

导方程 (也称电报方程) 时, 他形式地写出了方程的解. 电报方程为(
p− a2D2

x

)
u(x, t) = 0, 0 ⩽ x < +∞, u(0, t) = u0, u(∞, t) = 0 (16)

其中

p =
∂

∂t
, D2

x =
∂2

∂x2
(17)

p借助算符   , Heaviside 极其大胆地写出了方程的解
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u(x, t) = u0e−
x
a

√
p (18)

√
p

e−
x
a

√
p

√
p e−

x
a

√
p

这一做法在当时引起了巨大争议. 不少学者对此持怀疑态度, 他们普遍认为   已经够怪异

了,   更是个无法理解的“怪物”. 但 Heaviside 坚持认为该式满足方程和边值条件, 因此它必

然是方程的解 . 然而 , 如果   是 1/2 阶导数 , 那   又是什么? 面对这一尖锐质疑 , Heav-

iside 当时未能给出解释.

尽管整个过程饱受数学家们的争议, Courant 和 Hilbert 仍在他们的著作 (柯朗和希尔伯特

2012) 中给出了如下评价: “这个方法处理问题直捷惊人, 往往能给出不能以其他方法同样简单

地获得的明确解答”. 不仅如此 , Hilbert 对 Heaviside 的工作给出了出人意料的评价 : 他断言

“Heaviside 运算微积是近百年来最伟大的数学发现之一”. Hilbert 发挥了他一贯独到的研究风格:

重新塑造问题的提法. 他将问题重新表述为

u(x, t) = T (x, p)u(0, t) = T (x, p)f(t) (19)

T (x, p)其中,   满足算子微分方程 (
p− a2D2

x

)
T (x, p) = 0 (20)
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图 11

分数阶微积分的应用. (a) 岩石分数阶黏弹塑性损伤蠕变模型研究 (虎积元 等 2024), (b) 电力系

统混沌振荡的分数阶自适应滑模控制 (孙政章 2024), (c) 基于 RBF 神经网络的分数阶虚拟同步

机控制策略 (张赟宁 等 2025), (d) 分数阶双稳系统随机共振现象研究及 FPGA 实现 (竺佐 等 2022)
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T (0, p) = 1 T (∞, p) = 0其中,   ,   , 其形式解为

T (x, p) = e−
x
a

√
p (21)

u(x, t)

T (x, p) f(t)
√
p

e−
x
a

√
pf(t)

√
2

Hilbert 这一重构深刻而优雅, 他实际上推广了分离变量法, 将 2 变量函数   分解为算子

 与 1 变量函数   的“乘积”. 然而, 如何理解这类包含   的算子的具体含义, 在当时仍是

一个悬而未决的问题. Courant 和 Hilbert 虽然承认该方法“处理问题直接惊人”, 却也不得不承认

“无法解释   等一系列非有理算子的含义”, 未形成根本性突破  (Haar 1910, Bromwich

1916, Carson 1922, Cooper 1952). 无法解释的原因很简单: 非有理性. 历史上   的出现标志着无

理数的诞生, 从有理数到无理数是人类认识的伟大飞跃. 类比而言, 从整数阶算子到分数阶算子,

是从有理算子到非有理算子的大飞跃, 是从局部到非局部的大飞跃. 因此, Courant 和 Hilbert 庄

严地判断: 鉴于 Heaviside 运算微积如此强大且有效, 人们必须搞清楚其中的道理！

u(x, t)/f(t)

p

p 1/p p
1

p
(·) ̸= 1

p
p(·)

p

直至 1959 年, 波兰数学家 Mikusiński (1983) 也承认 Heaviside 运算微积的局限性, 并为运算

微积赋予了一整套全新的规则: 引入了一种新的算子作用方式, 即算子的作用结果由对应核函数

的卷积积分表示. 上述操作一定程度上将运算微积奠定在代数理论的基础上, 极大地推动了该学

科的发展 (Berg 2013, Glaeske et al. 2006). 尽管 Mikusiński 敏锐地认识到需要为运算微积建立代

数运算规则, 并试图通过重新定义算子来解决这一问题. 然而, Mikusiński 的处理方式 (尤其在算

子的定义) 上存在若干含混之处. 其一, 混淆了算子和函数. 他注意到关系式 (19), 并引入命题:

2 个函数之比   , 如果不是一个函数, 那就是一个算子. Mikusiński 想用一个否命题定义

什么是算子, 但并不令人满意, 因为否命题只说明了算子不是什么, 没有说明算子到底是什么.

其二, 用含混的方式重新定义了 Heaviside 算符   . Mikusiński 注意到了一个被人们忽视的细节:

Heaviside 微分算符   与积分算符   的乘法运算不可交换, 即   . 他认为, 要想让算子

乘法满足交换律, 必须重塑 Heaviside 算符  

pu ≜ u′ + u(0) (22)

{·}

u = {u(t)} u′ = {du(t)/dt} {·} {·}

式中, Mikusiński 试图通过引入初值项来使算子乘法满足交换律, 但其符号系统存在含混之处.

然而, 令人困惑的是, 为解说式 (22) 中的符号, Mikusiński 又引入了更加含混的符号   . 他特意

注明:   ,   , 并规定: 带   的对象为函数, 遵循卷积乘法; 不带   的对象

为常数, 遵循代数乘法. 如此令人费解的操作引起许多混乱和误解, 这极大地限制了 Mikusiński

理论的应用. 很显然, 精准地定义算子, 牢固地建立分形/分数阶非有理算子理论具有不可替代

的重要性和必要性.

 3.1.3  修正 Heaviside 微分符号与 Laplace 变换群下的形式不变性公设

p

基于 3.1.2 节的分析, 本研究组引入颇具颠覆性的操作 (Yin et al. 2025b), 修正 Heaviside 微

分符号   , 将其重新定义为

pf(t) =
df(t)
dt

+ f(0+)δ(t) (23)

δ(t) f(0) = 0式中 ,   是 Dirac 函数 , 是非常重要的广义函数 . 式  (23) 表明 , 仅当初值   时 , 修正的
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p p =
d
dt

δ(t)

Heaviside 微分符号   才退化到 Heaviside 的原始形式 , 即   . 需要说明的是 , 式  (22) 是

Mikusiński 著作中最原始的表达形式, 容易让读者产生困惑. 实际上, 式 (22) 与本文式 (23) 具有

等价性. 二者在运算上并无差异, 但在符号表达上, 式 (22) 未明确引入 Dirac 函数, 而式 (23) 通

过   项将初值的影响显式地纳入算子定义之中. Mikusiński 年代广义函数论尚未广泛推广, 故

其符号表述略显模糊: 运算上没错, 符号上不够清晰.

p =
d
dt

f(t)

f (m)(t) p

l

特别要强调的是,   是局部性的概念, 只能刻画一个点的邻域内的性质. 而函数   及

其各阶导函数   的初值, 对修正微分符号   有重大影响 (Luo et al. 2024). 这种影响, 正是时

间非局部性的表现形式. 这里的时间非局部性, 是指过去发生的事件对当前有影响. 积分算子  

定义为

lf(t) = p−1f(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ (24)

p l由式 (23) 和式 (24) 定义的基本微分算子   和积分算子   互为逆算子, 且这 2 个基本算子的

组合的作用结果与作用次序无关. 在 Mikusiński 算子域中, 有式 (25) 成立, 这是算子代数理论的

重要基础

p · l = p · p−1 = p−1 · p = l · p = 1 (25)

p

T (p)

基于式 (25), 本文讨论的微分算子和积分算子均可视为式 (23) 所定义的基本微分算子   的

函数, 即算子型函数   .

分数阶微积分的算子化表示是连接分数阶理论与工程应用的核心纽带, 更是本文后续分形

算子相关研究的重要理论基石. 其中, Laplace 变换群下的形式不变性公设 (Yin et al. 2025b), 基

于 Felix Klein“变换群下的不变性 (Klein 1893)”思想 (埃尔朗根纲领) 归纳确立, 为各类算子统一

理论体系构建提供根本依据, 在算子理论与力学交叉领域具有不可替代的地位. 该公设是整数阶

算子不变性特征的推广, 核心如下:

T (p) T (s)公设 Laplace 变换群下, 算子域上的函数型算子   与 Laplace 域上的像函数   , 在表观

形式上具有完全的一致性

L[T (p)f(t)] ≜ T (s)f̂(s) (26)

≜

p s

f(t) δ(t)

式中, 符号“   ”表示: 式 (26) 中不仅左右两端相等, 而且左端通过右端定义. 其核心突破在于无

需区分算子阶次与类型, 只需将参数算符   替换为复变量   即可得到像函数, 兼具形式对称性与

逻辑简洁性. 而算子的核函数作为算子本质的直观体现, 其定义可由该公设直接演绎. 如果形式

上将式 (26) 的原函数   取为 Dirac 函数   , 则有

L[T (p)δ(t)] = T (s) (27)

该式是公设 (26) 的推论. 式 (27) 对所有算子都成立, 对其做 Laplace 逆变换, 有

T (p)δ(t) = L−1 [T (s)] ≜ K(t) (28)

L−1(·) K(t) T (p)

T (p) K(t)

  表示 Laplace 逆变换.   称为算子   的核函数 (或卷积核函数). 式 (28) 可以视

为算子   的核函数   的定义式, 该定义式对所有算子都成立. 式 (27) 和式 (28) 表明, 算子
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T (p) K(t) 与其核函数   之间存在一一对应关系.

核函数的卷积定理　亦依托公设 (26) 得以严谨推导, 成为算子运算的核心支撑, 具体如下

T (p)f(t) = K(t) ∗ f(t) =
∫ t

0

K(t− τ)f(τ)dτ (29)

T (p) T (p) f(t)

K(t) f(t)

T (p)

式 (29) 清晰地显示出了算子   的本质: 算子   作用于函数   , 可以视为二者的乘积,

这个乘积就是核函数   与函数   的卷积. 式 (29) 对所有算子都成立. 需要强调的是, 式 (29)

曾作为算子   的定义出现在 Mikusiński 的论著 Operational Calculus 中, 也被视为算子理论的

逻辑基础. 但在本文中, 式 (29) 是由公设 (26) 导出的一个定理. 有关“Laplace 变换群下的形式

不变性公设”的详细推导和证明过程参见文献 (Yin et al. 2025b).

δ(t)

H (t)

δ(t) δ(t)

注意到 , Dirac 函数   或广义函数 , 被置于了理论基础的地位 . 特别要说明的是 , Cour-

ant 和 Hilbert 的著作也曾尝试过公理化思想 . Courant 和 Hilbert 为解决算子的可计算性 , 引入

了 Duhamel 积分原理 , 这正是公理化思想的体现 . 同时 , 他们采用了 Heaviside 阶跃函数   ,

从而完美地避开了 Dirac 函数   . 他们这么做, 是因为当时广义函数论尚未成熟,   尚未得到

广泛应用. 现在, Hilbert 难以解释的, 可以解释清楚了. Heaviside 和 Mikusiński 的含混模糊之处,

全部理清楚了. 算子 (包括分形/分数阶非有理算子) 的可计算性, 彻底解决了. 研究内容清晰地

展现了 Noether 思想的力量: 任何对称性, 都对应了某种形式的守恒律. 公设规定了算子的对称

性 (形式不变性), 随后, 即可演绎出算子一系列新的不变性质.

作为算子理论的重要突破, 该公设的重要性体现在其奠定了算子理论统一逻辑基础, 澄清了

算子本质内涵. 而引入公设的必要性, 源于前期研究的理论瓶颈: 此前算子运算无统一标准、初

值约束苛刻, 定义模糊且逻辑繁琐, 算子级数收敛性缺乏依据, 公设 (26) 则填补了这一空白, 为

各类算子提供统一标准. 该公设具有极强通用性与拓展性, 可适配各类型算子, 用于算子级数收

敛性分析、微分方程求解等问题, 并支持相关交叉领域的研究. 从学科发展角度来看, 该公设突

破传统研究模式, 将 Laplace 变换纳入算子概念核心, 完善了算子定义的逻辑闭环, 搭建起积分

变换与力学的桥梁, 推动了力学与算子理论的协同发展.

 3.2  从生命体中抽象出的物理分形空间与分形胞元

有了算子化表示这一工具, 便可以回到那个根本问题: 分形与分数阶之间究竟存在怎样的关

联? 答案来自生命体 (Guo et al. 2019; Peng et al. 2021; Yin et al. 2022a, 2022b, 2025a, 2025b; 渐

徵墨 2026).

近年来, 本研究组从肌腱/韧带纤维 (Guo et al. 2019)、神经纤维 (Guo et al. 2020)、密质骨

纤维 (Jian et al. 2023a, 2023b) 中抽象出了具有多级拓扑的链状结构, 从动脉血流中抽象出了流/

固耦合多级微弹性腔结构 (Peng et al. 2021), 在物理分形空间上建立了以力学元件为基本组元

的分数阶生物力学, 如图 12 所示. 对于光滑神经纤维, 研究组从神经索模型的功能结构出发, 抽

象出具有非对称阶梯拓扑的离散电阻−电容分形电路, 如图 12(a) 所示. 神经纤维的胞元, 是指其

等效分形电路的最小重复单元, 这里的“胞元”是黏弹性胞元概念向神经元对应的功能电路的推

广. 将胞元化思想进一步拓展至神经冲动动力学, 实现了神经纤维的功能结构分形化. 对于血流
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动力学, 借助微分化分析思想, 将单段弹性腔微分化为无穷级微弹性腔的组合, 从主动脉和小动

脉的无穷级微弹性腔物理结构模型中抽象出自全等物理分形电路, 如图 12(b) 所示. 上述操作建

立了无穷级微弹性腔结构与分数阶血流动力学响应之间的联系, 为体外模拟血流动力学材料的

仿生设计提供结构上的理论启示. 对于密质骨纤维, 研究组根据其微纳米复合结构, 自下而上地

抽象出了链状微纤维的分形胞元, 建立了胞元的分数阶本构, 如图 12(c) 所示. 物理分形空间中

骨分形算子为刻画生物材料的力学行为提供了新的方式. 对于肌腱/韧带纤维, 从其自相似物理
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图 12

物理分形空间上的分数阶生物力学 (Guo et al. 2019, Peng et al. 2021, Jian et al. 2026a). (a) 基

于光滑神经纤维抽象的阶梯型胞元, (b) 基于主动脉和小动脉血管段抽象的无穷级微弹性腔物理

结构模型和对应的比拟电路, (c) 基于密质骨纤维抽象的阶梯型胞元, (d) 基于肌腱/韧带原纤维

抽象的阶梯型胞元
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结构出发 , 抽象出了两类具有阶梯拓扑的弹簧−黏壶网络 , 建立了分形胞元的黏弹性本构 , 如

图 12(d) 所示. 该模型不仅能精确描述膝关节及脊柱肌腱/韧带的黏弹性松弛响应, 更建立了黏

壶弹簧自相似结构 (阶梯分形结构) 与其分数阶黏弹性响应的内在关联性. 本节以肌腱 (图 12(d))

为例, 展示物理分形与分形胞元的抽象过程.

 3.2.1  四次抽象: 从生物纤维到物理分形

本研究组前期注意到, 肌腱的横截面具有分形特征 (Guo et al. 2019). 受材料力学梁/杆结构

力学的启发, 聚焦于肌腱横截面上的应力分析, 企图以横截面上的分形几何为载体, 揭示分形维

数与分数阶次之间的关联. 上述操作未能成功, 理由是力和变形沿着肌腱纵向传递, 故真正重要

的不是横向信息, 而是纵向信息. 于是, 立即改变方向, 尝试分析力和变形沿肌腱纵向的传递. 问

题是如何分析? 肌腱是“束状”多级相似结构—从宏观到微观, 一般包含 5 ~ 7 级结构. 如果“个性

化地”逐级分析, 力学模型将无与伦比得复杂. 因此, 放弃“穷举式、个性化”的逐级分析策略, “反

其道而行之”, 最大限度地寻求各级结构之间的共性. 这个转折是决定性的, 因为后续进程颇具

抽象性和颠覆性.

本节以肌腱为例展开讨论 , 整个抽象过程可分为 4 个递进层次  (Yin et al. 2022a, 2022b,

2025a, 2025b).

第一次抽象: 采用“思想试验”. 从任意级中取出任意纤维束, 将纤维束沿纵截面剖开后再展

开 (微分几何中, 柱面是可展曲面), 立即看到“拓扑共性”: 周期状的、近乎平行的纤维链嵌入在

组织凝胶中, 生成了“纤维链/凝胶”复合材料 (图 13). 纤维链具有弹性, 组织凝胶具有黏性, 二者

组装起来, 就是纤维增强的黏弹性复合材料. 至此, 完成了物理力学模型的第一次抽象. 但如果

就在这个物理力学模型上建立数学模型, 那就回到了经典力学常规分析之路. 更令人不满意的

是, 从中没看到心心念念的分形.

k k

µ

∞

∞ ∞

∞

∞

第二次抽象: 打破常规, 单独把其中的一条纤维链隔离出来研究 (图 13). 纤维链中的“弹性

棒”被抽象为弹簧   . 弹簧   在力作用下运动时, 受到黏性基底 (组织凝胶) 的黏滞阻力 (黏度系

数   ). 真实的纤维链是有限的, 而有限纤维链的科学价值也是有限的: 因为每条链都是个性化的,

从个性化的链中很难得到普遍性的规律. 因此, 我们发挥想象力, 激发思维跃迁, 强力实现从“有

限链到无限   链”的飞跃. 于是, 第二次抽象的物理力学模型, 就是无穷级黏弹性纤维链 (图 13).

特别要说明的是, 无穷   是一个纯粹理性化的数学概念. 不论是自然界还是工程界, 无穷   都是

不存在的. 然而, 正是这个想象的“   级链结构”, 引出了新的力学概念和新的力学研究对象, 开

辟了力学的新道路. 一般多级结构, 级数越多, 力学模型越复杂. 直觉告诉我们, 结构级数无穷多,

力学模型必然无限复杂. 因此, 很少研究者将研究对象向极端无穷   方向抽象. 然而直觉错了.
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图 13

无穷级黏弹性纤维链 (Yin et al. 2022b)
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∞真正推向无穷   后, 力学模型不仅没有无限复杂, 而是变得至精至简. 类比一下, 这很像式 (5)

的幂级数展开. 如果计算有限项之和, 则计算量随项数增多急剧增长. 但如果计算无穷项之和,

幂级数收敛到函数, 计算量急剧减小至“极小”. 可谓物极必反, 量变到质变！当然, 如果直接在

如图 13 所示的物理力学模型上建构数学模型, 仍然摆脱不了常规的束缚.

k

µ k µ k∥µ

k k∥µ k − (k∥µ)

∞ ∞

∞ ∞

∞

第三次抽象: 分析图中力和变形从右往左的逐级传递. 将凝胶对弹簧   的黏滞作用抽象为黏

壶 (黏性元件)   . 由于变形协调, 故每一级的弹簧   与黏壶   并联 (  ). 由于力平衡, 故每一级

的弹簧   都与下一级“并联的弹簧和黏壶 (  )”串联, 即   . 无限次重复上述抽象化操作

之后, 出人预料的“新现象”出现了: 图中的“   级链”, 竟然被变换成了图 14(a) 中的阶梯状“  

级自全等分形” ！不是   级自相似分形, 而是   级自全等分形！我们朝思暮想的分形, 终于露

出了真容！如此简单的纤维链中, 竟然隐藏着分形. 但只有抽象到足够的高度 (  ), 才能透过

“抽象化的透镜”看到分形. 注意到, 链状结构在自然界和生物世界普遍存在. 因此, 图 14(a) 中的

分形, 在自然界中极具普遍性. 更出人预料的是, 图 14(a) 的分形与教科书中的分形, 完全不是一

回事: 分形几何中最基本的概念, 例如分形维数, 在图 14(a) 的分形上竟然不存在. 这意味着, 一

种全新的分形出现了, 我们称之为“物理分形”, 即由物理元件组装而成的无穷级自全等拓扑结

构. 物理分形不是几何空间, 而是拓扑结构. 几何空间上可定义度量, 拓扑结构上没有度量. 这样

即可对分形进行分类: 分形几何中的自相似分形, 称为“几何分形”; 物理元件组装的自全等拓扑,

称为“物理分形”. 力学史上 , 用物理元件刻画黏弹性效应 , 早有先例 , 例如著名的 Kelvin 模型 ,

Maxwell 模型等. 但这些经典黏弹性模型, 只涉及有限个物理元件, 只构成有限集合. 像图 14 那

样由无穷个物理元件构成的无穷集合, 十分罕见. 奇妙的是, 类似图中的物理分形极具普遍性.

研究表明, 它不仅仅存在于纤维链中, 而且存在于完全无关的学科之中: 从神经纤维的信号发放

运动中, 抽象出了物理分形; 从动脉血流动力学中, 抽象出物理分形; 从密质骨纤维中, 抽象出物

理分形 ; 注意到 , 最优控制中的分形或分数阶电路  (Tian et al. 2024, Liu 1985, Kaplan & Liu

1986, Bates et al. 1988), 也是物理分形. ……. 如此普遍的存在性带来启示: 物理分形完全可以成

为联通不同学科的桥梁. 更奇妙的是, 我们从图 14 中发现了极具颠覆性的奥秘: 物理分形中隐

藏了分数阶！为揭开分数阶的面纱, 尚需做第四次抽象.
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图 14

物理分形、分形胞元和分形元件 (Yin et al. 2022b)
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第四次抽象: 整体上看, 图 14(a) 中的物理分形可以被集成一个物理分形元件    (图 14(c)) .

局部地看, 即从第一级弹簧   往下看, 也可以看到一个物理分形元件    (  级的魔力！). 立即可

知, 图 14(a) 中的物理分形完全等价于图 14(b): 其中第一级弹簧   与物理分形元件   串联, 再与

第一级黏壶   并联. 于是我们定义新概念 (图 14(b)) : 与物理分形等价且只包含第一级的最少重

复单元, 称为“分形胞元”.

 3.2.2  分形胞元对微元体概念的拓展

分形胞元与经典微元体在若干基本特征上有所不同. 经典微单元体是封闭系统、局部性、

连续的; 分形胞元是开放系统 (能量可耗散至环境)、非局部性 (无穷级内部结构)、离散的 (物

理元件组装). 从 Newton 和 Leibniz 时代以来, 微单元体一直是数学、物理学和力学的基础性概

念: 守恒律方程大都被奠定在微单元体概念之上. 一旦用分形胞元代替微单元体, 立即发现了“新

天地”. 图 14 给出了两大等价关系 (Yin et al. 2022b)

物理分形(图14(a)) =分形元件F (图14(c))

物理分形(图14(a)) =分形胞元(图14(b))

F

F

立即导出第三大等价关系: 分形胞元 (图 14(b)) = 分形元件   (图 14(c)). 这三大等价关系背

后的思想极其深刻, 它蕴含了 Cantor 无穷集合的基本公理, 即局部 = 整体. 分形元件 F (图 14(c))

是整个物理分形的等价物, 因而是“整体”; 而分形胞元 (图 14(b)) 中的分形元件   又是“局部”.

“局部 = 整体”正是无穷集合上的公理 (Cantor 公理). 很显然, “局部=整体”公理是对“整体 > 局

部”公理 (即有限集合上或 Euclid 几何中的第五公理) 彻底的颠覆. 总之, 分形胞元的提出为处理

具有显著多级自相似特征的生物黏弹性材料提供了一条新的思路.

 3.3  物理分形空间中的分形算子与分数阶力学

非常奇妙的是 , 正是 3.2.2 节中颠覆性的等价关系 , 导向了颠覆性的本构方程  (Jian et al.

2023a, 2023b)

σ = TF ε =

Tµ +
1

1

Tk
+

1

TF

 ε (30)

Tk Tµ k µ Tk = k Tµ = Gµp TF F

TF TF

TF

式中,   、   分别是弹簧元件   和黏壶元件   的刚度算子:   ,   .   是分形元件  

(或物理分形) 的刚度算子. 我们顺势引入新概念, 称   为“分形算子”. 式 (30) 中,   是未知量.

由未知分形算子   刻画本构, 是一种很罕见的新“现象”.

TF

运用 Heaviside 运算微积思想, 并引入算子代数, 便可将本构方程 (30), 转化为以分形算子

 为未知量的算子代数方程

TF = Tµ +
1

1

Tk
+

1

TF

(31)

TF于是, 分形算子   满足二次代数方程
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T 2
F − TµTF − TµTk = 0 (32)

其根式解为

TF(p) =
Tµ ±

√
T 2
µ + 4TµTk

2
=

Gµ

2

[
p±

√
p2 +

4k

Gµ
p

]
(33)

TF f (TF)

TF = f (TF) TF(p)

也可以换一个角度看式  (31). 式  (31) 右端可以视为未知分形算子   的函数   . 则式

(31) 就是不动点方程   , 式 (33) 中的   就是不动点方程的解.

TF

至此, 经过漫长的抽象之路, 我们终于拨开了神秘的面纱, 看到了惊艳的“新现象”: 分形算子

 竟然是分数阶算子, 表观形式上具有 1/2 阶次！如此简单的整数阶物理元件, 竟然组合出了

诡异的分数阶“现象”. 无穷集合与有限集合的本质性差异, 在力学中展现得淋漓尽致.

为保证能量的正定性, 式 (33) 中的“±”号, 一般取“+”号. 然而, 其中的“−”号是否刻画了材

料的左手性? 这是一个值得深入研究的科学问题. 至此, 可以回答有趣的“小问题”了: 分形与分

数阶确实有深刻的内在关联, 分形确实是分数阶的源泉. 然而, 这里的分形不是常规的几何分形

(Gao et al. 2003, Shao et al. 2012, Parisis et al. 2022, Ji & Gao 2004a, Zhao et al. 2023), 而是超

常规的物理分形 (渐徵墨 等 2026, 周天弈 等 2026, 蒋瑞恒 等 2026). 这个结果, 完全颠覆了研究

者们的认知.

目前, 生物纤维、神经信号发放、动脉血流运动、骨纤维中, 都抽象出了物理分形, 如图 15(a)

所示. 除此之外, 生命体内的运动, 例如, 血液流动, 淋巴液流动, 组织液流动, 脑脊液流动, 神经

信号发放等, 虽然差异很大, 但都具有一个共性: 棘轮运动, 即周期性往复运动转换为单向运动.

不仅如此, 运动中伴随着耗散和与环境的物质能量交换. 正如我们从动脉血流运动中抽象出了物

理分形, 这种共同的运动转换模式的背后, 都存在着控制运动的物理分形. 不仅生命体, 还有大

型工程. 高速列车隧道降噪, 沿隧道布置周期状赫姆霍兹谐振腔. 声波陷入谐振腔, 能量耗尽, 即

可起到降噪效果. 隧道降噪与神经信号传导, 看似风马牛不相及, 但二者之间存在出人预料的共

性. 神经纤维上分布周期状棘突. 离子沿神经纤维传导, 陷入棘突, 能量耗尽, 即可起到调控神经

效果. 神经信号传导可类比声波沿隧道传播, 棘突可类比谐振腔. 我们从神经信号传导抽象出了

物理分形电路, 如图 15(b) 所示. 类比可知, 从隧道声波降噪也可以抽象出物理分形, 如图 15(c)

所示.

物理分形是一个具有一定普适性的建模概念, 它普遍存在于自然界. 研究组从页岩油渗流

(Liu et al. 2024a, 2024b, 2024c, 2025a, 2025b) 现象中抽象出了物理分形 , 文献 (Yin et al. 2026)

对页岩油稳态渗流现象抽象如下. 主裂缝各处表面的压力−流量关系

Q (x) = T (∆)P (x) (34)

页岩层具有天然层级结构 (谢和平 1992, 周宏伟 等 2024, 马斌文 等 2024). 借助无穷微分思

想, 将总渗流过程分为无穷片薄页岩片层中渗流过程的复合, 如图 15(d) 所示. 薄页岩片层中的

渗流可分为 3 种. 一是法向上的层级间输运渗流, 二是面内切向上的层内渗流, 三是面内储层自

身产出的油气流, 其中, 层内渗流可简化为 Darcy 流动.
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I J P借助质量守恒律与 Darcy 渗流方程, 可建立层间流量   、层内流量   与压力   的转换关系

式. 引入力电比拟法, 法向层间流与储层内的油气流分别被等效为电阻元件, 切向层内渗流被等

效为电感元件. 根据 3 种渗流间的复合关系, 可确定元件间串并联关系. 利用无穷级嵌套迭代关

系, 可建立分形电路. 根据分形电路的自全等性, 可建立不动点方程, 解方程可导出分形电路的

分形算子

T (∆) = −β

2

(
1±

√
1 +

4

β(κ− λ∆)

)
(35)

这是空间域上的分形算子, 它是非整数阶的, 奇异的, 非有理的, 非局部的, 非初等的.

T (x, p) T (p)

T (t,∆) T (∆)

将上述算子罗列在一起并分类. 一类是时间域上的分数阶算子,   ,   ; 另一类是空

间域上的分数阶算子,   ,   . 可以断定, 力学中, 出现了过去不曾出现过的“量” ！它们

不仅难以理解, 而且难以计算. 如何理解? 如何计算? 一位伟大人物的思想引起了我们的关注.

德国数学家 Klein 是哥廷根学派的领袖. “变换群下的不变性”思想, 来自于他那著名的《埃尔兰

根纲领》. 1872 年, 克莱因 (Felix Christian Klein, 1849—1925) 在论文《Vergleichende Betrach-

tungen über neuere geometrische Forschungen》中, 提出以变换群下的不变量来区分非欧几何的

思想. 后来被称为 Erlangen program (爱尔兰根纲领). 而“变换群下的不变性”思想, 可以引导上

述分形/分数阶非有理算子研究.

注意到, 力学中, 常见的变换有代数变换、微分变换和积分变换. 积分变换是求解微分方程

的利器, 而算子又是描述微分方程的核心. 因此, 将 Klein 思想与积分变换相结合, 就可能为分形/

分数阶非有理算子探索开辟新道路. 实际上, 对于时间域上的分数阶算子, 3.1.3 节中给出的基本
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图 15

物理分形的应用场景 (Yin et al. 2022b). (a) 生物力学建模 (以从肌腱中抽象出的“纤维链/组织

凝胶”复合材料为例), (b) 神经信号传导, (c) 隧道噪声控制, (d) 页岩油渗流
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T (p) [0, ∞)

T (∆) (−∞,∞)

策略是公理化: 从整数阶有理算子性质中找到不变性. 借助公设, 将整数阶有理算子的不变性推

广到所有分形/分数阶非有理算子. 对于时间域算子   , 时间域   适配 Laplace 变换的积

分域. 对于空间域算子   , 空间域   适配 Fourier 变换的积分域. 这样, 两类算子, 正好

匹配两类积分变换.

Laplace 变换下, 时间域上的有理分式型算子具有漂亮的形式不变性 (Yin et al. 2025b)

L
[
Qm (p)

Pn (p)
f (t)

]
=

Qm (s)

Pn (s)
f̂ (s) , s = σ + iω (36)

我们称之为 p ~ s 对称性.

Fourier 变换下, 空间域上的有理分式型算子也具有漂亮的形式不变性 (Yin et al. 2026)

F
[
Qm (Dx)

Pn (Dx)
f (x)

]
=

Qm (s)

Pn (s)
f̃ (s) , s = iω (37)

我们称之为 Dx ~ s 对称性.

十分美妙的是, p ~ s 对称性与 Dx ~ s 对称性之间也存在优美的对称性！

将 Klein 变换群下的不变性思想与 Laplace 变换相结合, 可提出 3.1.3 节中的“Laplace 变换下

时间域算子的形式不变性”公设 . 同理 , 将 Klein 变换群下的不变性思想与 Fourier 变换相结合 ,

可提出“Fourier 变换下空间域算子的形式不变性”公设.

T (Dx) T (s)公设 Fourier 变换下 , 空间域算子 ,   , 与 Fourier 域上的像函数 ,   , 在表观形式上

具有完全的一致性

F [T (Dx) f (x)] ≜ T (s) f̃ (s) , s = iω (38)

注意到, 2 个公设规定了两类对称性. 而 2 个公设之间也显示出了漂亮的对称性.

上述公设回答了一个基本问题: 分形/分数阶非有理算子到底是什么? 积分变换下, 形式变

化的是函数, 形式不变的是算子. 上述公理化思想, 力学中并不算出格, 但数学家们可能不会赞

成, 因为不够严谨. 尽管如此, 仍然有理由认为, 公设为理解和计算分形/分数阶非有理算子, 提

供了突破口.

公设解决了一个基本问题: 分形/分数阶非有理算子如何计算? 从公设出发, 可以演绎出如

下理论架构
L [T (p) f (t)] ≜ T (s) f̂ (s)

T (p) f (t) = K (t) ∗ f (t)

T (p) δ (t) ≜ K (t) = L−1 [T (s)]

,


F [T (Dx) f (x)] = T (s) f̃ (s)

T (Dx) f (x) = K (x) ∗ f (x)

T (Dx) δ (x) ≜ K (x) = F−1 [T (s)]

, · · · . (39)

K (·) T (·) δ (·)式中,   是算子   的核函数.   是 Dirac 函数. 很显然, 核函数就是系统的脉冲响应函数.

T (p) T (Dx)左侧是时间域算子   的计算架构, 右侧是空间域算子   的计算架构. 于是, 两座完全

对称的理论大厦露出了轮廓. 两类算子的对称性, 本质上体现了时间域与空间域的对称性. 而时

空对称性, 是物理学、力学和哲学中的重大问题.

基于式 (39) 所示的架构, 难以理解的算子, 可以理解了; 难以计算的算子, 可以计算了. 例

如, Heaviside 的算子解, 通过上述架构, 通向了经典解
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u (x, t) = T (x, p) f (t) = e−
x
a

√
pf (t) =

∫ t

0

K (x, t− τ) f (τ) dτ =

∫ t

0

x

2a

√
π(t− τ)

3
e
− x2

4a2(t−τ) f (τ) dτ

(40)

T (∆)在一定条件下, 空间域算子   的计算架构, 与数学中的 Fourier 乘子理论和拟微分算子理

论, 完全兼容. 这是令人欣慰的兼容性: 至少说明, 公设大体上是靠谱的.

依托本章的算子理论, 就可以系统探索“四非力学”. “四非”的含义是: 非整数阶, 非有理, 非

初等, 非局部. 目前, 基于大量案例验证, 我们已经能够有把握地确信: 分形算子/非整数阶算子,

大都是非有理算子, 其核函数大都是非初等函数, 其“行为”大都具有非局部性. 历史上, 无理数

出现之后, 人们认识到, 数轴上的有理数是非常稀少的. 分形出现之后, 伟大先驱们做出论断: 大

自然本质上是不规则、不连续、不光滑的. 具有规则性、连续性、光滑性的研究对象是非常稀

少的. 现在, 基于分形/分数阶非有理算子探索, 有理由认为: 大自然本质上是非整数阶、非有理、

非初等、非局部的. 具有整数阶、有理性、初等性、局部性的研究对象是非常稀少的. 需要说明

的是, “四非力学”并非独立的学术术语, 而是对上述特征系统的简称.

 3.4  基于算子化思想的分数阶系统设计框架

第 1.2 节提到: 1/2 分数阶是“基于直觉的设想”, 并非物理实在. 这种巨大的不确定性, 极大

地束缚了分数阶微积分的精准应用. 因此, 厘清分数阶次来源, 并借助算子理论设计和调控分数

阶系统具有基本的重要性和必要性. 需要指出的是, 仅有分形算子的代数式 (例如式 (33)) , 尚不

足以刻画和计算系统的力学响应. 为此, 需要构造分形算子的卷积化表达: 将算子作用于输入函

数的过程, 转化为其核函数与输入函数的卷积积分. 式 (29) 给出的卷积定理提供了这一计算方

法, 使得分形算子从抽象的代数符号转化为可计算的积分核, 从而为后续的响应求解和系统设计

奠定基础.

第 3.1.3 节提到的系列研究综合运用了伟大先驱们的思想观念, 包括: 公理化思想, Klein 变

换群下的不变性以及“结构化, 公理化, 统一性”等观念. 当研究对象是全新的且极具挑战性的时

候, 靠单一的思想已经无力处理, 需要将伟大先驱们的思想联合起来. “算子化思想”, 算得上是

研究组的新思想. 算子化思想丰富了力学的时空观, 既看到时空对称性, 又看到时空对称性破缺.

时空对称性, 即时间域算子理论与空间域算子理论的数学结构完全同构; 时空对称性破缺, 即时

空微分阶次错配. 其“后果”是, 强化了算子的非有理性, 诱导了分数阶效应, 深化了研究者对时

空的理解. 对于一个具有分形特征的力学系统, 通常的求解方式是根据每一段结构的受力分析建

立线性微分方程组, 最后求得复频域上的分数阶本构, 这与研究组提出的算子化思想截然不同.

算子化思想的优势在于省去了先列出完整线性微分方程组的步骤, 直截了当地将研究对象算子

化, 并将全部问题转化到算子域上进行计算. 其最大特点是将研究系统的内蕴与外蕴相互独立,

分别计算. 这样的操作至精至简, 避免了在求解系统响应时需要反复利用拉氏变换或逆拉氏变换

的繁琐步骤. 上述思想与经典分数阶系统设计理论存在根本区别: 算子化思想是建立在算子域上

的操作, 而经典理论往往是建立在复频域上的. 因此, 在计算分形系统的响应时, 只需要借助算

子化思想来计算整体系统算子的核函数与输入函数的卷积即可, 这也是算子化思想的核心 (Ji-
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an et al. 2025).

p

p

T (p)

T (s) p s

e−x
√
p

基于近年来的研究, 研究组提出了一种基于算子化思想的分数阶系统设计框架, 如图 16 所

示 (Jian et al. 2026a). 该框架以“基础重构−逻辑确立−应用落地”为递进式核心逻辑链, 构建起一

套从理论到实践的完整闭环体系 . 在“基础重构”模块 , 针对 Mikusiński 单一算子域概念含混

(3.1.2 节)、算子与函数边界界定模糊的问题, 研究组重构了运算微积的代数基石, 确立了双域并

行的严谨结构 (Jiang et al. 2025). 算子域 (新 Heaviside 域) 以微分算子   为核心, 将经典加法和

乘法界定为基本运算, 兼具明确的幺元与零元; 卷性域依托 Mikusiński 函数集构建, 以加法和卷

积为核心运算, 通过积分变换与 L-同态搭建起双域互通的桥梁, 结合卷积核函数定理, 实现了卷

性域元素 (卷积核函数) 与算子域元素 (算子) 的精准定量耦合映射, 从根源上夯实了理论体系

的逻辑自洽性. 在“逻辑确立”模块, 研究组为破解经典方法中非零初值条件约束、非有理算子难

以诠释的核心难题, 引入“变换下的不变性”思想, 完成了微分算子   的重构定义 (第 3.1.3 节). 在

此基础上 , 提出 “Laplace 变换群下的形式不变性公设  (Yin et al.  2025b)”, 明确算子   在

Laplace 变换作用下与像函数   保持形式完全同构, 仅需将   替换为复变量   即可实现等价映

射. 由该公设进一步演绎出完整的算子代数规则, 结合卷积核函数的定义, 清晰地阐明了算子作

用的核心是其核函数与输入函数的卷积运算, 成功厘清   等非有理算子的数学内涵, 为后续

工程应用提供了严密普适的逻辑依托. 在“应用落地”模块, 研究组以“算子化思想”为核心, 摆脱

了经典方法依赖复频域反复变换的繁琐操作. 通过连分数理论将分数阶特性融入系统拓扑设计,

以整数阶物理元件 (力学领域的弹簧−黏壶、电路领域的电阻−电感−电容等元件) 为基础, 搭建

无穷级分形拓扑结构, 实现了系统内蕴结构化算子与外蕴输入函数的解耦, 输出响应可通过算子
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图 16

基于算子化思想的分数阶系统设计框架
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与输入函数的直接作用高效求解. 这一设计路径不仅突破了任意阶次分数阶系统的构建瓶颈, 更

以简洁的算子域运算替代复杂的复频域变换, 从根本上解决了传统方法的计算冗余问题, 最终形

成兼具理论严谨性与工程可行性的通用分数阶系统设计与调控方案. 该框架既彰显了算子化思

想的创新价值 , 更为后续跨领域拓展  (如电路优化  (He et al. 2020, Ruiz & Felice 2015, Sen &

Kircay 2025, Hassan et al.  2024, Deng et al.  2022)、智能材料调控、数值逼近  (Müller  et al.

2013, Hürkamp et al. 2015, Birk & Song 2010, Trinks & Ruge 2002) 等) 奠定了坚实基础, 成为分

数阶系统研究领域兼具理论深度与应用潜力的全新模式.

在经典力学中, 研究者习惯于面对微分方程: 给定输入, 求解输出. 函数是关注的核心, 算子

是辅助的工具. 而物理分形研究则提供了另一个视角: 系统的本征性质. 它的结构、记忆、非局

部关联全部凝结在算子之中. 一旦算子被确定, 所有可能的输入−输出关系都随之确定. 换句话

说, 算子不再是求解过程中的一个“中间变量”, 而是系统真正的“身份证”. 这种视角的转换意味

着: 研究者不再追问“这个系统在某个特定输入下会怎样响应”, 而是追问“这个系统的本质是什

么”: 而后者的答案一旦给出, 前者的所有问题都迎刃而解.

算子化思想的精妙之处, 在于它将分数阶从一种“不得不用的数学工具”提升为一种“自然涌

现的结构语言”. 过去, 分数阶微积分的引入往往是现象驱动的: 观察到某种幂律行为, 于是引入

分数阶来描述它. 而物理分形的方法则是结构驱动的: 从多级自相似结构出发, 算子代数方程自

然导出分数阶, 核函数自然涌现出非初等特殊函数. 当然, 算子化思想的意义不止于力学本身.

它为不同学科之间的对话提供了一种共同的语法: 无论是力学系统、电路系统还是控制系统, 只

要能够抽象出“算子−输入−输出”的三元结构, 就可以在同一套语言框架下进行分析. 这种语法并

不试图抹平学科之间的差异, 而是让差异在共同的参照系中变得更加清晰. 从这个意义上说, 算

子化思想更多是一种“邀请”: 邀请不同领域的探索者用同一种方式去追问各自关心的问题, 然后

在追问的深处相遇. 如果说分形雪花为研究者提供了一套描述结构“怎样”生长的语言, 那么算子

化思想则为研究者提供了一套理解系统“为什么”如此响应的语法. 从语言到语法, 这本身就是一

次从运动学到动力学的自然延伸. 而这一延伸的深远含义, 直到研究者将目光投向更广阔的材料

世界时, 才真正开始显现.

从生命体中抽象出的物理分形与分形胞元, 为理解分形与分数阶之间的关联提供了新的视

角. 物理分形空间中的算子具有非整数阶、非有理、非初等与非局部的特征, 这些特征源于物理

分形的拓扑结构与无穷层级性质. 算子化思想则为这类系统的分析与设计提供了一套较为系统

的工具.

 3.5  小　结

如果说分形雪花的研究让研究者看清了生命体多级结构“怎样”生长, 那么物理分形与分数

阶生命体力学的研究则开始回答它“为什么”会长成这样, 以及更重要的, 这样的结构在力学上意

味着什么. 这是一次从运动学到动力学的跨越, 也是一次从“描述现象”到“理解本质”的跃升.

分形雪花的研究建立了一套数学语言, 让研究者能够用数学的方式准确地讨论结构的生成

与演化, 这在相当程度上仍然类似于传统意义上数学家研究的分形, 即几何图形的分形. 然而,
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这种几何语言和力学的研究对象之间存在矛盾. 几何意义上的分形是机械的、静止的, 而力学研

究的是运动和相互作用, 几何意义上分形的研究结果难以直接套用在力学的研究中, 有必要去研

究分形体的复杂动力学. 在生命体中, 若干具有多层级、自相似特征的组织具有的特殊性往往呈

现在其动力学响应上, 例如肌腱材料特殊的长时程黏弹性响应, 为阐明这个现象背后的物理机

制, 研究者不仅需要明确这样的多层级结构在一个时刻下的几何特征是怎样的, 还要搞清楚它在

连续的时间中是如何运动的, 各层级之间的相互作用是如何传递的, 而后者是从纯粹几何意义上

的分形出发难以研究的.

这些思考促使了研究组的研究思想发生转变, 最终引出了“物理分形”的概念. 物理分形也研

究几何结构和几何结构上的物理场, 但除此之外更加关心物理场之间的联系, 例如力学上的本构

关系. 对于黏弹性本构而言, 这种关系可以抽象为时间域上的算子. 因此, 物理分形与几何分形

的不同, 在于基本的重复单元被抽象为算子, 几何上的连接性被抽象为算子输入输出的连接性,

而体积、形状等这些特征在抽象过程中被隐去了, 而最终研究者关注的目标也从几何分形的大

小、体积转变成了整体结构宏观上呈现出来的算子.

当研究者将分析对象从几何图形转向由物理元件组装的多级结构时, “结构”与“功能”之间

出现了一条可以被数学追踪的因果链. 分形胞元的无穷级自全等拓扑, 在算子域中等价于一个包

含根式的代数方程, 这正是分数阶的物理起源之一. 换句话说, 生命体之所以呈现出分数阶的力

学行为, 是因为它们的多级自相似结构在数学上必然导致分数阶的描述 (一种涌现形式). 这一

发现将分形从一个几何概念提升为力学的核心范畴: 分形不再是视觉上的自相似图案, 而是结构

−功能关系的深层组织方式.

 4  材料力学基本分析单元的演化与启发

回顾连续介质力学及相关领域的发展历程, 材料力学基本分析单元的演化清晰地勾勒出学

科前进的轨迹. 这一演化大致可以划分为 6 个阶段 (6 种方式), 每一个阶段 (每一种方式) 都代

表了对“什么是材料的基本力学分析单元”这一问题的一次重新回答, 如图 17 所示.

方式 1: 经典微单元体. 从 Newton 和 Leibniz 时代以来, 微单元体一直是数学、物理学和力

学的基础性概念. 它具有 3 个基本特征: 封闭性 (与环境之间没有物质交换)、局部性 (只与相邻

单元作用)、连续性 (内部没有结构). 守恒律方程, 无论是质量守恒、动量守恒还是能量守恒, 大

都被奠定在微单元体概念的基础之上. 经典微元体是 Euclid 空间的产物, 其上的算子都是整数

阶的. 这一阶段的核心理念是“化整为零”: 通过将连续体分割为无穷小的单元, 将复杂的偏微分

方程转化为可解的局域方程. 这一概念在处理均匀连续介质时取得了巨大成功.

方式 2: 代表性体积单元. 随着复合材料研究的深入, 研究者们意识到材料内部存在微结构,

微元体思想被进一步推广, RVE 应运而生 (Hill 1963, Bargmann et al. 2018). RVE 为单元体内部

赋予了空间构型. 然而, RVE 的材料分布呈随机性, 不具备分形特征 (Yousefsani et al. 2020). 此

外, 单元体本身仍是连续的, 难以描述生物纤维中纤维蛋白的离散分布特征. RVE 虽然比经典微

单元体更接近真实材料, 但并未突破 Euclid 空间的框架. 这一阶段的核心突破在于承认了材料
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内部存在“微结构”, 但微结构仍然是统计意义上的、随机分布的, 而非确定性的、分形嵌套的.

方式 3: 点阵材料单胞. 点阵材料是以单个胞元在空间中周期性排布形成的多孔结构, 具有

较高的孔隙率和微结构可设计性, 其力学性能高度依赖于单胞拓扑构型 (杨鑫 等 2021, 陶斯嘉

等 2022, 田伟 等 2026). 点阵单胞的设计经历了从框架到平板再到曲面的演化, 其目标是降低结

构内部的应力集中 , 实现理论预测的各向同性的 Hashin-Shtrikman 极限刚度  (张璇和李晓雁

2021). 点阵材料单胞虽然具备了更高的结构可设计性, 但其研究范式仍然停留在 Euclid 空间的

框架内: 通过单胞的周期性排列来构造宏观材料, 本质上是一种“自下而上”的几何构造.
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图 17

材料力学基本分析单元的演化 (冯西桥 2017, 杨鑫 等 2021, 何玉龙 等 2026, 渐徵墨 等 2026).

(a) 连续介质力学微元体, (b) 复合材料力学 RVE 单元, (c) 点阵材料与超材料单胞, (d) 物理分

形空间中的力学元件网络: 分形胞元
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方式 4: 力学超材料单胞. 力学超材料是指人工设计具有特定微观结构、介观连接以及宏观

布局的材料 (Bertoldi et al. 2017, Bordiga et al. 2024, Djellouli et al. 2024, Kai et al. 2023, Fren-

zel et al. 2017, 尹剑飞 等 2022, 尹彦琦 等 2025, 何玉龙 等 2026). 与传统的侧重于组成成分的材

料概念不同, 力学超材料强调的是通过结构设计来获得超常规的力学性能, 涵盖了具有负弹性模

量的折纸超材料、手性或反手性超材料、负压缩性超材料以及具有零泊松比特性的多孔板等多

种类型. 然而, 力学超材料单胞的研究仍然建立在 Euclid 几何的基础上: 其单胞虽然可以具有极

其复杂的拓扑构型, 但本质上仍然是 Euclid 空间中的有限集合.

方式 5: 基于拓扑优化的单胞设计 (孙杰 等 2009, 徐世鹏 等 2022, 黄垲轩 等 2023, 邱克鹏

等 2023). 随着增材制造技术和拓扑优化方法的发展, 单胞设计已经从“试错”走向了“智能化的数

据驱动算法” (徐炅阳 等 2025). 通过渐进结构优化、均匀化方法、双向渐进结构优化等方法,

可以针对特定的性能目标设计出具有最优拓扑构型的单胞结构. 这些方法大大拓展了单胞设计

的空间, 但其底层假设 (Euclid 几何框架下的有限集合) 并未改变.

方式 6: 分形胞元  (Guo et al. 2019; Peng et al. 2021; Yin et al. 2022a, 2022b, 2025a, 2025b;

Jian et al. 2023a, 2023b, 2024a, 2024b, 2025, 2026a, 2026b; Jian & Yin 2024; Jiang et al. 2026).

从生物多级结构中抽象出的分形胞元在上述几种单元体的基础上引入了新特征: 分形胞元具有

开放性、非局部性与离散性. 分形胞元不是 Euclid 空间中的几何体, 而是物理分形空间中的拓

扑结构. 更重要的是, 分形胞元不是通过“周期性排列”来构造宏观材料, 而是通过“局部=整体”

的无穷嵌套方式来实现从微观到宏观的贯通. 这种贯通不是几何意义上的自相似, 而是算子意义

上的自全等, 对应的空间形式不再是 Euclid 空间而是物理分形空间.

这一演化并非线性的改变, 而是研究模式的转换. 前 5 种“微元体”方法对应的是局部化的、

整数阶的、有理的、初等函数调控的力学. 分形胞元对应的则是非局部化的、非整数阶的、非

有理的、非初等函数调控的力学. 前者是 Euclid 空间上的力学, 后者是物理分形空间上的力学.

从经典微单元体到分形胞元的演化反映了研究者对材料结构认知的逐步深化. 不同层次的

单元各有适用场景, 分形胞元的提出为处理具有显著多级自相似特征的生物黏弹性材料提供了

一条全新的思路. 这场研究方式转换的核心启示是什么? 是从“分而治之”到“合而观之”的思维

转变. 经典力学通过将整体分割为微小局部来理解整体, 这是分析的思维. 分形胞元则提供了一

条相反的路径: 通过理解局部的“全息”结构来把握整体, 这是综合的思维. 在复杂生命体面前,

也许综合思维在处理某些特定问题方面更为有效.

 5  交叉力学中的分形与分数阶方法

 5.1  有待进一步研究的基本问题

分形与分数阶方法在交叉力学中的应用正从“工具调用”走向“学科融合”. 然而, 这一进程仍

然面临着若干基本科学问题 (Luchko & Srivastava 1995, Lunchko & Gorenflo 1999, Luchko 2021,

Hanna et al. 2020, Fernandez 2023, Rani & Fernandez 2022). 这些问题的解答, 将决定这一方向

能否从“有趣的探索”发展为“成熟的学科”.
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问题一: 分数阶的起源是否穷尽? 目前已揭示的起源: 分形胞元的拓扑不变量、物理元件的

阶次以及时空阶次的失配等, 是否穷尽了所有可能性? 自然界或生命体中是否还存在尚未被抽

象出来的分数阶起源? 例如, 非线性效应是否也能导致分数阶? 随机过程是否也有分数阶的体

现? 这些问题有待进一步探索. 前期我们研究的物理分形 (图 14), 各级元件全同 (自全等). 这是

极致的理想化, 是超强的对称性约束 (图 18(a)) . 但自然界或生命体内, 如此完美的自全等根本

不存在, 相反, 对称性破缺才是常态 (图 18(b) ~ 图 18(c)) . 因此, 从材料设计的角度, 约束材料

参数梯度分布, 从中抽象对称性破缺的、非全同元件构成的物理分形. 通过材料设计和非全同物

理分形, 即可寻找新的分数阶起源.

问题二: 高阶分形拓扑是否存在 (Yin et al. 2022a)? 迄今为止从生命体中抽象出来的物理分

形都是 2 分叉的低阶拓扑. 3 分叉以上的高阶分形拓扑尚未遇到. 自然界或生命体中不存在高阶

拓扑, 还是存在但未被抽象出来? 一旦高阶分形拓扑存在, 算子代数方程必然存在虚算子. 如何

理解虚算子? 虚算子的物理意义是什么? 它们是否对应着某种“隐形的”分数阶效应? 这些问题,

都是令人非常感兴趣的.
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图 18

物理分形空间中元件分形树的对称性演化 (Jian et al. 2024b). (a) 基于含棘突神经纤维抽象的分

形树胞元, (b) 基于神经元树突抽象的分形树胞元, (c) 基于密质骨纤维抽象的分形树胞元
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问题三: 分形/分数阶非有理算子的逼近理论. 物理分形有无穷级结构, 但自然界和工程界中

无穷级结构并不存在. 如何用有限级结构最佳地逼近无穷级结构? 分形/分数阶非有理算子可以

展开成什么样的算子级数? 如何判断算子级数的收敛性和截断误差? 这是从理论走向工程应用

的关键一步: 没有可靠的逼近方法, 物理分形理论就难以在工程实践中落地 (Yu 2025, Reddy &

Reddy 2024, Krishna 2011, Aoun et al. 2004, Podlubny et al. 2002, Vinagre et al. 2000).

问题四: 分数阶微积分能否完全算子化 (柯红路和谢和熙 1999; 柯红路 2003, 2005; 薛定宇和

白鹭 2023; Liu et al. 2024c, 2025b)? 任何一个分数阶导数或分数阶积分都对应算子域上的一个

分数阶非有理算子; 反过来, 算子域上的任何一个分数阶非有理算子都对应一个分数阶导数或分

数阶积分. 这一命题如果真的成立, 将实现分数阶微积分研究模式的彻底转换: 从此不再需要纠

结于选择哪种分数阶微积分的定义, 只需要确定对应的算子即可. 针对这一问题, Liu 等 (2024b)

基于 Sonine 核定义的广义分数阶微积分, 建立了一种确定分数阶微积分算子表达的普适性方法.

并给出了 Caputo 导数、R-L 导数、Prabhakar 导数、C-F 导数、A-B 导数等一系列分数阶微积

分的算子表达. 该方法在理论上对运算微积的应用进行了扩展和深化, 在实际工程和科学研究

中, 为解决复杂的分数阶微分方程问题提供了一种有效可行且简洁直观的算子代数解法. 有机统

一性将带来极大好处: (1) 将分数阶导数和分数阶积分研究, 转换为分数阶非有理算子研究, 从

而实现分数阶微积分研究范式的转换. (2) 丰富了研究 non-local 问题的武器库. non-local 问题是

力学中的难题. 分数阶微积分能够有效描述 non-local 问题, 而分数阶非有理算子自带 non-local

“基因”, 自身就包含了卷积 (历史作用的积累效应)、初值、长时程或长距离因素, 因而是攻克

non-local 问题的最佳利器. (3) 解决分数阶微积分难以回答的问题. 总之, 实现分数阶非有理算

子与分数阶微积分的有机统一, 完全可行.

问题五: 分形算子代数方程中的“±”号如何理解? 为保证能量的正定性, 分形算子代数方程

的解一般取“+”号. 然而, 其中的“−”号是否刻画了材料的左手性? 这是一个值得深入研究的科学

问题. 左手性材料在电磁学中已经得到了深入研究, 但在力学中, 负刚度、负模量等概念是否也

有对应的物理实现? 如果“−”号确实对应着某种“负”的力学行为, 那么它可能为力学超材料的设

计开辟一个全新的方向.

针对上述问题, 研究组开展了初步探索: Jiang 等 (2026) 对分形阶梯 (fractal ladder) 模型的

自相似性给出了新的数学解释, 并将其转化为高效的计算框架. 其核心思想在于: 将阶梯结构的

逐层递归堆叠重新解释为拉普拉斯域中算子空间上的 Möbius 变换

T (n+1) =
a11T

(n) + a12
a21T (n) + a22

(41)

T (1), T (2), T (3), T (4)

T̂ (∞)

由此在有限深度阶梯模型与不动点迭代之间建立了直接对应. 如图 19 所示, 深度 N = 1, 2,

3, 4 的有限深度阶梯模型, 恰与从某一初始猜测出发对该 Möbius 变换依次迭代 1, 2, 3, 4 次所得

的算子   一一对应; 随着深度增加, 算子序列沿螺旋路径收敛至该变换的不动

点   , 即无限深度分形阶梯模型的精确响应算子 (图 19(a)) . 图 19(b) 的数值结果表明, 有限

深度阶梯模型在时域中的单位阶跃响应随深度增加逐渐逼近无限深度阶梯模型的响应曲线, 直

观地展示了有限深度模型向无限深度精确响应的收敛.
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在该不动点框架下, 该工作严格证明了以下结论: (i) 2 个数学解分支中, 仅压缩分支 (con-

tractive branch) 具有物理意义, 有限深度序列在弱收敛意义下逼近该分支; (ii) 将迭代截断至第

 次, 即得到深度为   的有限维整数阶近似, 其响应核可通过同时对刚度矩阵和阻尼矩阵对角

化表示为 Prony 级数 . 记该  Prony 级数的展开阶数为   , 则时域计算的复杂度由直接卷积的

 降至    (  为时间步数, 且   ), 存储复杂度由   降至   , 为分数阶黏弹

性本构在大规模有限元分析中的应用提供了可行的计算方案.

将响应核展开为指数级数的思想并不局限于阶梯模型本身. Jiang 等 (2026) 指出, 有限深度
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图 19

N = 1, 2, 3, 4

T (1), T (2), T (3), T (4)

T̂ (∞)

s−1/2 L2

分数阶黏弹性模型高效数值方法的核心思想. (a) 算子空间中的不动点迭代: 分形阶梯模型的深

度递推等价于算子空间中 Möbius 变换的不动点迭代; 四周为深度   的有限深度阶梯

电路 , 对应迭代序列     (红色圆点), 该序列沿蓝色螺旋收敛至压缩不动点

  (金色星号), (b) 数值验证: 不同深度阶梯模型的单位阶跃响应随深度增加逐渐逼近极限情

形的响应曲线, 直观展示了有限深度模型向无限深度精确响应的收敛; 基于该框架, 截断迭代即

可得到高效的 Prony 级数近似, (c) 分数阶积分算子   的数值算法对比: 左图为   误差随计

算时间的变化, 右图为误差随单个积分点静态内存的变化
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R (s) = P (s) /Q (s) s−α

O (M)

M s−1/2 s−1/2

s−1/2

O
(
L2
)

O (L logL)

L2

阶梯系统本质上是一种有限自由度黏弹性系统, 其响应核在拉普拉斯域中为有理分式, 在时域中

可展开为指数级数. 受此启发, Jian 等 (2026b) 将这一思想推广至分数阶积分算子的数值处理:

在拉普拉斯域中以有理分式   逼近分数阶积分算子    (可采用  Oustaloup、

Matsuda、Carlson 等展开格式), 经部分分式分解并作拉普拉斯逆变换, 即得到积分核的指数级

数逼近. 由于每个指数核项的数值积分只需存储一个状态变量, 该算法的内存复杂度为   ,

其中   为有理分式阶次. 此外, 该工作针对   积分算子提出了新的逼近格式: 先将   表示

为奇异积分, 再对该积分进行离散化. 如图 19(c) 所示, 该工作以分数阶积分算子   为算例,

对比了直接 Grünwald–Letnikov 卷积 (Conv,   )、FFT 加速卷积 (FFT,   )、短记

忆原理 (SMP) 与基于奇异积分表示的有理分式逼近方法: 左图给出   误差随计算时间的变化,

右图给出误差随单个积分点静态内存的变化. 在相近计算时间内, 有理分式逼近方法的误差比卷

积类方法低 1 ~ 3 个数量级; 其内存占用不随网格细化而增长, 因而在高分辨率分数阶积分问题

中具有显著优势.

 5.2  分形与分数阶的时空关联性

分形与分数阶的关联, 本质上是一种时空关联. 几何分形 (Ji & Gao 2004b, Gao 2006, Zhang

et al. 2010, Lei et al. 2012, Liu et al. 2006, Reznikov et al. 2018, 武际可 2014) 刻画的是空间的分

数维; 分数阶微积分刻画的是时间的分数阶. 二者之间的桥梁, 正是运动. 空间中的结构在时间

中运动 (包括变形): 结构的分数维与运动的分数阶, 通过分形算子被统一起来.

一个核心思想是从分数维的空间到分数阶的时间. 生命体中广泛存在的物质空间形式是分

形的, 具有分数维. 出人预料的是, 分形空间的运动, 或者分形空间上的运动, 一般显示出分数阶

的时间响应. 这意味着分数维空间与分数阶时间之间存在深刻的内在关联.

更深刻的关联来自时空对称性破缺 (Yin et al. 2025a). 当偏微分方程中时间和空间的导数阶

次不匹配时, 分数阶必然出现. 这一发现表明, 分数阶并非数学家们的想象, 而是时空结构不对

称性的物理反映. 在组织液循环研究中, 从生命体的“棘轮运动”中也可以抽象出物理分形空间和

分形算子, 组织液循环被证实是具有 1/2 阶次的分数阶动力学系统 (Yin et al. 2022b).

√
p+ α

值得一提的是, 前期的力学探索表明 (Jian et al. 2024b): 基于分形算子, 还可以揭示特殊函

数之间的深刻关联性. 以骨分形算子   为例, 可以证实误差函数与 Bessel 函数之间存在分

数阶关联

√
p

1√
p+ α

H (t) =
√
p
erf

(√
αt

)
√
α

= e−
αt
2 J0

(
αt

2

)
(42)

H (t) J0
√
p

式中 ,   是 Heaviside 单位阶跃函数 ,   是 0 阶修正 Bessel 函数 . 式  (42) 表明 , 误差函数的

1/2 阶分数阶微分, 即算子   作用后, 可得指数函数加权的 Bessel 函数. 式 (42) 揭示了误差函

数与 0 阶修正 Bessel 函数之间的分数阶关联. 文献 (Jian et al. 2024b) 中, 以误差函数为核心, 借

助骨分形算子, 可以揭示各类特殊函数之间存在关联性. 误差函数、Bessel 函数、Struve 函数、

Gamma 函数、MeijerG 函数、Mittag-Leffler 函数 (Liu et al. 2025b) 和广义超几何函数等, 相互

之间都存在分数阶关联性. 这表明, 诸多特殊函数之间, 并不互相独立. 而物理分形空间中的分
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数阶非有理算子, 为理解这种奇特的关联性提供了全新视角.

时空关联性的揭示, 为理解“为什么生命体选择分数阶”提供了一个统一的框架. 生命体的空

间结构是分形的 (分数维), 生命体的运动响应是分数阶的 (分数阶时间), 二者通过分形算子这

个数学结构实现了统一. 这种统一不是人为构造的, 而是生命体物理实在的本质特征.

 5.3  分数阶次来源的探索与讨论

分数阶次的来源问题, 是分数阶微积分最根本的问题之一. 综合目前研究, 分数阶次的可能

来源可归纳为:

来源一: 分形胞元的拓扑不变量 (Yin et al. 2022a). 分形算子代数方程的阶次等于分形胞元

的拓扑不变量. 2 分叉物理分形拓扑导出 1/2 阶, 3 分叉物理分形拓扑导出 1/3 阶. 分数阶次等于

拓扑不变量的倒数. 通过 Vieta 定理, 算子代数方程的解与物理元件算子之间的关系得以澄清,

二者之间的对偶约束也被揭示. 这一来源的深刻之处在于: 分数阶次的倒数恰好是分形结构的分

叉数, 拓扑结构直接决定了阶次.

√
p

来源二: 时空微分阶次失配 (Yin et al. 2025a). 当时间导数的阶次与空间导数的阶次不相等

时, 分数阶必然出现. 热传导方程中 1 阶时间导数与 2 阶空间导数的不匹配, 导致了分数阶算子

 的出现. 这一机制具有普适性. 偏微分方程中时间和空间偏导数阶次的错配诱导了分数阶现

象, 这是分数阶物理起源的一种全新解释. 这一来源的深刻之处在于分数阶源于时空本身的不对

称性. 时空并非完全对称的, 这种不对称性在算子层面表现为分数阶.

来源三: 物理元件的材料分布与对称性破缺. 前期研究的物理分形各级元件全同 (自全等),

这是极致的理想化. 但自然界中对称性破缺才是常态. Schiessel-Blumen 模型通过让物理元件的

材料参数满足一定的比例关系, 并将结构层级推广至无穷后, 获得表观分数阶系统 (Schiessel &

Blumen 1993). 随着物理分形空间中元件分形树的对称性演化, 分形算子的性质也更为丰富. “树

状”分形和“阶梯状”分形的算子有共性: 二者都是二次根式型算子, 都是非有理算子. 二者也有差

异: “树状”分形算子较为简单, 而“阶梯状”分形算子相对复杂. 前者的简单性来自于分形树拓扑

的对称性, 而后者的复杂性则来自于分形阶梯拓扑的对称性破缺. 打破对称性的方式并不唯一:

可以通过改变分叉两端物理元件的数量来实现, 也可以通过改变物理元件的功能属性来实现. 这

一来源的深刻之处在于: 分数阶系统可以“设计”出来. 通过调控不同层级间物理元件材料参数的

比例 (约束) 关系和对称性破缺的方式, 可以定制所需的分数阶次.

来源四: 物理元件的本征阶次 (Yin et al. 2022a). 即使整数阶元件, 元件阶次最终也会影响

分数阶 . 如果物理元件本身已经具有分数阶特性  (例如 Abel 黏壶等  (Dai et al. 2015, Craiem

et  al.  2008, Grahovac &  Žigić 2010, Gloeckle  &  Nonnenmacher1995, Doehring  et  al.  2005,

Sumelka et al. 2020, 周宏伟 等 2012, 刘迪 等 2017)) , 那么由这些元件组装而成的物理分形结构

将具有更为复杂的分数阶特征. 物理元件的阶次是决定分形算子分数阶次的重要因素之一.

值得注意的是, 分数阶次的来源具有多样性. 不同来源可以独立地导致分数阶, 也可以共同

作用. 这意味着, 在面对一个具体的分数阶系统时, 追问“分数阶来自哪里”可能没有唯一答案.

更重要的是追问“哪些因素共同决定了这个分数阶次”. 这种多样性本身也暗示着: 分数阶微积分
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之所以能够如此广泛地应用于不同领域, 正是因为它的根源是多元的, 不同领域可以从不同的源

头通向分数阶.

 5.4  小　结

分数阶次的来源问题, 贯穿了从分形雪花到物理分形的整条探索路径. 如果说分形雪花研究

让研究者知道分数阶“存在”于多级结构的演化之中, 那么物理分形研究则让研究者开始理解分

数阶“从何而来”. 而本章的讨论表明, 这个问题的答案并非单一: 分数阶次的来源具有多样性,

它可能来自拓扑, 也可能来自时空, 还可能来自材料参数的分布方式.

这种多样性本身就是一个值得深思的事实. 它意味着分数阶并非某种特定结构的“专属标

签”, 而是一种更为普遍的数学−物理现象, 在不同的系统、不同的尺度、不同的物理背景下可以

有全然不同的触发机制. 更重要的是, 分数阶次的来源并非互斥, 而是可以叠加、交织、共同作

用. 在真实生命体中, 拓扑、时空、材料分布往往同时存在、相互影响, 共同塑造着系统的分数

阶行为. 这意味着, 面对一个具体的生命体力学问题时, 更值得追问的或许是“哪些因素在多大

程度上共同决定了这个分数阶次”. 这种追问方式的变化, 本身就是认识的深化. 未来, 采用“物

理分形与分数阶”方法解决实际工程问题有望发展成为一种全新的研究模式. 例如, 面向空天动

力粘弹性复合材料高精度本构建模: 传统连续介质力学模型难以兼顾运算效率与非局部效应的

精准刻画, 经典 RVE 单元无法捕捉黏弹性材料长时程力学“记忆”特性, 广义 Maxwell 模型则存

在参数繁杂等短板, 均难以匹配面向空天动力黏弹性复合材料高精度建模的实际需求. 因此, 该

领域迫切需要发展一套适配高温、兼顾黏弹性与细观损伤的本构体系及评价技术, 为关键部件

优化、寿命评估提供理论支撑与技术工具, 对突破国外技术封锁、提升我国航空航天动力装备

自主研发水平具有重要战略意义. 而本文的“物理分形”模型有望为极端环境下先进复合材料多

尺度建模开辟新路径, 兼具深厚学术价值与广泛工程应用前景.

交叉力学中的分形与分数阶方法正处于从“现象描述”走向“原理揭示”的关键阶段. 分数阶

次的来源探索表明: 分数阶不仅是数学家的发明, 而且是物理世界的客观实在. 它隐藏在生命体

的多级结构中, 隐藏在偏微分方程的时空错配中, 隐藏在无穷集合与有限集合的本质差异中. 力

学研究者的任务, 就是将这些隐藏的分数阶“挖掘”出来, 并赋予它们清晰的物理内涵.

 6  总结与展望

本文系统回顾了研究组近 20 余年来“从分形雪花到分数阶生命体力学”的探索历程. 这一历

程可以从 3 个层面加以总结:

在概念层面, 本文贡献了一系列新概念: 比例运动、比例运动变换群、相似比例运动变换群、

物理分形、分形胞元、分形算子、算子化思想. 这些概念有清晰的物理起源和背景, 经历了漫长

的抽象过程. 它们丰富了力学的概念体系, 为力学学科提供了全新的研究对象.

在理论层面, 本文建立了物理分形空间中的分数阶力学框架. 这一框架的核心可以概括为“四

非”特征: 非整数阶、非有理、非初等、非局部. 分数维的空间与分数阶的时间在算子域上达成

了统一.
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在方法层面, 本文提出了基于算子化思想的分数阶系统分析与设计方法. 通过将系统的内蕴

性质与外部激励解耦, 可在算子域中较为简洁地处理分数阶系统的响应问题, 已尝试应用于模拟

分数阶电路设计、分数阶数值逼近等领域.

展望未来, 以下几个方向值得持续探索.

第一, 寻找更多分数阶次的起源. 物理分形拓扑、层级约束关系和时空阶次失配之外, 是否

还存在其他来源? 物理元件的材料分布、对称性破缺的方式、高阶分形拓扑的结构算子、非线

性效应等, 这些都可能孕育着新的分数阶起源. 每发现一个新的起源, 就意味着分数阶微积分与

物理世界之间的联系又加深了一层.

第二, 建立分形/分数阶非有理算子的逼近理论. 如何用有限级结构最佳地逼近无穷级物理

分形? 算子级数的收敛性和截断误差如何判断? 这是从理论走向工程应用的关键一步. 没有可靠

的逼近方法, 物理分形理论就难以在工程实践中落地.

第三, 实现分数阶微积分的完全算子化. 如果任何一个分数阶导数或分数阶积分都对应算子

域上的一个分数阶非有理算子, 那么分数阶微积分的研究范式将发生根本性转换. 从此不再需要

纠结于选择哪种分数阶微积分的定义, 只需要确定对应的算子即可.

第四, 将物理分形方法拓展至更广泛的领域. 岩土力学、材料科学、控制工程、声学设计等

领域中, 是否存在尚未被识别的物理分形结构? 通过抓住不同对象之间的物理共性和数学本质,

可以建立起跨学科的研究范式.

从分形雪花到分数阶生命体力学, 从几何分形到物理分形, 从运动学到动力学, 这条探索之

路揭示了一个深刻的道理: 大自然本质上是非整数阶、非有理、非初等、非局部的. 具有整数阶、

有理性、初等性、局部性的研究对象, 反而是非常稀少的. 连续介质力学的微元体概念, 正在从

Euclid 空间的封闭单元, 演化为物理分形空间的开放胞元. 这或许预示着力学学科的下一次研究

模式转变.
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Abstract　Since the era of  Newton and Leibniz,  the concept of  the material  element in continuum

mechanics has played a fundamental role. When the research perspective expands from traditional en-

gineering materials  to  living  organisms,  the  classic  concept  of  the  material  element  faces  new  chal-

lenges due to the multi-scale and multi-level characteristics of living organisms. This article focuses on

the intersection  of  fractals  and  fractional  calculus,  analyzes  the  abstraction  process  of  fractal  snow-

flakes  and  physical  fractal  spaces  from  biological  multi-level  structures,  and  reviews  the  exploration

process of fractional-order mechanics. This article starts from two classic problems, namely the "Man-

delbrot  Question"  and  the  "L’Hospital  Question",  and  presents  the  following  exploration  paths:

(a) from geometric fractals to physical fractals, (b) from kinematics to dynamics, and (c) from fractal

dimension to fractional order. The specific content includes: (a) fractal snowflakes abstracted from liv-

ing organisms and their growth kinematics, (b) fractional-order operators abstracted from living organ-

isms  and  their  theoretical  construction;  (c)  applications  of  fractional-order  operator  theory.  On  this

basis, this article delineates the evolutionary trajectory of the material element concept: from the clas-

sical  element,  the  representative  volume  element  (RVE),  the  lattice  unit  cell,  and  the  mechanical

metamaterial unit cell to the fractal cell, and discusses the multiple origins of fractional orders and the

spatiotemporal correlation between fractals and fractional calculus. This article concludes that mech-

anics in the physical fractal spaces exhibits features that are non-integer-order, non-rational, non-ele-

mentary, and non-local, offering novel perspectives for broadening the boundaries of mechanics.

Keywords　material element, fractal snowflake, physical fractal spaces, fractional calculus, fractional-

order operator theory

 

 

Received: 28 August 2026; accepted: 8 October 2026; online: 11 November 2026

*  E-mail: xinjq@tsinghua.edu.cn

†  E-mail: yinyj@tsinghua.edu.cn

© 2026 Advances in Mechanics. 

50 力　　　学　　　进　　　展 xxxx 年   第 x 卷

mailto:xinjq@tsinghua.edu.cn
mailto:yinyj@tsinghua.edu.cn


　　殷雅俊 , 男 , 清华大学航天航空学院工程力学系教授 , 博士生导师 .

1985 年毕业于清华大学水电系, 获学士学位. 1987 年于清华大学工程力学

系获硕士学位 , 同年留校任教 . 1995 年获日本政府奖学金 , 赴日留学 ,

1998 年于日本广岛大学获博士学位 . 1993 ~ 1994 年获荷兰政府资助 , 作

为 Research Fellow 在 Delft 大学从事合作研究 . 2000 ~ 2001 年受 Japan

Key Technology Center 的邀请, 作为海外研究员在 IHI (日本石川岛播磨

重工业公司) 基础技术研究所从事合作研究工作. 先后获得国家级教学优

秀成果一等奖和二等奖. 2011 年获得北京市教学名师奖. 2016 年获得清华大学新百年教学成就

奖. 近 20 年来主攻以下研究方向并取得进展: (1) 生物微纳米力学与几何; (2) 生物分形几何与力学;

(3) 昆虫仿生力学; (4) 张量分析与理性力学的公理化.

　　辛健强, 男, 清华大学航发院研究员, 博士生导师. 长期从事复合材料

力学、高超声速热防护、结构强度、振动等方向的研究工作, 建立了某

类飞行器热防护系统仿真与试验评价体系. 在 AIAA Journal, Thin-walled

structures, International Journal of Heat and Mass Transfer 等期刊发表论

文六十余篇, 授权专利四十余项.

第 x 期 渐徵墨, 王兵, 李群仰, 蒋知臻, 周天弈等 : 从几何分形到物理分形:分数阶力学的概念、模型与方法 51


	1 引　言
	1.1 分形与分数阶微积分的两个经典问题
	1.2 分数阶的物理起源之问
	1.3 从几何分形到物理分形的探索之路

	2 从生物体中抽象出的分形雪花及其生长运动学
	2.1 几何分形与维数
	2.2 生物多级结构及其生长
	2.3 分形生长运动学
	2.3.1 超级分形雪花的漂亮性质
	2.3.2 生长过程中的若干奇异现象
	2.3.3 比例运动与比例运动变换群
	2.3.4 自相似性的充分必要条件
	2.3.5 N分形线段的拓扑演化
	2.3.6 N分形线段的坐标演化

	2.4 小　结

	3 从生命体中抽象出的分数阶算子理论及其应用
	3.1 分数阶微积分及其算子化表示
	3.1.1 分数阶微积分的历史溯源
	3.1.2 运算微积理论的贡献与局限性
	3.1.3 修正Heaviside微分符号与Laplace变换群下的形式不变性公设

	3.2 从生命体中抽象出的物理分形空间与分形胞元
	3.2.1 四次抽象: 从生物纤维到物理分形
	3.2.2 分形胞元对微元体概念的拓展

	3.3 物理分形空间中的分形算子与分数阶力学
	3.4 基于算子化思想的分数阶系统设计框架
	3.5 小　结

	4 材料力学基本分析单元的演化与启发
	5 交叉力学中的分形与分数阶方法
	5.1 有待进一步研究的基本问题
	5.2 分形与分数阶的时空关联性
	5.3 分数阶次来源的探索与讨论
	5.4 小　结

	6 总结与展望
	参考文献

