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力学分析中的对称性与守恒律分析方法研究进展
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摘    要  本文综述了力学分析中对称性与守恒律的研究进展. 首先, 介绍了连续系统中的

Lie 群对称性, 包括微分方程和偏微分方程的 Lie 群对称性、泛函的 Lie 群对称性及其守恒

律, 以及扰动微分方程的近似 Lie 对称性, 并通过实例分析了这些对称性在实际中的应用.

接着, 探讨了离散系统的对称性与守恒律, 重点介绍了离散系统的动力学方程、Noether 对

称性、Lie 对称性及 Mei 对称性, 并结合具体应用实例进行了说明. 最后, 综述了随机系统

中的对称性与守恒律, 讨论了 Ito 型和 Stratonovich 型随机微分方程的对称性, 特别是在统

计意义下对随机微分方程对称性的理解. 本文旨在为后续研究提供理论参考, 推动相关领域

的进一步发展.
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1  引　言

自然界中的运动呈现千姿百态, 然而, 所有这些变化都在某种程度上展现出各种各样的对称

性, 同时通过这些对称性来反映运动的独特特征. 对称性在观察和理解自然过程中形成, 最初源

自几何学中的概念, 指的是某种不随时间或空间变化而改变的性质. 在实际应用中, 人们对某一

物理规律的理解往往以对其中包含的对称性为先导, 而对这些对称性的认知在进一步理解物理

规律方面发挥着关键作用. 在力学中, 对称性是指力学系统在某种变换下保持不变的性质. 从基

本原理的基本表述到具体应用 (例如牛顿运动方程的伽利略变换不变性), 对称性在力学中发挥

着重要作用. 可以说, 对称性与力学自创立之时起就有着密切的关系. 而时至今日, 对称性一直

持续发挥着强大的作用, 特别是随着近代 Kolmogorov、Arnold、Moser 等人的工作.

守恒定律或守恒量的思想起源于力学和物理学, 它是自然界的基本定律. 由于各种物理理论

通常表示为微分方程系统, 因此我们可以对这些系统进行物理守恒定律的解释. 在力学中, 守恒

律指的是孤立系统中某个可测量的属性, 在特定变量变化时保持不变. 以质点系为例, 能量守恒

表明系统的总能量在时间变化时不发生变化, 而动量守恒则表明系统的总动量不受质点空间位

置的影响. 守恒律有多种分类, 包括整体守恒律、局部守恒律, 以及确定守恒律和近似守恒律.

以质量守恒为例, 在经典力学中它是一种“确定”守恒律, 可以在数学上“整体”表示为总质量 (密

度函数的积分) 不变, 也可以在“局部”表示为偏微分方程组 (连续性方程). 而在量子力学中, 质

量守恒则是一种“近似”守恒律.

对称性和守恒律有着广泛且深入的联系. Noether 指出, 物理系统的每一个对称性都有相对

应的守恒律. 也就是说, 物理系统所包含的对称性代表了这个系统存在相应的物理量守恒, 这是

Noether 定理的主要内容. 常见的例子有, 空间位移的对称性对应动量守恒, 时间平移的对称性

对应着能量守恒, 空间旋转的对称性对应着角动量守恒等.

对称性和守恒量方法是力学系统方程求解的一种简单而重要的方法, 因为其解法简单又能

揭示系统本质属性而被众多科学家认可 . 对称性与守恒量理论发展的一个重要节点是 Noeth-

er 对称性的建立 . 1918 年德国数学家 Noether 发表 Noether 对称性原理 (Noether 1918), 它表明

作用量的每一种连续对称性都有一个守恒量与之对应. 二十世纪八十年代, Lutzky 提出运动微

分方程在无限小变换下 (坐标和时间变换) 的不变性, 即 Lie 对称性 (Lutzky 1978a). Lie 对称性

理论的建立基础是 Sophus Lie(Lie 1880) 的微分方程的不变性扩展群方法. Lutzky 将这种不变性

方法应用到力学领域 , 并指出一定条件下 Lie 对称性理论可以直接导出守恒量 (Lutzky 1979,

1978b). 在这些理论的基础上 , 梅凤翔在 2000 年提出一种新的对称性概念 : 形式不变性 , 也称

Mei 对称性 (Mei 2000). Mei 对称性是基于运动微分方程中的函数在无限小变换下仍然满足原方

程的一种不变性质. 这种新的对称性之所以迅速受到学术界的关注是因为 Mei 对称性不仅给出

了系统满足 Mei 对称性的判据方程, 而且通过 Mei 对称性定理可以直接构造一个新形式的守恒

量, 这为探求力学系统的守恒量提供了一条新的途径.

AN

动力学系统的 Noether 对称性、Lie 对称性和 Mei 对称性与其对应的 Noether 守恒量、Hoj-

man 守恒量、Mei 守恒量的关系可以表示如图 1 所示 . 其中 ,    是 Noether 对称性的条件 , 即
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Noether 等式;    是 Lie 对称性的条件, 即 Lie 对称性的确定方程;    是 Mei 对称性的条件, 即

Mei 对称性的确定方程;    是 Hojman 守恒量存在的条件;    是 Mei 守恒量存在的条件.

对称性和守恒律之间的关系还有待于进一步研究. 人们对力学系统的对称性及其导致的守

恒量已进行了大量的研究, 但在以往的研究中, 人们只局限于研究单一的对称性及其守恒量. 统

一对称性是集 Noether 对称性、Lie 对称性、形式不变性于一体的一种新的对称性. 它是更高级

的对称性, 对完善对称性理论有非常重要的意义. 梅凤翔 (2001) 用 N 表示 Noether 对称性, L 表

示 Lie 对称性, F 表示形式不变性, NLF 表示三种对称性共存, NL、NF、LF 表示两种不变性共

存, 用 N、L、F 表示只有一种不变性, 给出了三个交叉圆圈表示三种不变性关系. 并给出结论:

对于一个力学系统的生成元, 可有三种对称性 NLF; 两种对称性 NL, NF, LF; 一种对称性 N, L,

F; 也可以没有这三种之一.

本文对对称性与守恒律的重要进展及其在力学中的关键应用进行综述, 文章主体分为以下

三个部分: (1) 连续系统的对称性与守恒律; (2) 离散系统的对称性与守恒律; (3) 随机系统的对

称性与守恒律. 最后对目前的现状进行了总结和展望. 

2  连续系统的 Lie 群对称和守恒律
 

2.1  微分方程的 Lie 群对称

Lie 群是非常完备的理论体系, 是求解微分方程的系统方法. 其核心思想是从方程的一个解

出发, 通过变换群的作用, 得到一系列满足原方程的解 (Shapovalov & Shirokov 1992). 该方法的

核心是不变性, 不变就是对称, 所以也称为 Lie 群对称方法. 相较于常规解法, Lie 群为求解微分

方程提供了一种较普遍的方法, 即不再需要特别的变换技巧 (Andriopoulos et al. 2001). Lie 群不

仅可以用来求解而且可以用来分析微分方程的性质, 这对于有些目前还不能求解的方程来说是

非常重要的分析手段. Lie 群或 Lie 群对称方法当初就是为了整理大量的各种求解微分方程的技

巧而总结出来的. 大量的实践表明, 群理论是求解非线性微分方程解析解的通用和有效的方法

 

Noether对称性 (条件N)

Lie对称性 (条件L)

Mei对称性 (条件M)

不需要条件 Noether守恒量

需要满足条件H Hojman守恒量

需要满足条件M Mei守恒量

直接导致守恒量

间
接
导
致
守
恒
量

 

图 1

连续对称性和守恒律的关系 (夏丽莉和陈立群 2015)
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(冯录祥 2012). 当其他的一些积分方法失效时, 群理论是求解微分方程的可选择的工具 (张学元

1993).

n考虑    阶的微分方程

F
[
x, y, · · · , y(n)

]
= y(n) − ω

[
x, y, · · · , y(n−1)

]
(1)

y(n) ≡ dn/dxn ω n其中,    , 并设    是局部处处光滑的函数. 以及一个    次的 Lie 群变换

T (n) :
[
x, y, · · · , y(n)

]
7→

[
x̂, ŷ, · · · , ŷ(n)

]
(2)

n

yn = ω[x, y, · · · , yn−1]

式 (1) 对称的充分必要条件是其无穷小生成元的    次延拓作用到方程后为零 , 即当

 时

X(n)
{
y(n) − ω

[
x, y, · · · , y(n−1)

]}
= 0 (3)

ω对于给定的    , 通过式 (3) 就可以计算出给定方程的对称性, 故式 (3) 称为 Lie 群对称性决定

方程.

n

19 世纪末, 挪威数学家 Sophus Lie 在研究求解常微分方程 (组) 的算法过程中发展某些常微

分方程 (组) 的解对一些连续变换群是不变的 (Olver 1986a). 在 Abel 和 Galois 处理代数方程组思

想的影响下, Lie 提出了连续群的概念, 即 Lie 对称群. Lie 指出, 在应用 Lie 群理论约化微分方程

时, 微分方程在单参数 Lie 群变换下保持不变时, 可将原方程降阶 (Walcher 2023). 将式 (1) 中的

阶数    取为 1

F (x, y, y′) = y′ − ω(x, y) = 0 (4)

给定无穷小生成元

X = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
(5)

k对应的    阶无穷小生成元的一次延拓展开式为

 

N

NF NL

NFL

LF
F L

 

图 2

三种对称性的关系 (梅凤翔 2001).
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X(1) = X + η1 ∂y′ = ξ ∂x + η ∂y + η1 ∂y′

= ξ ∂x + η ∂y +
[
ηx + (ηy − ξx) y

′ − (y′)
2
ξy

]
∂y′ (6)

根据式 (3), 可得一阶微分方程的对称性决定方程

X(1)F (x, y, y′) = X(1) [y′ − ω(x, y)]

= (ξ ∂x + η ∂y + η1 ∂y′) [y′ − ω(x, y)]

=
{
ξ ∂x + η ∂y +

[
ηx + (ηy − ξx) y

′ − (y′)
2
ξy

]
∂y′

}
[y′ − ω(x, y)]

= 0 (7)

因为式 (7) 和原方程具有对称性质, 所以通过求解上述降维方程即可得到原方程的解. 通过

对 Lie 群分析方法的生成元中变量个数进行扩展, 可以将其应用于高维的常微分方程组. Vgor-

ringe 推导了线性自治常微分方程组的 Lie 对称性决定方程. 对二维系统的结果进行了详细处理,

并将得到结果扩展到更高维系统 (Olver 1986b).

考虑常微分方程组

dxi

dxn
=
Xi(x)

Xn(x)
(i = 1, 2, · · ·, n− 1) (8)

给出对应的无穷小生成元

V =

i=1∑
n

V i(x)
∂

∂xi
(9)

按照寻常 Lie 群分析流程, 将通过证明

V (1)

(
dxk(x)
dxn(x)

− P k

)
= 0(k = 1, 2, · · · , n− 1) (10)

V说明无穷小生成元    的有效性. 另外, 刘胜等人提出了一种适用于常微分方程组的新的无穷

小生成元判定条件 (薛崇政和胡彦霞 2013)[
V0, V

]
= B(x)V0 (11)

根据 Lie 群方法的普适性, 针对研究了特定复杂常微分方程的降阶与求解方法. Gazizov 等

将微分方程的 Lie 对称分析扩展到分数阶常微分方程中. Sethukumarasamy 在已有的对称性研

究基础上, 给出了适用于分数阶导数的 Lie 群, 并根据 Riemann-Liouville (R-L) 分数阶导数的定

义与性质

aD
α
t x(t) =


1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ a

t

(t− ξ)n−α−1x(ξ)dξ if α ∈ (n− 1, n), n ∈ N

x(n)(t) if α = n ∈ N
(12)

构建了分数阶导数在 Lie 群下的无穷小变换 (孙博华 2016).

aD
α+k
t

x7→aD
α+k
t x+ ϵζ(α+k) +O(ϵ2) k ∈ N (13)

然后将上述 Lie 群应用于分数阶 Thomas-Fermi 方程找到了该方程的具体解. Emrullah 等也

将 Lie 群变换应用于 7 阶 Bagley-Torvik 方程以及含有时间分数阶导数的 Sawada–Kotera–Ito 方
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程的求解. 这些例子均说明了 Lie 群方法在常微分方程求解方面具有独特优势, 其寻找的方程对

称解的基本思想为寻找复杂方程的精确解提供了一种普适可行的新思路.

Lie 群方法的最大优点在于, 在可解的情况下, 群分析理论在处理线性方程和非线性方程的

问题时是等同的. Lie 群对称性分析的方法将许多构建微分方程解析解的技巧进行了系统化和扩

展 (Mahomed 2007). 

2.2  偏微分方程的 Lie 群对称

x y y x, t

在偏微分方程领域, Lie 对称性常被用于求解偏微分方程的对称群, 并借助对称群得到方程

的完全解或者简化方程的求解过程 (Hydon 2000). 针对常微分方程的结果, 其方程中只有一个自

变量    对应一个因变量    , 通过把相应的结果推广到有一个因变量    和两个自变量    的情况, 这

样就可以用于偏微分方程的求解 (张锦 等 2007).

x, t y设有两个自变量变换    和一个因变量    , 有 Lie 群变换

(x, t, y) 7→ (x̂, t̂, ŷ) (14)

其无穷小生成元

X = ξ ∂x + τ ∂t + η ∂y (15)

(x̂, t̂, ŷ)同样的,    可以表示为

dx̂
dϵ

= ξ(x̂, t̂, ŷ)
dt̂
dϵ

= τ(x̂, t̂, ŷ)
dŷ
dϵ

= η(x̂, t̂, ŷ) (16)

y全导数把变量    及其导数都看作相互独立的变量. 这样就有无穷小生成元的第一次延拓

X(1) = X + ηx ∂yx
+ ηt ∂yt

= ξ ∂x + τ ∂t + η ∂y + ηx ∂yx
+ ηt ∂yt

(17)

此时其 Lie 群对称性可以表示为

X(1)F (x, t, y, yx, yt)
∣∣∣
F=0

= 0 (18)

F (x, t, y, yx, yt, yxx, yxt, ytt . . .) = 0对于高阶偏微分方程    , 其 Lie 对称性就可用高次延拓进行表

示 (刘胜和雷锦志 1998).

在 20 世纪 50 年代 ,  Lie 对称群理论在非线性偏微分方程中的应用得到了较大的发展

(Márquez et al. 2022). 例如 , Birkhoff 和 Morgan 阐述了对称群降低方程维数的方法 , Ovsian-

nikov 得到了保持方程不变的无穷小变换法, 与此同时给出了微分方程的单参数无穷小变换群、

群不变解等. Ovsiannikov 的无穷小变换方法在 KdV 方程, 非线性波方程等方面都有广泛的运用

(Liu & Chang 2016). 20 世纪 60 年代, Bluman 和 Cole 在经典 Lie 对称分析方法的基础上推导出

了非经典的 Lie 对称分析方法, 进一步完善了 Lie 对称群理论和应用 (Donato & Oliveri 1994). 此

后, Lie 群理论在不断地发展与完善.

利用 Lie 群理论对以下变系数偏微分方程展开研究

ut + α(t)upux + βuxxxx = 0 (19)

u = u(x, t) α = α(t) t β p = 1, 2, 3, ...其中,    为未知函数,    为    的函数,    为任意非零常数,    . 为了得到方
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程式 (19) 的不变量, 先求得不变群的生成元, 即向量场

V = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
(20)

其延拓为

pr(4)V = V + ϕ′
∂

∂t
+ ϕx

∂

∂x
+ ϕxxx

∂

∂xxxx
∆ = ut + α(t)upux + βuxxx

(21)

那么式 (18) 成立的充要条件为

ϕt + α′(t)τupux + pα(t)up−1uxϕ+ α(t)upϕx + βϕxxxx = 0 (22)

ξ(x, t, u) τ(x, t, u) ϕ(x, t, u)将以上函数代入充要条件中, 由对称条件 (18), 得到关于    、    和    的以

下方程组

u2xx : ϕuu = 0
uxxxx : τx = 0

...
upux : pα(t)C4 + [4tα′(t) + 3α(t)]C1 + α′(t)C2 = 0

(23)

α(t)根据    的不同取法分类讨论式 (23), 即可得到变系数四阶偏微分方程的所有生成元.

最近以来, 由于计算机的普及和符号运算的初步应用, 通过递归关系计算高阶延拓的难度大

大降低, 对称群在偏微分方程中的应用进入了快速发展阶段, 得到了大量数学物理方程的对称

性 (邱志平和姜南 2022).

近年来, 研究人员开始应用 Lie 对称群求解分数阶非线性偏微分方程. 1998 年, Buckwarand

和  Luchko 得到了 Riemann-Liouvile 分数阶定义下时间分数阶扩散方程的不变性 (Buckwar &

Luchko 1998). 2009 年, Gazizov 等根据分数阶定义, 得出了时间分数阶扩散方程的对称性质. 其

文献中系统地讨论了在修正的 Riemann-Liouvile 分数阶定义

∂αt u =


∂nu

∂tn
当α = n

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn
∫ t

0
(t− s)n−α−1u(t, s)ds 当0 < n− 1 < α < n

(24)

∂αt u = F (t, x, ux, uxx · · · ).通过假设时间分数阶偏微分方程的一般形式为    , 其对应的无穷小生

成元为

V = τ ∂t + ξ ∂x + η ∂u

τ =
dt∗

dϵ
|ϵ=0 ξ =

dx∗

dϵ
|ϵ=0 η =

du∗

dϵ
|ϵ=0

(25)

然后, 将已有的 Lie 群对称性理论应用到分数阶微分方程方面, 即可得到原方程的对称性决

定方程. 最终, 通过求解对称性决定方程得到原方程的相似解.
 

2.3  泛函的 Lie 群对称性和守恒律

泛函就是函数的函数. 函数的微小变化称为函数的变分, 对应的泛函也会有一个微小变化即

泛函的变分. 通常, 当泛函的变分为零时即得泛函对应的极值. 研究发现, 通过将 Lie 对称性的基
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本思想应用于泛函可以实现对应变分方程的降阶以及新守恒量的导出. 泛函中应用对称性的基

本思想是要求泛函在变量发生无穷小变换时泛函本身不变 (张晓莉和赵小山 2011).

F = F (x, y, y′)给定微分函数    , 对应的泛函为

W = ∫ F (x, y, y′) dx (26)

W对应泛函的最小系统状态要求作用量泛函    的变分

δW = 0 (27)

W = ∫ F (x, y, y′) dx由此得对应的方程为  

∂F

∂y
− d

dx
∂F

∂y′
= 0 (28)

给定 Lie 群无穷小变换

(x, y, y′) 7→ (x̂, ŷ, ŷ′) (29)

Ŵ (x̂, ŷ, ŷ′)泛函的 Lie 群对称性要求变化后的泛函    不变, 即

Ŵ (x̂, ŷ, ŷ′) =W (x, y, y′) (30)

X = ξ ∂x + η ∂y F (x̂, ŷ, ŷ′)利用无穷小生成元    , 微分函数    可以展开为一次延拓此时变化后的

泛函为

Ŵ (x̂, ŷ, ŷ′) =

∫ [
F (x, y, y′) + ϵX(1)F +O

(
ϵ2
)] [

dx+ ϵDξdx+O
(
ϵ2
)]

=W (x, y, y′) + ϵDξF + ϵX(1)F +O
(
ϵ2
) (31)

根据 Lie 群对称性条件, 有 Lie 群对称性 (不变性) 条件

X(1)F +DξF = 0 (32)

X(1) X(1) = X + η1
∂

∂y′ = ξ ∂x + η ∂y + η1 ∂y′其中,    为无穷小生成元的一次延拓其具体表达式为    .

F

通过 Lie 群对称性 , 可以简化 Lagrange 和 Hamilton 方程的求解过程 . 例如 , 在动力系统中 ,

若系统的拉格朗日函数    在某些 Lie 群变换下不变, 可以利用这些对称性降低方程阶数, 从而简

化求解过程.

F = F [x, y, y′, y′′, ..., y(p)]对于高阶泛函问题, Lagrange 函数    , 相应的作用量泛函为

W = ∫ F
[
x, y, y′, y′′, · · · , y(p)

]
dx (33)

变分后, 其 Euler-Lagrange 方程为

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
+ · · ·+ (−1)p

dp

dxp

[
∂F

∂y(p)

]
= 0 (34)

W1

[
x̂, ŷ, ŷ′, · · · , ŷ(p)

]
=W

[
x, y, y′, y′′, · · · , y(p)

]
推导可得此时 Lie 群对称性条件为当    时,

X(p)F + [D(p)ξ]F = 0 (35)

从上面的推导可以看出, 一旦一个微分方程可以转换成一个泛函的变分, 就意味着微分方程

可以降低两阶, 而有 Lie 群对称性的方程只能降低一阶.
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另外, Lie 对称性在泛函中的应用还可以导出 Euler-Lagrange 函数对应的守恒律. 给定高阶

动力学系统的 Lagrange 函数为

L = L(x, y, y1, y2, · · · , yp) (36)

高阶动力学系统的泛函为

S =

∫
V

L(x, y, y1, y2, · · · , yp)dx1dx2 · · · dxn (37)

p = 2对于物理系统大多数情况下    .

S = S̄在 Lie 群变换下的泛函不变性    的充分必要条件为

S̄ − S = X[p]L+ L(Djξ
j) = 0 (38)

X[p] = ξj
∂

∂xj
+ ηi

∂

∂yi
+ η[j1]

∂

∂yij1
+ · · ·+ ηi[j1j2···jp]

∂

∂yij1j2···jp
其中,  

Ei Qi X[p]引入 Euler 算子    和特征函数    根据    的表达式对 Lie 算子展开可导出

X[p]L+ L(Djξ
j) = Dj(Lξ

j) +QiEi(L) +QiFi(L) +QiGi(L) (39)

Ei Qi Fi, Gi其中, Euler 算子    和特征函数    以及中间算子    分别为

Ei =
∂()

∂yi
−Dj1

∂()

∂yij1
+Dj1j2

∂()

∂yij1j2
− · · ·+ · · ·+ (−1)pDj1j2···jp

∂()

∂yij1j2···jp

Qi = ηi − yiαξ
α

Fi = Dj1

∂()

∂yij1
−Dj1j2

∂()

∂yij1j2
+ · · ·+ (−1)p−1Dj1j2···jp

∂()

∂yij1j2···jp

Gi = Dj1

∂()

∂yij1
+Dj1j2

∂()

∂yij1j2
+ · · ·+Dj1j2···jp

∂()

∂yij1j2···jp

(40)

利用泛函积分的分部积分, 并重复分布积分的运算, 最终可以得到

X[p]L+ L(Djξ
j) = Dj(Lξ

j) +QiEi(L) +Dj1θ
j1 (41)

θj1其中,    的具体形式较为复杂因此不在此处列出, 具体公式可以参考 (孙博华 2016). 将式 (41)

带回到泛函式 (37) 中可以得到

S = S + ϵ

∫
[QiEi(L) +Dj1(Lξ

j1 + θj1)]dV (42)

QiEi(L) +Dj1(Lξ
j1 + θj1) = 0根据 Lie 群对称性就要求积分函数等于 0, 即    , 这就得到了 No-

ether 守恒律. 由此根据对称性以及新构造算子即可导出守恒律, Noether 首先应用泛函的对称性

证明了对称性和守恒律之间的关系, 并由此导出 Noether 定理, 其表达了连续对称性和守恒定律

的一一对应. 

2.4  扰动微分方程的近似 Lie 对称性

偏微分方程 Lie 对称方法在数学、物理和工程领域中有着广泛的应用. 偏微分方程拥有的对

称是其可积性的重要依据, 但对含小参数扰动微分方程, 经典 Lie 对称表现出不稳定性. 这是由

微扰系统的可积性具有不稳定性引起的 (Bordag & Yamshchikov 2017). 为此 , Baikov, Gazizov
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θ θ

和 Ibravoigv 等人给出扰动的近似 Lie 对称方法. 近似对称方法拓展了经典 Lie 对称理论的应用

领域 (Bluman 1990). 用它可构造偏微分方程扰动近似不变解、近似守恒律, 并进行近似对称分

类等. 对含参数扰动 PDE 进行对称分类是近似对称方法的重要应用之一. 用近似 Lie 算法, 对一

类含参数    的扰动偏微分方程, 确定参数    及其对应近似对称叫做偏微分方程近似对称分类问

题. 算法的核心是把确定对称分类问题转化为求解确定方程组的问题 (Oliveri 2010).

Rn m ε r考虑    中包含    个方程和小参数    的    阶扰动微分方程组

Fα

(
x, u, u(1), · · · , u(k), ε

)
= O

(
εk+1

)
α = 1, 2, · · · ,m (43)

x =
(
x1, · · · , xn

)
m < n其中,    ,    .

(x,u) x =
(
x1, · · · , xn

)
u =

(
u1, · · · , um

)
G

作用在空间    的自变量    和因变量    的单参数 Lie 变换群

 为

x̄i = ϕi (x,u, ε) ϕi
∣∣
ε=0

= xi

ūα = ψα (x,u, ε) ψα|ε=0 = uα
(44)

相应无穷小生成元为

X = ξi (x,u)
∂

∂xi
+ ηα (x,u)

∂

∂uα
(45)

G单参数 Lie 变换群    的 k 阶延拓为

x̄i = ϕi (x,u, ε) ϕi
∣∣
ε=0

= xi

ūα = ψα (x,u, ε) ψα|ε=0 = uα

ūαi = φα
i

(
x,u,u(1), ε

)
φα
i |ε=0 = uαi

ūαi1i2 = φα
i1i2

(
x,u,u(1),u(2), ε

)
φα
i1i2

∣∣
ε=0

= uαi1i2

· · ·
ūαi1i2···ik = φα

i1i2···ik
(
x,u,u(1), u(2), · · · ,u(k), ε

)
φα
i1i2···ik

∣∣
ε=0

= uαi1i2···ik

(46)

G X微分方程组式 (43) 在群    的无穷小生成元    下保持近似不变, 当且仅当

XFα|Fα(x,u,u(1),··· ,u(s),ε)=0 = O
(
εk+1

)
α = 1, 2, · · · ,m (47)

Fushchich 等人提出近似对称法. 该方法将因变量展开成关于小参数的扰动级数, 将因变量

代入原方程, 提取原方程中关于小参数各个幂次的系数, 这样原方程就被分解为无穷多子方程,

然后利用对称方法进行约化. 这对了解解的性质, 分析方程的近似解有很大的帮助 (Winternitz

1993).

F (u, ϵ) = 0 u ϵ考虑将扰动微分方程组    的解    关于扰动参数    进行级数展开

u =

k=0∑
∞
ukϵ

k (48)

由此将方程分解为各阶近似方程
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O
(
ϵ0
)
: E0 (u0) = 0

O
(
ϵ1
)
: E′

0 (u0)u1 + F1 (u0) = 0

O
(
ϵ2
)
: E′

0 (u0)u2 + F2 (u0, u1) = 0

. . . . . . . . .

O
(
ϵk
)
: E′

0 (u0)ui + Fi (u0, u1, · · · , ui−1) = 0

. . . . . . . . .

(49)

通过对上述不同阶偏微分方程进行 Lie 对称分析, 并将对应的无穷小生成元回带到原扰动微

分方程中即可实现近似 Lie 对称性分析.

F (z, · · · , zp, ϵ) = O(ϵp+1) ϵ = 0

还有一种近似对称法是由 Baikov 提出的. 他们直接对无穷小生成元和相应的延拓算子关于

小参数作扰动级数展开, 当扰动微分方程    的扰动参数    时, 原扰动方

程退化为一般微分方程. 此时对应有一般无穷小生成元

X ′ = ξi(z)
∂

∂zi
(50)

Xαl,k = ξiαl,k
(z)

∂

∂zi

通过将扰动参数引入无穷小生成元中可以给出扰动微分方程对应的近似无穷小生成元. 定

义基础生成元    , 然后采用级数展开的方式定义不同阶的延拓算子为

Xα0
= Xα0,0 + εXα0,1 + . . .+ εpXα0,p

Xα1 = εXα1,0 + . . .+ εpXα1,p−1

...

Xαp
= εpXαp,0

(51)

由此可以给出对应扰动微分方程的对称性决定方程.
 

2.5  应用举例

(1) 多体系统碰撞动力学的对称性和守恒量

Lie 群对称性和 Noether 守恒律给复杂机械多体系统碰撞动力学问题的定量和定性分析提供

一个强有力新工具, 首先, 基于冲量动量法推导系统碰撞动力学的 Euler-Lagrange 方程; 其次, 引

进群分析理论, 根据不变性原则给出系统存在 Noether 对称性与 Lie 对称性的各自条件方程以及

得到相应守恒量的形式, 为动力学方程的解析积分理论提供了有效途径.

B0 n Bi(i = 1, 2, . . . , n)设所研究的机械多体系统由作为参考体的零刚体    和    个刚体    用五类运

动副 (即柱铰和移动铰) 连成, 其上受有任意多个方向和大小已知的外冲量, 如图 1. 对系统建立

D-H 形式的连体坐标架, 如图 3.

可以得到具体显式的机械多体系统碰撞动力学方程为{
M∆q̇ −K = 0,

Ki =
∑j=i

n IjU
j
jir̄jMik =

∑j=max(i,k)
n tr

(
UjkJj (Uji)

T
) (52)

机械多体动力学系统中存在 Hamilton 作用量的形式为
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S(γ) =

∫ t2

t1

L(t, q, q̇)dt =
∫ t2

t1

T − V dt (53)

取时间和坐标的无穷小变换

t∗ = t+∆t = t+ εξ0(t, q, q̇) q∗s = qs(t) + ∆qs = qs(t) + εξs(t, q, q̇) (54)

系统的广义 Noether 对称性是指在变换下作用量的全变分满足

∆S = −
∫ t1

t1

{
d
dt

(∆G) +

s=1∑
n

Qsδqs

}
dt (55)

δqs = ∆qs − q̇s∆t = ε(ξs − q̇sξ0)根据全变分与等时变分的关系    , 上式可以展开为

∂L

∂t
ξ0 +

s=1∑
n

∂L

∂qs
ξs +

s=1∑
n

∂L

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
+ Lξ̇0 +

s=1∑
n

Qs (ξs − q̇sξ0) + ĠN = 0 (56)

ξs, ξ0这就是系统 Noether 对称性决定的生成元    满足的判据方程.

连续变换的对称性都对应着一条守恒定律 (首次积分), 进而可使微分方程达到降阶和约化,

守恒律是动力学系统更深层次的规律, 在动力学方程的可积性、线性化、运动常数以及稳定性

方面有重要作用, Noether 对称性可直接导致一类 Noether 守恒量, 再结合初始条件, 从而很容易

解出原振动系统的精确响应解. 系统 Noether 守恒量的形式为

IN = Lξ0 +

n∑
s = 1

∂L

∂q̇s
(ξs − q̇sξ0) +GN = const (57)

与 Noether 理论研究思路不同的是, Lie 对称性是直接研究运动微分方程在无限小变换下的

不变性, 非奇异机械多体系统碰撞动力学的方程是一阶微分方程组

q̇s = αs(t, q) s = 1, 2, · · · , n (58)

同样引进无限小变换式 (3), 机械多体系统的 Lie 对称性是指微分方程式 (7) 在上述无限小

变换式 (3) 下形式不变, 即

 

+1
转轴

+1
连接杆

连接杆


转轴


转轴
-1

连
接
杆

-
1












-1

-1

-1



+1

-1



2

1 

0

a b

 

图 3

机械多体系统及其坐标系. (a) 受冲击的机械多体系统, (b) 多体连杆式 D-H 坐标系 (郑明亮 等

2018)
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q̇∗s = αs(t
∗, q∗) (59)

上式也可以表述成 Lie 对称性确定方程为

ξ̇s − αsξ̇0 = ξ0
∂αs

∂t
+

k=1∑
n

∂αs

∂qk
ξk (60)

ξs ξ0 GN = GN (t, q, q̇)如果生成元    和    满足 Lie 对称性相应的确定方程且还存在规范函数    满足

如下的结构方程

s=1∑
n

∂α̇s

q̇s
+

d
dt

lnGN = 0 (61)

则 Lie 对称性导致新型守恒量

IN =
∂

∂t
ξ0 +

s=1∑
n

∂

∂qs
ξs +

s=1∑
n

∂

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
+ ξ0

∂

∂t
lnGN +

s=1∑
n

ξs
∂

∂qs
lnGN+

s=1∑
n

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

) ∂

∂q̇s
lnGN − ξ̇0 = const (62)

(2) 流体力学中不可压缩 N-S 方程的 Lie 对称性和群不变解

在一定的条件下运用 Lie 对称方法研究微分方程的群不变解和对称约化使得求解方程更为

简洁, 为研究偏微分方程提供了有力的工具. 其主要思想是试图找到一个或者若干个单参数局部

连续变换群, 使得方程在这个群的作用下是不变的, 并由此得到所谓的相似解. 在流体力学中可

以通过运用 Stokes-Helmholtz 分解将三维不可压缩 N-S 方程转化为标量方程, 再用 Lie 对称方法

计算其相应的对称群, 最后给出标量方程的对称群以及相似解, 并借此给出不可压缩 N-S 方程的

精确解.

无外力作用的无量纲化三维不可压缩 N-S 方程及连续性方程可以写作如下形式

∇u
∂t

+ u · ∇u = −∇p+ 1

Re
∇2u

∇ · u = 0
(63)

p Re

u = ∇ϕ+∇×ψ ϕ ψ ψ = (ψ,ψ, ψ)

其中 ,    和    分别表示流体静压和雷诺数 . 由 Stokes-Helmholtz 分解定理速度可以写为

 , 其中    表示标量势,    表示矢量势. 并且在此处设定    , 那么速度分

量可以写作如下形式

u1 =
∂ϕ

∂x
+

∂ψ

∂y
− ∂ψ

∂z

u2 =
∂ϕ

∂y
+

∂ψ

∂z
− ∂ψ

∂x

u3 =
∂ϕ

∂z
+

∂ψ

∂x
− ∂ψ

∂y

(64)

u = ∇ϕ+∇×ψ

ψ = (ψ,ψ, ψ) ϕ

根据以上事实可以得出定理 : 如果 N-S 方程式 (12) 的解可写为    , 其中

 , 那么    是调和函数, 且满足如下方程
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∂ϕ

∂t
+

1

3
(
∂ϕ

∂x
+

∂ϕ

∂y
+

∂ϕ

∂z
)2 + P = 0 (65)

P其中,    是与压力和粘性有关的函数.

由此可得与式 (66) 等价的非耦合的标量偏微分方程

∂ϕ

∂t
+

1

3
(
∂ϕ

∂x
+

∂ϕ

∂y
+

∂ϕ

∂z
)2 − 2

3Re
(
∂2ϕ

∂x ∂y
+

∂2ϕ

∂y ∂z
+

∂2ϕ

∂z ∂x
)− p = 0 (66)

尽管方程式 (15) 仍然是非线性的偏微分方程, 但是因其已标量化和非耦合性, 更有利于利

用 Lie 群方法做进一步的分析.

(x, y, z, t, ϕ)考虑    的如下无穷小单参数 Lie 变换群

x∗ = x+ εξ1(x, y, z, t, ϕ) +O(ε2)

y∗ = y + εξ2(x, y, z, t, ϕ) +O(ε2)

z∗ = z + εξ3(x, y, z, t, ϕ) +O(ε2)

t∗ = t+ εξ4(x, y, z, t, ϕ) +O(ε2)

ϕ∗ = ϕ+ εη1(x, y, z, t, ϕ) +O(ε2)

(67)

方程式 (15) 的无穷小对称有如下向量场形式

V = ξ1
∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
+ ξ4

∂

∂t
+ η1

∂

∂ϕ
(68)

V

S := {ϕ|∆(x, y, z, t, ϕ) = 0}

其中 ,    是自变量−因变量空间上的向量场 , 根据 Lie 群方法的经典计算方法 , 方程的解集

 必须满足

Pr(2) V∆
∣∣∣
∆=0

= 0 (69)

Pr(2)V其中,    式向量场的二阶延拓并且由下式给出

Pr(2)V = V + ηx1
∂

∂ϕx
+ ηy1

∂

∂ϕy
+ ηz1

∂

∂ϕz
+ η′1

∂

∂ϕt
+ ηxy1

∂

∂ϕxy
+ ηxz1

∂

∂ϕxz
+ ηyz1

∂

∂ϕyz
(70)

通过计算可以得到对应的 48 个决定方程. 

3  离散系统的对称性与守恒律
 

3.1  离散系统的动力学方程

动力学方程能够反映离散系统运动规律和性质, 它是研究对称性和守恒律的前提. 本节给出

两种基本力学系统的离散动力学方程, 即拉格朗日系统和哈密顿系统的离散动力学方程. 它们由

离散变分原理得到, 同时得到系统的能量演化方程.

离散形式哈密顿泛函作用量定义为

Sd =

N−1∑
k=0

Ld(tk, tk+1, qk, qk+1)(tk+1 − tk) (71)

∆t0 = ∆tN = 0

∆q0 = ∆qN = 0 ∆tk ̸= 0 ∆qk ̸= 0 ∆Sd = 0

那么计算离散哈密顿作用量式 (71) 的全变分 , 并结合固定端点条件    和

 , 以及    ,    , 由离散变分原理    得到
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D3Ld (ϕk) (tk+1 − tk) +D4Ld (ϕk−1) (tk − tk−1) = 0 (72)

D1Ld (ϕk) (tk+1 − tk) +D2Ld (ϕk−1) (tk − tk−1) + Ld (ϕk−1)− Ld (ϕk) = 0 (73)

式 (72) 是离散拉格朗日系统的 Euler-Lagrange 方程, 式 (73) 为离散拉格朗日系统的能量演

化方程, 式 (72) ~ 式 (73) 合起来称为离散拉格朗日系统的动力学方程.

qi(ti) pi(ti) q(t)

p(t) Hd(tk, tk+1, qk, qk+1, pk, pk+1)

Ld(tk, tk+1, qk, qk+1) p q (pk + pk+1)/2 (qk + qk+1)/2

离散哈密顿力学中用离散差分序列    和    来替代连续的位形曲线    和相空间中的

连续曲线    , 离散形式的哈密顿函数和拉格朗日函数分别表示为    、

 , 其中的连续坐标    和    用离散坐标形式    、    表示 ,

相应的离散形式哈密顿泛函作用量定义为

Sd =

N−1∑
k=0

1

2
(pk+1 + pk)(qk+1 − qk)−

N−1∑
k=0

Hd(tk, tk+1, qk, qk+1, pk, pk+1)(tk+1 − tk) (74)

∆t0 = ∆tN = 0 ∆q0 =

∆qN = 0 ∆tk ̸= 0 ∆qk ̸= 0 ∆Sd = 0

计算离散哈密顿作用量式 (74) 的全变分 , 并结合固定端点条件    、  

 , 以及    ,    , 由全变分原理    得到

1

2
(pk−1 − pk+1)−D3Hd(φk)(tk+1 − tk)−D4Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0

1

2
(qk+1 − qk−1)−D5Hd(φk)(tk+1 − tk)−D6Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0

(75)

Hd(φk)−Hd(φk−1)−D1Hd(φk)(tk+1 − tk)−D2Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0 (76)

式 (75) 是离散哈密顿系统的正则方程, 式 (76) 为离散哈密顿系统的能量演化方程, 式 (75) ~

式 (76) 合起来称为离散哈密顿系统的动力学方程. 

3.2  离散系统的 Noether 对称性

连续约束力学系统的 Noether 对称性与守恒量研究已经比较成熟, 有完备的理论体系和广

泛的应用推广. 而离散约束力学系统的 Noether 对称性与离散守恒量的研究起步较晚, 取得的结

果较少 . Marsden 和 West  (2001) 给出了离散系统在变换群下的 Noether 定理 , Dorodnitsyn

(2001) 建立了离散保守 Lagrange 系统的 Noether 对称性与守恒量理论, 给出了系统的离散 Euler-

Lagrange 方程和能量演化方程, 导出了离散形式的 Noether 恒等式和 Noether 守恒量的判据方程.

对于离散的拉格朗日系统, 考虑其动力学方程 (式 (72) ~ 式 (73)) 在如下无限小变换群下的

作用

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk)
q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk)

(77)

并引入离散变量和离散函数的递推算符和一次导数算符

R±f(zk) = f(zk±1) (78)

Ddf(zk) =
R+f(zk)− f(zk)

tk+1 − tk
(79)

则其 Noether 对称性有如下定理:
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GNk(tk, qk)

定理 1　如果离散拉格朗日系统的动力学方程 (式 (72) ~ 式 (73)) 成立, 且存在离散规范函

数    满足下列等式

Ld(ϕk)Dd(τk) +X
(1)
d [Ld(ϕk)] +Dd(GNk) = 0 (80)

则系统存在如下形式的离散 Noether 守恒量

τkR−Ld(ϕk) + τk(tk − tk−1)D2[R−Ld(ϕk)] + ξk(tk − tk−1)D4[R−Ld(ϕk)] +GNk = const (81)

式 (80) 称为离散 Noether 恒等式. 其中

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+1
+ ξk+1

∂

∂qk+1
(82)

在拉格朗日系统 Noether 对称性研究基础上, 刘荣万、张宏彬、傅景礼等研究了几类约束

力学系统广义差分不变情况下的 Noether 定理和第一积分 , 包括非保守完整系统 (Liu et al.

2006)、非保守非完整系统 (Zhang et al.  2005a)、事件空间中的保守完整系统 (Zhang et al.

2005b)、哈密顿系统 (Zhang et al. 2005c) 和伯克霍夫系统 (Zhang et al. 2007). 施沈阳 (Shi et al.

2008a, 2008b; Shi & Huang 2008) 在离散约束力学系统的 Noether 对称性与守恒量研究方面, 基

于离散全变分原理, 从离散哈密顿泛函作用量和的不变性出发, 给出了离散非保守系统 Noeth-

er 恒等式和得到 Noether 守恒量的判据. 施沈阳等 (Shi et al. 2008b) 讨论了离散变质量约束系统

的 Noether 对称性与守恒量问题, Shi 和 Huang (2008) 研究了一类有非独立坐标带完整约束力的

离散系统的 Noether 对称性与守恒量.

对于离散的哈密顿系统, 考虑其动力学方程 (式 (75) ~ 式 (76)) 在如下无限小变换群下的作用

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk, pk)
q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk, pk)
p∗k = pk +∆pk = pk + εηk(tk, qk, pk)

(83)

ε τk ξk ηk其中,    为群参数,    、    、    为变换群的离散生成元序列函数. 那么离散全变分哈密顿系统

的 Noether 对称性有如下定理:

GNk(tk, qk, pk)

定理 2　如果离散哈密顿系统的动力学方程 (式 (75) ~ 式 (76)) 成立, 且存在离散规范函数

 满足下列等式

Hd(φk)Dd(τk) +X
(1)
d [Hd(φk)]−

1

2
(pk+1 + pk)Dd(ξk)+

1

2
(qk+1 + qk)Dd(ηk) +Dd(GNk) = 0 (84)

则系统存在如下形式的离散 Noether 守恒量

τk (tk − tk−1)D2 [R−Hd (φk)] + ξk (tk − tk−1)D4 [R−Hd (φk)]+

ηk (tk − tk−1)D6 [R−Hd (φk)] + τkR−Hd (φk)−
1

2
(pk−1 + pk) ξk +

1

2
(qk−1 + qk) ηk +GNk = const (85)

式 (84) 称为哈密顿形式的离散 Noether 恒等式. 其中

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+1
+ ξk+1

∂

∂qk+1
+ ηk+1

∂

∂pk+1
(86)
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离散形式的 Noether 定理已在多体动力学等领域得到了应用. 夏丽莉 (2018) 利用离散的 No-

ether 定理, 给出了双连杆机械臂的 Noether 对称性判定方程, 以及该系统离散守恒量的具体形

式. 在机电动力系统方面, 离散 Noether 定理获得了较为系统的研究和应用. 傅景礼、陈立群等

人在相空间中建立了机电动力系统的方程 , 提出了机电动力系统的对称性理论 (Fu et al.

2007). 此后傅景礼等 (Zhao et al. 2012) 研究了机电动力系统在离散形式下的变分原理和动力学

方程, 以及非规范格子下的 Noether 对称性. 此外, 他们还对离散完整机电动力系统的非 Noeth-

er 守恒量进行了研究 (Fu et al. 2006). 

3.3  离散系统的 Lie 对称性

相对于连续约束力学系统 Lie 对称性而言, 离散系统 Lie 对称性的研究历史很短. Levi 等首

先注意到, 差分方程作为常微分方程的离散对应者, 微分差分方程作为偏微分方程的离散对应

者, Lie 变换群对微分方程不变性的成功运用必然也能扩展到研究离散差分方程和微分差分方程

的不变性.

Levi 和他的合作者沿着这一方向做了很多系统的研究, 得到了许多重要的结果和有意义的

应用. 1993 年, Levi 等提出了微分差分方程的对称性和有条件的对称性问题 (Levi & Winternitz

1993) 并运用变换群理论来讨论离散系统的方程, 随后, Floreanini 和 Vinet (1995) 考察了有限差

分方程的 Lie 对称性问题 . 同时 , Levi 又将变换群理论运用到离散动力学系统的对称性研究中

(Levi  & Winternitz 1996), 给出了离散演化方程的高阶对称性存在的条件 (Levi  & Yamilov

1997) 并讨论了可积演化方程的 Lie 对称性 (Levi et al. 1997), 给出各种类型差分方程的 Lie 群表

述 (Levi & Rodriguez 1999), 据此对离散方程进行分类. Gomez-Ullate 等 (1999) 进一步讨论了两

类离散动力学系统的对称性, Heredero 等 (1999) 研究了离散 Burgers 方程的对称性. Levi 等还研

究了一维差分方程和格子方程的 Lie 点对称性 (Levi et al. 2000) 和高维情形 (Levi et al. 2001),

Dorodnitsyn 等 (2000) 根据 Lie 变换群的形式对二阶常差分方程进行了分类.

施沈阳等 (Shi et al. 2008a) 在离散约束力学系统的 Lie 对称性方面系统研究了非保守形式

离散力学系统的 Lie 对称性, 包括离散 Lagrange 系统、离散 Hamilton 系统等, 并给出了由 Lie 对

称性得到的 Noether 守恒量条件.

tk q针对离散拉格朗日系统动力学方程, 取离散时间    与广义坐标    的无限小变换群

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk)
q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk)

(87)

ε τk ξk变换式 (87) 中 ,    为群参数 ,    、    为变换群的离散生成元序列函数 . 生成元的矢量场表

示为

X
(0)
d = τk

∂

∂tk
+ ξk

∂

∂qk
(88)

矢量场式 (88) 两个离散点与三个离散点的扩展图式分别表示为

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+1
+ ξk+1

∂

∂qk+1
(89)
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X
(2)
d = X

(1)
d + τk−1

∂

∂tk−1
+ ξk−1

∂

∂qk−1
(90)

把动力学方程式 (72) ~ 式 (73) 改写为离散序列差分方程的形式

U(ψk) = D1Ld(ϕk)(tk+1 − tk) +D2Ld(ϕk−1)(tk − tk−1) + Ld(ϕk−1)− Ld(ϕk) = 0

V (ψk) = D3Ld(ϕk)(tk+1 − tk) +D4Ld(ϕk−1)(tk − tk−1) = 0
(91)

ψk = (tk−1, tk, tk+1, qk−1, qk, qk+1), k = 1, · · · , N − 1其中,    .

运用生成元序列函数三点展开图式 (90) 于式 (91) 得到

X
(2)
d [U(ψk)] = 0

X
(2)
d [V (ψk)] = 0

(92)

离散拉格朗日系统的 Lie 对称性与守恒量有如下定理:

τk ξk定理 3　如果离散生成元序列函数    、    与满足方程式 (92), 则相应的离散差分动力学方

程式 (72) ~ 式 (73) 的不变性为离散拉格朗日系统的 Lie 对称性, 方程式 (92) 为 Lie 对称性的确

定方程.

tk qk pk针对离散哈密顿系统动力学方程 , 取离散时间    、广义坐标    与广义动量    的无限小变

换群

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk, pk)

q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk, pk)

p∗k = pk +∆pk = pk + εηk(tk, qk, pk)

(93)

ε τk ξk ηk变换式 (93) 中,    为群参数,    、    、    为变换群的离散生成元序列函数. 生成元的矢量场

表示为

X
(0)
d = τk

∂

∂tk
+ ξk

∂

∂qk
+ ηk

∂

∂pk
(94)

矢量场两个离散点与三个离散点的扩展图式分别表示为

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+1
+ ξk+1

∂

∂qk+1
+ ηk+1

∂

∂pk+1
(95)

X
(2)
d = X

(1)
d + τk−1

∂

∂tk−1
+ ξk−1

∂

∂qk−1
+ ξk−1

∂

∂pk−1
(96)

把动力学方程式 (75) ~ 式 (76) 改写为离散序列差分方程的形式

U(ωk) =
1

2
(pk−1 − pk+1)−D3Hd(φk)(tk+1 − tk)−D4Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0 (97)

V (ωk) =
1

2
(qk+1 − qk−1)−D5Hd(φk)(tk+1 − tk)−D6Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0 (98)

W (ωk) = Hd(φk)−Hd(φk−1)−D1Hd(φk)(tk+1 − tk)−D2Hd(φk−1)(tk − tk−1) = 0 (99)

ωk = (tk−1, tk, tk+1, qk−1, qk, qk+1, pk−1, pk, pk+1) , k = 1, · · · , N − 1其中,    .

运用式 (96) 于离散差分序列方程, 得到

X
(2)
d [U(ωk)] = 0 X

(2)
d [V (ωk)] = 0 X

(2)
d [W (ωk)] = 0 (100)
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离散哈密顿系统的 Lie 对称性与守恒量有如下定理:

τk ξk ηk定理 4　如果离散生成元序列函数    、    、    满足方程式 (100), 则相应的离散差分动力学

方程式 (75) ~ 式 (76) 的不变性为离散哈密顿系统的 Lie 对称性, 方程式 (100) 为 Lie 对称性的确

定方程. 

3.4  离散系统的 Mei 对称性

在 Noether 对称性和 Lie 对称性的研究基础上, 我国学者梅凤翔给出一种新型对称性−

形式不变形, 这种不变形被称为 Mei 对称性, 它是力学系统的动力学函数在无限小群变换下仍

能满足系统原来运动微分方程的一种不变性.

相较于连续系统, 离散力学系统的 Mei 对称性与守恒量研究较少, 施沈阳 (2008) 讨论了几类

离散约束力学系统的 Mei 对称性及其相关的守恒量, 主要包括离散保守与非保守的拉格朗日系

统、离散保守与非保守的哈密顿系统、离散变质量系统、含非独立变量带完整约束的离散系统、

非完整 Chetaev 型与非 Chetaev 型约束离散系统、单面约束离散系统 , 给出了各类离散系统

Mei 对称性的确定方程和得到 Mei 守恒量的条件方程, 并给出了各类离散系统由 Lie 对称性得

到 Mei 守恒量的判据.

tk qk对于离散拉格朗日系统动力学方程, 取离散时间    与广义坐标    的无限小变换群

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk)
q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk)

(101)

ε τk ξk变换式 (101) 中,    为群参数,    、   为变换群的离散生成元序列函数. 生成元的矢量场表示为

X
(0)
d = τk

∂

∂tk
+ ξk

∂

∂qk
(102)

矢量场式 (102) 两个离散点的扩展图式表示为

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+l
+ ξk+1

∂

∂qk+1
(103)

Ld(ϕk) Ld(ϕk−1)离散拉格朗日函数    及其递推表达式    在式 (101) 下的动力学变换表示为

L∗
d(ϕ

∗
k) = Ld(t

∗
k, t

∗
k+1, q

∗
k, q

∗
k+1) = Ld(ϕk) + εX

(1)
d [Ld(ϕk)] + o(ε2) + · · · (104)

L∗
d(ϕ

∗
k−1) = Ld(t

∗
k−1, t

∗
k, q

∗
k−1, q

∗
k) = Ld(ϕk−1) + εR−X

(1)
d [Ld(ϕk−1)] + o(ε2) + · · · (105)

o(ε2) + · · ·其中,    表示二阶及高阶的无限小量, 式 (105) 中有算符表达式

R−X
(1)
d = τk−1

∂

∂tk−1
+ τk

∂

∂tk
+ ξk−1

∂

∂qk−1
+ ξk

∂

∂qk
(106)

o(ε2) + · · ·

将动力学变换式 (104) ~ 式 (105) 代入离散差分动力学方程式 (72) ~ 式 (73), 略去高阶小量

 , 结合式 (72) ~ 式 (73), 并有离散方程形式不变, 可得到

D1{X(1)
d [Ld(ϕk)]}+

tk − tk−1

tk+1 − tk
D2{R−X

(1)
d [Ld(ϕk−1)]}+

R−X
(1)
d [Ld(ϕk−1)]−X

(1)
d [Ld(ϕk)]

tk+1 − tk
= 0 (107)
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D3{X(1)
d [Ld(ϕk)]}+

tk − tk−1

tk+1 − tk
D4{R−X

(1)
d [Ld(ϕk−1)]} = 0 (108)

离散拉格朗日系统的 Mei 对称性与守恒量有如下定理:

τk ξk定理 5　如果离散生成元序列函数    、    与满足方程式 (107) ~ 式 (108), 则相应的离散能

量演化方程式 (73) 和 Euler-Lagrange 方程式 (72) 的形式不变性为离散拉格朗日系统的 Mei 对称

性, 方程式 (107) ~ 式 (108) 称为 Mei 对称性的确定方程.

τk ξk

GMk(tk, qk)

定理 6　如果离散生成元序列函数    、    满足方程式 (107) ~ 式 (108), 且存在离散规范函

数    使下列等式成立

X
(1)
d [Ld(ϕk)]Dd(τk) +X

(1)
d {X(3)

d [Ld(ϕk)]}+Dd(GMk) = 0 (109)

则离散拉格朗日系统存在如下离散 Mei 守恒量

τkR−X
(1)
d [Ld(ϕk−1)] + τk(tk − tk−1)D2{R−X

(1)
d [Ld(ϕk−1)]}+

ξk(tk − tk−1)D4{R−X
(1)
d [Ld(ϕk−1)]}+GMk = const (110)

式 (109) 称为离散拉格朗日系统的 Mei 等式.

tk qk pk对于离散哈密顿系统动力学方程, 取离散时间    、与广义坐标    与广义动量    的无限小变

换群

t∗k = tk +∆tk = tk + ετk(tk, qk, pk)

q∗k = qk +∆qk = qk + εξk(tk, qk, pk)

p∗k = pk +∆pk = pk + εηk(tk, qk, pk)

(111)

ε τk ξk ηk变换式 (83) 中,    为群参数,    、    、    为变换群的离散生成元序列函数. 生成元的矢量场

表示为

X
(0)
d = τk

∂

∂tk
+ ξk

∂

∂qk
+ ηk

∂

∂pk
(112)

矢量场两个离散点与三个离散点的扩展图式分别表示为

X
(1)
d = X

(0)
d + τk+1

∂

∂tk+1
+ ξk+1

∂

∂qk+1
+ ηk+1

∂

∂pk+1
(113)

X
(2)
d = X

(1)
d + τk−1

∂

∂tk−1
+ ξk−1

∂

∂qk−1
+ ξk−1

∂

∂pk−1
(114)

Hd(φk) Hd(φk−1)离散哈密顿函数    及其递推表达式    在式 (111) 下的动力学变换表示为

Hd(φ
∗
k) = Hd(t

∗
k, t

∗
k+1, q

∗
k, q

∗
k+1, p

∗
k, p

∗
k+1)

= Hd(φk) + εX
(1)
d [Hd(φk)] + o(ε2) + · · · (115)

Hd(φ
∗
k−1) = Hd(t

∗
k−1, t

∗
k, q

∗
k−1, q

∗
k, p

∗
k−1, p

∗
k)

= Hd(φk−1) + εR−X
(1)
d [Hd(φk−1)] + o(ε2) + · · · (116)

o(ε2) + · · ·其中,    表示二阶及高阶的无限小量, 式 (116) 中有算符表达式

R−X
(1)
d = τk−1

∂

∂tk−1
+ τk

∂

∂tk
+ ξk−1

∂

∂qk−1
+ ξk

∂

∂qk
+ ηk−1

∂

∂pk−1
+ ηk

∂

∂pk
(117)
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o(ε2) + · · ·

动力学变换式 (115) 和式 (116) 代入离散能量演化方程和正则方程式 (75) ~ 式 (76) 并略去

高阶小量    , 结合式式 (75) ~ 式 (76), 并有离散方程形式不变, 可得到

D1{X(1)
d [Hd(φk)]}+

tk − tk−1

tk+1 − tk
D2{R−X

(1)
d [Hd(φk−1)]}+

R−X
(1)
d [Hd(φk−1)]−X

(1)
d [Hd(φk)]

tk+1 − tk
= 0 (118)

D3{X(1)
d [Hd(φk)]}+

tk − tk−1

tk+1 − tk
D4{R_X(1)

d [Hd(φk−1)]}+

1

2
[Dd(pk) +Dd(pk−1)] = 0 (119)

D5{X(1)
d [Hd(φk)]}+

tk − tk−1

tk+1 − tk
D6{R−X

(1)
d [Hd(φk−1)]}−

1

2
[Dd(qk) +Dd(qk−1)] = 0 (120)

式 (119) 和式 (120) 用到关系式

Dd(pk) =
pk+1 − pk
tk+1 − tk

Dd(pk−1) =
pk − pk−1

tk+1 − tk

Dd(qk) =
qk+1 − qk
tk+1 − tk

Dd(qk−1) =
qk − qk−1

tk+1 − tk

(121)

离散哈密顿系统的 Mei 对称性与守恒量有如下定理:

τk ξk ηk定理 7　如果离散生成元序列函数    、    、    满足方程式 (118) ~ 式 (120), 则相应的离散

能量演化方程式 (76) 和正则方程式 (75) 的形式不变性为离散哈密顿系统的 Mei 对称性, 方程式

(118) ~ 式 (120) 称为 Mei 对称性的确定方程.

τk ξk ηk

GMk(tk, qk, pk)

定理 8　如果离散生成元序列函数    、    、    满足方程式 (118) ~ 式 (120), 且存在离散规

范函数    使下列等式成立

X
(1)
d [Hd(φk)]Dd(τk) +X

(1)
d {X(1)

d [Hd(φk)]}−
1

2
(pk+1 + pk)Dd(ξk) +

1

2
(qk+1 + qk)Dd(ηk) +Dd(GMk) = 0 (122)

则离散哈密顿系统存在如下离散 Mei 守恒量

τkR−X
(1)
d [Hd(φk−1)] + τk(tk − tk−1)D2R−X

(1)
d [Hd(φk−1)]+

ξk(tk − tk−1)D4R−X
(1)
d [Hd(φk−1)] + ηk(tk − tk−1)D6R−X

(1)
d [Hd(φk−1)]−

1

2
(pk−1 + pk)ξk +

1

2
(qk−1 + qk)ηk +GMk = const (123)

式 (122) 称为离散哈密顿系统的 Mei 等式. 

3.5  应用举例

(1) Emden 方程

Emden 方程在物理学和工程中有重要的作用, 其形式为

tq̈ + 2q̇ + tq5 = 0 (124)
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方程式 (124) 的哈密顿函数为

H =
1

2

(
p2t−2 +

1

3
t2q6

)
(125)

系统离散哈密顿函数为

Hd(φk) =
1

2

p2k+1 + p2k
t2k+1 + t2k

+
1

12
(t2k+1q

6
k+1 + t2kq

6
k) (126)

Hd(φk−1) =
1

2

p2k + p2k−1

t2k + t2k−1

+
1

12
(t2kq

6
k + t2k−1q

6
k−1) (127)

Dj [Hd(φk)](j = 1, 2, 4, 5, 6)首先计算    , 可得

D1[Hd(φk)] = −
tk(p

2
k+1 + p2k)(

t2k+1 + t2k
)2 +

1

6
tkq

6
k (128)

D2[Hd(φk)] = −
tk+1(p

2
k+1 + p2k)

(t2k+1 + t2k)
2 +

1

6
tk+1q

6
k+1 (129)

D3[Hd(φk)] =
1

2
t2kq

5
k (130)

D4[Hd(φk)] =
1

2
t2k+1q

5
k+1 (131)

D5[Hd(φk)] =
pk

t2k+1 + t2k
(132)

D6[Hd(φk)] =
pk+1

t2k+1 + t2k
(133)

结合系统离散哈密顿函数式 (126)、式 (127), 式 (131) ~ 式 (133) 代入 Noether 等式 (84)

可得 [
1

2

p2k+1 + p2k
t2k+1 + t2k

+
1

12
(t2k+1q

6
k+1 + t2kq

6
k)

]
Dd(τk) +

[
1

6
tkq

6
k −

tk(p
2
k+1 + p2k)

(t2k+1 + t2k)
2

]
τk+[

1

6
tk+1q

6
k+1 −

tk+1(p
2
k+1 + p2k)

(t2k+1 + t2k)
2

]
τk+1 +

1

2
t2kq

5
kξk +

1

2
t2k+1q

5
k+1ξk+1 +

pkηk
t2k+1 + t2k

+

pk+1ηk+1

t2k+1 + t2k
− 1

2
(pk+1 + pk)Dd(ξk) +

1

2
(qk+1 + qk)Dd(ηk) +Dd(GNk) = 0 (134)

设离散生成元序列函数有如下形式

τk(tk, qk, pk) = C1tk + C2qk + C3pk + C4 (135)

ξk(tk, qk, pk) = C5tk + C6qk + C7pk + C8 (136)

ηk(tk, qk, pk) = C9tk + C10qk + C11pk + C12 (137)

C1 C12   为常数.
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将式 (135) ~ 式 (137) 代入式 (134) 并比较各项的系数, 得到当

C2 = C3 = C4 = C5 = C7 = C8 = C9 = C10 = C12 = 0
C1 = 2 C6 = − 1

2C1 = −1 C11 = 1
2C1 = 1

(138)

即离散生成元函数有

τk(tk, qk, pk) = 2tk (139)

ξk(tk, qk, pk) = −qk (140)

ηk(tk, qk, pk) = pk (141)

时成立

Hd(φk)Dd(τk) +X
(1)
d [Hd(φk)] = 0 (142)

GNk(tk, qk, pk)式 (139) ~ 式 (142) 代入式 (134) 可知存在离散规范函数  

GNk(tk, qk, pk) = −qkpk (143)

使得 Noether 等式成立, 根据定理 8 得到离散哈密顿系统的 Noether 守恒量

tk(p
2
k + p2k−1)

t2k + t2k−1

−
2t2k(tk − tk−1)(p

2
k + p2k−1)

(t2k + t2k−1)
2 +

(tk − tk−1)p
2
k

t2k + t2k−1

+

1

6
tktk−1(tkq

6
k + tk−1q

6
k−1) +

1

2
(pk−1qk + pkqk−1) = const (144)

(2) 二自由度非线性谐振子系统

q1 q2 l

m

考虑一个二自由度非线性谐振子系统模型,    、    是系统的广义坐标. 谐振子的摆长为    ,

谐振子的质量为    . 该系统的 Lagrange 方程为

L =
1

2
ml2(q̇21 + q̇22) +mgl(2− cos q1 − cos q2) (145)

pi,k+1 = ∂LD,k/ ∂∆qi,k HD,k = pi,k+1∆qi,k − LD,k hk ∈ R+利用勒让德变换    ,    , 其中时间间隔    ,

离散哈密顿方程可写为

H =
1

2ml2
(p21,k+1 + p22,k+1) +mgl(2− cos q1,k − cos q2,k) (146)

对于该系统, Noether 恒等式为

pi,k∆δtqi,k −HD,k∆δttk − ∂HD,k

∂t
δttk − ∂HD,k

∂qi,k
δtqi,k = 0 (147)

直接计算可知, 在如下变换下

t∗k = t− ε q∗i,k = qi,k p∗i,k = pi,k (148)

式 (147) 是不变的, 因此式 (148) 是 Noether 对称的, 可得离散 Noether 守恒量

IN,S =
1

2ml2
(
p21,k + p22,k

)
+mgl (2− cos q1,k−1 − cos q2,k−1) (149)
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4  随机系统的对称性与守恒律
 

4.1  Ito 型随机微分方程的对称性

自 20 世纪 40 年代数学家创立随机微分和随机微分方程的理论后, 随机微分方程的研究有

了迅速和长足的发展 , 并在许多领域有着广泛的应用 , 例如 : 现代控制理论、信号数据处理、

物理、生物化学和经济金融等. 利用随机微分方程, 可以成功地模拟出在随机扰动作用下的各类

系统.

对于一般的确定性常微分方程 {
ẋ (t) = b (x (t)) (t > 0)
x (0) = x0

(150)

b : Rn → Rn n x0其中    是一个给定的    维向量场,    为给定的初值. 当其应用到很多实际问题中时, 所

得到的解的轨迹与实际问题所要求的并不相符. 于是, 就需要对确定性的微分方程进行修正, 使

其能够尽可能地反映出系统所受到的随机作用.

日本数学家 Kiyoshi Ito 在 20 世纪 40 年代首次提出了 Ito 型随机微分方程的概念, 用于描述

包含随机因素的动态系统. Ito 形式的随机微分方程形式可表示为

dxi = f i(x, t)dt+ σi
k(x, t)dw

k (151)

(x, t)首先给出关于 Ito 方程在向量场作用下变换的基本计算 . 考虑    上一个完全一般的向

量场

X = τ(x, t) ∂t + 2ξi(x, t) ∂i (152)

ε那么该作用在    的一阶近似下计算为

x→ xi + εξi(x, t)

t→ t+ ετ(x, t)

dwk(t) → dwk(t) + ε
1

2
( ∂tτ)dwk(t)

(153)

因此 Ito 型随机微分方程变换为

dxi + εdξi =
[
f i + ε

(
ξj ∂jξ

i + τ ∂tξ
i
)]

(dt+ εdτ)+[
σi
k + ε

(
ξj ∂jσ

i
k + τ ∂tσ

i
k

)]
[1 + ε(1/2)( ∂tτ)] dwk (154)

dξi dτ下面利用 Ito 公式计算    和    , 即

dξi =
(
∂ξi

∂t

)
dt+

(
∂ξi

∂xj

)
dxj +

1

2

(
∂2ξi

∂xj ∂xm

)
σj
kσ

m
k dt

dτ =

(
∂τ

∂t

)
dt+

(
∂τ

∂xj

)
dxj +

1

2

(
∂2τ

∂xj ∂xm

)
σj
kσ

m
k dt

(155)

ε将式 (155) 代入式 (154), 并限制在式 (151) 的流上.    的零阶项相互抵消, 而一阶项则会产生

贡献
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[
∂ξi

∂t
+ f j

∂ξi

∂xj
− ξj

∂f i

∂xj
−

∂
(
τf i

)
∂t

− f j
∂τ

∂xj
f i+

1

2

(
∂2ξi

∂xj ∂xm
+ f i

∂2τ

∂xj ∂xm

)
σj
kσ

m
k

]
dt+[

σj
k

∂ξi

∂xj
− ξj

∂σi
k

∂xj
− τ

∂σi
k

∂t
− f iσj

k

∂τ

∂xj
− 1

2
σi
k

∂τ

∂t

]
dwk

:= αi(x, t)dt+ βi
k(x, t)dw

k (156)

也就是说, 向量场式 (152) 的作用将原方程式 (151) 映射为方程

dxi −
[
f i(x, t) + εαi(x, t)

]
dt−

[
σi
k(x, t) + εβi

k(x, t)
]
dwk (157)

i k αi(x, t) = 0 βi
k(x, t) = 0显然, 变换后的式 (157) 与原式相同当且仅当对所有的    和    ,    ,    . 于是

有如下定理

定理 9　对于 Ito 方程式 (151) 的一般对称性 (生成元形式如式 (152) 所示) 的判别方程为

∂ξi

∂t
+ f j

∂ξi

∂xj
− ξj

∂f i

∂xj
− ∂(τf i)

∂t
− f j

∂τ

∂xj
f i+

1

2

(
∂2ξi

∂xj ∂xm
+ f i

∂2τ

∂xj ∂xm

)
σj
kσ

m
k = 0

σj
k

∂ξi

∂xj
− ξj

∂σi
k

∂xj
− τ

∂σi
k

∂t
− f iσj

k

∂τ

∂xj
− 1

2
σi
k

∂τ

∂t
= 0

(158)

 

4.2  Stratonovich 型随机微分方程的对称性

Stratonovich 型随机微分方程是另一种重要的随机微分方程形式, 以俄罗斯物理学家 Ruslan

Stratonovich 的名字命名. 斯特拉托诺维奇在 20 世纪 50 年代提出了这种形式的随机微分方程,

与 Ito 型随机微分方程相比, Stratonovich 形式更接近于经典微积分中的链式法则, 因此在一些

物理和工程问题中更为自然 (Arnold et al. 1995, Guerra 1981, Protter 1990, Stratonovich 1966,

Stroock 2003). 具体而言, Stratonovich 随机微分方程在坐标变换下更加符合直觉, 更易理解. 由

于对称性是指在变换下的不变性 , 因此在随机微分方程框架中考虑对称性的最早尝试 (Al-

beverio & Fei 1995, Misawa 1994a, Misawa 1994b) 集中在 Stratonovich 方程上. 现在我们将分析

Stratonovich 随机微分方程的对称性.

Stratonovich 随机微分方程的形式可表示为{
dxi (t) = bi (x (t)) dt+ σi

k (x, t) ◦ dW (t)

x (0) = x0
(159)

W (t)其中,    表示 Winner 过程是一个平稳独立的增量随机过程, 并且其均值、方差和积分具有相

应的计算性质.

根据上述随机微分方程的导出过程可知, 在考虑随机微分方程的对称性时需要特别处理无

穷小变换对随机噪声项. 这里考虑式 (2) 中的 Stratonovich 随机微分方程, 按照一般给出时间和

空间变量的无穷小变换
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xi → xi + εφi(x, t)

t→ τ + ετ(x, t)
(160)

此时根据 Winner 过程的定义式可以给出 Winner 过程随机项对应的变换结果, 即导出在时

间变换下对应的随机项变换为

wi(t) → w̃i(τ) =
√
1 + ε(dτ/dt)wi(τ) (161)

此时构建对称性条件 (原方程在无穷小变换条件下满足不变性)

d(xi + εφi) = bi(x+ εφ, t+ ετ)d(t+ ετ)+

σi
k(x+ εφ, t+ ετ) ◦ dwk(t+ ετ) (162)

将 Winner 过程的变换关系带入后即可得到 Stratonovich 随机微分方程的 Lie 对称性决定

方程 (
( ∂tφ

i)− ∂t(τb
i)
)
+ 2

(
bj( ∂jφ

i)− φj( ∂jb
i)
)
− 2bj( ∂jτ)b

i = 0

τ( ∂tσ
i
k) + (1/2)( ∂tτ)σ

i
k − 2

(
σj
k( ∂jφ

i)− φj( ∂jσ
i
k)
)
+ bi ( ∂jτ)σ

j
k = 0

(163)

一个自然的想法是, Stratonovich 方程和与之“等价”的 Ito 方程的对称性应当是一致的. 然而

事实并非如此, 通常情况下, 这个结论并不成立 (Hydon 1998), 即使在相当简单的例子中也是如

此. 这一点已经被 Unal (2003) 提出. 这种不对应的原因来源于 Ito 方程和相关 Stratonovich 方程

之间“等价性”的非平凡性质 (Stroock 2003). 

4.3  统计意义下随机微分方程的对称性

在考虑随机微分方程的对称性时 (独立于变分起源), 一个重要的进展是将 Ito 方程的对称性

与相应扩散方程的对称性联系并比较. 这里扩散方程的对称性其实是将随机微分方程的解映射

到另一个等价形式下, 其中等价是指统计意义上的等价. 因此, 对于由随机微分方程描述的单粒

子过程, 我们有两种类型的对称性: 方程可以在映射下保持不变, 或者它可以被映射到一个不同

方程, 但是相应的扩散方程不变. 这种对称性. 实际上是在统计意义下描述的, 因为随机微分方

程对应的扩散方程是一个确定性方程. 随机微分方程对应的扩散方程的对称性已在文献中得到

了详细研究 (Cicogna & Vitali 1990, 1989; Finkel 1999; Khater et al. 2002; Kozlov 2010a, 2010b;

Rudra 1990; Sastri & Dunn 1985; Shtelen & Stogny 1989; Spichak & Stognii 1999).

x t从物理意义上讲, 当考虑空间 (即在    变量中) 上的一般变换, 但    上的变换不应该依赖于空

间点 (Gaeta 2004, Gaeta & Quintero 1999). 这种变换下的对称性称为保纤维对称性. 考虑如下形

式的向量场

X0 = τ(t) ∂t + ξi(x, t) ∂i (164)

∂i = ∂/ ∂xi式中,    . 那么 Ito 方程式 (151) 的保纤维对称性的决定方程为 (Gaeta & Quintero 1999)

( ∂tξ
i) +

[
(f j · ∂j)ξi − (ξj · ∂j)f i

]
− ∂t(τf

i) +
1

2

(
σσT

)jk
∂2jkξ

i = 0

(σj
k · ∂j)ξi − (ξj · ∂j)σi

k − τ ∂tσ
i
k − 1

2
( ∂tτ)σ

i
k = 0

(165)
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Ito 方程相应的扩散方程形式为

ut +Aijuij +Biui + Cu = 0 (166)

ui = ( ∂u/ ∂xi) A B C (x, t)其中,    , 而系数    、    、    是自变量    的函数

Aij = −1

2
(σσT)ij

Bi = f i − ∂j(σσ
T)ij

C = ( ∂i · f i)−
1

2
∂2ij(σσ

T)ij

(167)

对于方程式 (166), 考虑向量场的形式

X = τ(t) ∂t + ξi(x, t) ∂i + φ(x, t, u) ∂u (168)

那么 Ito 方程相应的扩散方程式 (166) 对称性的决定方程为

∂t(τA
ik) +

(
ξm ∂mA

ik −Aim ∂mξ
k −Amk ∂mξ

i
)
= 0

∂t(τB
i)−

[
∂tξ

i +
(
Bm ∂mξ

i − ξm ∂mB
i
)]

+
(
Aik ∂kβ +Ami ∂mβ

)
−Amk ∂

2
mkξ

i = 0

∂t(τC) + ∂tβ +Aik ∂
2
ikβ +Bi ∂iβ + ξm ∂mC = 0

(169)

近年来, F De Vecchi(2014) 重新考虑了关于随机微分方程对称性的“扩散”方法, 并与 Mey-

er 和 Schwartz (Émery 2012; Meyer 2006, 1982, 1981; Schwartz 2006) 发展的“二阶几何”联系起

来. 这引入了一些的没有常数部分的二阶微分算子的几何, 而且完全是通过相关联的扩散方程建

立的, 因此是确定性的. 

5  结　论

本文综述了力学分析中连续、离散和随机系统中对称性与守恒律的研究进展. 通过系统回

顾相关研究, 本文梳理了微分方程、偏微分方程以及随机微分方程等不同类型系统中的对称性

原理及其应用实例, 揭示了这些对称性在动力学方程中的重要作用. 此外本文还重点探讨了 No-

ether 对称性和 Mei 对称性在离散系统中的应用.

对称性在力学系统中不仅揭示了系统的内在结构, 还为动力学方程的简化和解析提供了强

有力的工具. 守恒律则作为对称性的直接结果, 在物理意义上确保了系统能量、动量等物理量的

恒定, 从而对系统行为的长期预测和稳定性分析具有关键作用. 在力学分析中的对称性与守恒律

研究中, 传统方法主要依赖于经典分析力学框架, 如拉格朗日力学与哈密顿力学. 然而, 随着数

学工具的不断发展, 基于现代微分几何、Lie 群和 Lie 代数理论的分析方法逐渐成为该领域的重

要研究方向. 其中, 动量映射与对称性约化在几何力学和几何控制中的广泛应用, 显示了这一领

域的巨大潜力.

动量映射作为几何力学中的核心概念, 为对称性与守恒律之间的关系提供了结构化的描述.

通过李群在辛流形上的作用, 动量映射将守恒量表示为从相空间到李代数对偶空间的映射. 这一

理论框架不仅揭示了动力学系统的对称结构, 还为复杂系统中多对称群交织下的守恒量分析提

供了理论依据. 另一方面, 对称性约化以动量映射为基础, 利用对称性将高维动力学问题简化为
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低维子流形上的问题. 这种方法在分析具有高对称性的大规模动力学系统时, 展现出独特的优

势, 成为几何力学理论的重要基石.

随着力学系统的复杂性和多样性不断增加, 对称性和守恒律在非线性动力学、复杂材料力

学, 以及多尺度系统分析等领域展现出广阔前景. 特别是在涉及多物理场耦合、智能材料以及纳

米力学的研究中, 深入探讨对称性和守恒律可能揭示新的物理机制, 并为复杂系统的设计与优化

提供理论支持. 此外, 随着计算力学和人工智能技术的发展, 将对称性理论与数值模拟和数据驱

动方法结合, 可能进一步推动力学分析的自动化和智能化, 为工程应用提供更精确和高效的解决

方案. 通过对对称性和守恒律的深入理解, 力学分析将在科学研究和工程实践中发挥更为重要的

作用.
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A review of research advances in analytical methods for sym-

metry and conservation laws in mechanical analysis
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1 Institute of Solid Mechanics, School of Aeronautic Science and Engineering, Beihang University,

Beijing 100191, China
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Abstract　This paper reviews the research progress on symmetry and conservation laws in mechanic-

al analysis. It begins by introducing Lie group symmetries in continuous systems, including the sym-

metries of differential equations, partial differential equations, functionals, and approximate Lie sym-

metries of perturbed differential equations, with practical applications demonstrated through examples.

The paper then explores symmetries and conservation laws in discrete systems, focusing on the dynam-

ics equations, Noether symmetries, Lie symmetries, and Mei symmetries, with explanations supported

by  specific  application  examples.  Finally,  it  reviews  symmetries  and  conservation  laws  in  stochastic

systems, discussing the symmetries  of  Ito  and Stratonovich stochastic  differential  equations,  particu-

larly in the statistical sense. The aim of this paper is to provide theoretical references for subsequent

research and to advance the development of related fields.
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