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钱伟长先生对力学和应用数学的贡献

程昌钧 †

上海大学, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072

摘 要 为了缅怀我国近代力学的奠基人之一、著名的力学家和应用数学家钱伟长先生, 该文较为详细地回顾

了他在力学和应用数学的若干重要方面的开创性和奠基性的工作, 主要包括在弹性板壳的内禀理论、弹性圆

薄板大挠度理论、环壳理论及其应用、广义变分原理及在有限元计算中的应用、奇异摄动理论、理性力学等方

面的学术成就, 还回顾了他在发展我国力学事业和培养我国力学人才等方面的巨大贡献.
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引 言

钱伟长先生于 2010 年 7 月 30 日逝世了, 他

留给世人的学术财富太多太多, 以至于无法在一

篇文章里全面回顾他对我国科学事业的贡献. 笔

者应《力学进展》编委会的邀请, 写一篇缅怀钱

伟长先生对力学和应用数学贡献的文章, 虽然时

间很短, 但是为了弘扬钱先生的崇高精神, 缅怀

他对力学和应用数学诸多方面的开创性和奠基

性的贡献, 我仍然愿意尽我绵薄之力来完成这个

艰巨而重要的工作.但是我仍然感到惶恐不安,生

怕有负重托, 幸好钱先生给我们留下了许多的文

选和科学论文选集,例如 1985年知识出版社出版

的《广义变分原理》—— 多学科学术讲座丛书之

三, 1989 年福建教育出版社出版的《钱伟长科学

论文选集》和 1992 年浙江科学技术出版社出版

的《钱伟长文选》等等, 它们构成了这篇文章的

主要资料源.

钱伟长的一生是爱国的一生、奋斗的一生、

奉献的一生. 作为我国近代力学奠基人之一, 著名

的力学家、应用数学家和中国科学院资深院士,他

对我国力学和应用数学事业做出了全面的极为重

要的贡献. 下面描述的几方面的工作是最为突出

的、举世公认的、对国内外力学和应用数学的发展

均有着巨大而深远的影响.

1 弹性板壳的内禀理论

关于弹性板壳的内禀理论方面的系列性工作

是钱伟长的成名作, 借此奠定了他在国际力学界,

特别是固体力学界的学术地位.

弹性薄板和薄壳是工程技术中应用广泛的结

构元件. 1940 年以前, 关于板壳的理论已经取得了

一些进展, 但还存在一些问题, 主要有: (1) 所有的

理论都是根据先验的 Kirchhoff–Love假设 (通常称

为直法线假设) 来建立的, 并给出由中面的 3 个位

移分量 u, v, w 所满足的 3 个平衡微分方程; (2) 薄

板和薄壳是分开来处理的, 特别是壳体问题, 根据

其几何特征的不同, 采用不同的坐标系来建立各

自的壳体理论, 没有一个统一的适合于各种形状

的板壳理论; (3)板壳理论中的各种近似是混乱的,

没有一种系统的简化与近似方法.

为了克服板壳理论中的这些缺陷, 钱伟长在

1941 年 ∼ 1944 年间建立了一种系统的精确的板

壳理论, 并给出一套统一的近似方法, 使得从这一

理论出发, 根据不同的实际情况, 可以进行不同的

简化和近似, 得到适合于各类板壳问题的解案, 这

就是板壳内禀理论. 主要由 5 篇论文组成 (如果加

上他于 1942年在多伦多大学完成的 219页的博士

学位论文,实际上是 6篇文章),其中钱伟长与导师

J. L. Synge(辛吉) 联合发表的论文, 是板壳内禀理
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论的核心和精髓.

钱伟长早在昆明的西南联大读研究生期间

(1938年 ∼ 1940年)就开始了对板壳精确理论的研

究, 他提出了以三维弹性力学的应力平衡微分方

程为基础, 引入应力应变关系, 来导出用应变分量

表示的壳体应力满足的单元平衡理论. 在该理论

中, 他采用了一种全新的坐标系 —— 以中面为基

础的拖带坐标系 (comoving coordinates) (x0, x1, x2):

在变形前, 中面为 x0 = 0, (x1, x2)为中面上点的坐

标, 中面以外各点的坐标为 (x0, x1, x2), 并称之为

以中面为基础的 Guass 坐标系, 其中 (x1, x2) 为垂

直于中面的法线与中面交点的坐标. 在变形中, 由

于坐标系随着板壳一起变形, 因此, 已变形物体上

各点的坐标 (x0, x1, x2) 是不变的. 基于这种拖带

坐标系, 他定义的应变张量为 eij = (gij − g
′
ij)/2,

其中 gij(x0, x1, x2) 和 g
′
ij(x

0, x1, x2) 分别为坐标系

(x0, x1, x2) 在变形后与变形前的基本张量, 而 eij

满足的协调方程是由曲率张量 R̂jikl = R̂′jikl = 0的

条件得到的. 这是一组新的协调方程, 与以往的板

壳理论是不同的. 在中面 x0 = 0上,引进两个张量

pij = (eij)x0=0 , qij =
(
∂eij/∂x0

)
x0=0

(i, j = 1, 2, 3),

其中 pαβ , qαβ , (α, β = 1, 2) 称为中面的拉伸变形张

量和弯曲变形张量. 这 6 个未知量 pαβ , qαβ 是内

禀理论的基本未知量, 它们满足的 3 个相容方程

可由曲率张量满足的条件 R̂jikl = R̂′jikl = 0 得到,

而另外 3 个方程可由 3 个平衡条件得到. 由此可

得到 2 个张量 pαβ , qαβ 满足的张量方程式.

1940 年 9 月, 钱伟长到达加拿大多伦多大学,

遇见了他的导师 —— 应用数学家、英国皇家学会

会员 Synge教授.谈话中发现两人都在研究同一个

课题, 只是出发点不同, 钱伟长是直接从应力应变

出发来研究板壳理论,而 Synge则从内力素出发来

研究板壳理论. Synge分别称之为 “微观”方程组和

“宏观”方程组, 并认为,虽然这两种理论所用的符

号有所不同, 但实质上是等价的, 并且不约而同地

把薄板看成壳体的特殊情况, 从而将薄板理论与

薄壳理论统一了起来. Synge提议把两种理论合在

一起, 写成一篇 “板壳内禀理论” 的论文, 送往美

国加州理工大学, 作为 Theodore von Kármán (冯 ·
卡门)教授 60岁祝寿纪念文集之用. 该文以 Synge

和钱伟长合作的形式于 1941年 5月发表在纪念文

集之中. 该纪念文集只发表了 21 篇论文, 作者都

是当时美国各界的权威科学家, 例如普林斯顿大

学高级研究院院长 A. Einstein 等, 只有钱伟长是

一个名不见经传的中国青年, 这给了钱伟长很大

的鼓舞, 并促使他对板壳内禀理论开展进一步的

深入研究.

作为板壳内禀理论 “微观” 理论的继续, 并把

这种思路贯彻始终, 钱伟长对薄板和薄壳问题进

行了更系统的研究, 并视薄板为薄壳的一种特殊

情况. 首先假定板壳由均匀各向同性线性弹性材

料组成, 并将应力和应变分量沿厚度方向展成 x0

的 Taylor级数,把它们代入 3个协调方程和 3个平

衡方程,可得到 6个待定函数 pαβ , qαβ , (α, β = 1, 2)

所满足的微分方程组. 一旦得到了这些量，可由

相应公式得到板壳内各点的应力应变以及内力素.

和通常的板壳理论不同, 在内禀理论的所有方程

中均不包含位移分量 ui(i = 1, 2, 3), 同时未知量和

方程均是用与中曲面有关的内在张量 pαβ , qαβ 来

表示的, 所以内禀理论适合于在各种不同的坐标

系下研究各种不同形状的薄壳和薄板问题.

当把内禀理论应用于薄板问题时, 由于这时

中面为平面, 可得到 pαβ , qαβ 满足的 6 个微分

方程. 在此基础上, 假设板的厚度为小量, 就可

对薄板问题进行系统的分类. 为此, 钱伟长引入

了表征板厚的小参数 ε, 板的厚度可表示成 2h =

2εh
(
x1, x2

)
,其中 0 < ε < ε1, ε1 为小量. 在小应变

的情况下,将作用于板上的外力也展开成 ε的幂级

数, 并令 pαβ =
∞∑

s=p
p(s)αβεs, qαβ =

∞∑
s=q

q(s)αβεs, p >

0, q ≥ 0 为正整数. 将外力和 pαβ , qαβ 的展开式代

入 pαβ , qαβ 满足的方程组,比较 pαβ , qαβ 和 h的量

级的相对大小, 取出主部, 可得到对应于不同类型

薄板问题的方程组. 进而, 根据 (p, q) 的不同组合

对薄板问题进行分类,共得到 12类 (即 P1 ∼ P12)

薄板问题, 即:

(1)有限挠度问题: P1 ∼ P3类,它们是 p轴上

的 5 点, 且有

q = 0, p = 1, q = 0, p = 2, q = 0, p ≥ 2

(2) 小挠度问题: P4 ∼ P8 类, 它们对应于

q ≥ 1, p = 1, q = 1, p = 2, q ≥ 1, p = 2, q ≥ 1, p ≥ q

(3) 小小挠度问题: P9 ∼ P11 类, 对应于

q ≥ 2, 2q ≥ p ≥ 2

(4) 零挠度问题: P12 类, 对应于 q = ∞.

通常的广义平面问题、Kirchhoff 小挠度理

论、von Kármán 大挠度理论、薄膜问题可分别由
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P12, P11, P5和 P4导出,而有限挠度问题 P1 ∼ P3

是一大类新的薄板问题, 它们是特别有意义的, 是

在分类过程中新发现的.

对于薄壳问题, 由于中面为曲面, 故除了厚度

h 和中面特征尺寸 L 之外, 还有最小曲率半径 R.

令 ε = h/L,当 L/R = O
(
εb

)
阶时,若 b ≥ 1,称薄壳

具有 b阶的小曲率;若 b = 0,则称薄壳具有有限曲

率.这样,可按 (p, q, b)的组合对薄壳问题进行系统

的简化与分类. 每一类都具有各自的平衡微分方

程和协调方程, 共得到 35 类不同的壳体问题, 即:

(1)具有有限曲率 (b = 0)的薄壳问题:有 8类,

即 SF1 ∼ SF8;

(2)具有阶 b ≥ 1的小曲率薄壳问题:有 27类,

即 SS1 ∼ SS27;

(3) 在 27 类小曲率薄壳问题中, 有 11 类等价

于薄板问题, 其特征为 q < b;

(4) 当 b = 1 时, SS12 和 SS27 特别重要, 具有

实用价值, 是两类新的薄壳问题.

虽然 35 类壳体问题中有些是已有的, 但也有

一些是过去未曾研究过的新的壳体问题, 其中尤

以浅壳 SS12型方程为最重要,并具有广泛的应用.

例如, von Kármán和钱学森在 1939年和 1941年所

研究的柱壳受轴向压力作用及球壳受外压力作用

时的局部失稳均可看成浅壳大挠度问题, 即 SS12

型问题. 当把 SS12 型问题的方程应用于圆柱浅

壳和浅球壳时, 可分别得到圆柱浅壳和浅球壳的

非线性方程组. 特别, 当圆柱壳的半径充分大时,

相应的方程可化为薄板 von Kármán 大挠度方程.

1958 年 8 月在美国斯坦福大学召开了海洋结构力

学第一届研讨会, 并出版了由 J. Norman Goodier

和 Niehstas J. Hoff 主编的《结构力学》论文集, 在

文集中发表了 Y. C. Fung(冯元桢) 和 E. E. Schler

的《弹性薄壳稳定性》一文, 称钱伟长的圆柱型浅

壳方程为 “钱伟长一般方程”、“圆柱壳的钱伟长方

程”. 此后, 这些方程统称为 “钱伟长方程”.

板壳内禀理论发表之后受到弹性力学、应用

数学及纯数学界的广泛重视. 自 1944 年论文发表

以来,至 1989年,已被引用 100多次. R. L. Reiss, X.

M. Muwtari 和 A. C. Vol�mir 等都曾在五、六

十年代研究和引用过这些工作.钱伟长先后应邀在

加拿大及美国各地高等学校和有关学术会议上作

学术报告. 时至今日,人们对 “板壳内禀理论”仍评

价很高. 例如, 1973年,荷兰 Eindhoven工业大学工

程力学教授 Harry S. Rutten 在他的《以渐近近似

为基础的壳体理论和设计》这一名著中多次推崇

“板壳内禀理论”. 在该书的第 14 页上他这样说道:

“Synge和钱的工作,继承了 19世纪早期 A. Cauchy

和 S. D. Poisson的工作,在西方文献中重新注入了

新的生命力”. 他还指出: “Synge 和钱的工作是三

维理论的基本工作,仅用力学状态的内禀应力和应

变,严格地从三维理论导出了任意形状的板壳都适

用的非线性方程组. 这里在各向同性的假设下, 把

应力和应变分量按厚度方向的坐标展成 Taylor 级

数,近似的二维方程只有 6个基本待定量, 3个代表

中面拉伸应变, 3个代表中面弯曲应变,这是 Synge

和钱工作最重要的特点”. 1982 年 8 月在上海召

开的国际有限元分析会议上,担任执行主席的美国

R. H. Gallagher教授在向大会介绍钱伟长时说: “钱

教授有关板壳统一内禀理论的论文,曾是美国应用

力学界研究生在四、五十年代必读的材料, 他的贡

献对以后的工作很有影响”.受这些论文的影响,在

20世纪 60年代还出现了不少有关三维理论的边界

效应的文章, 其中有 A. E. Green, E. Reissner, E. L.

Reiss 和 P. Cicala 等的工作.

1990 年以后, 钱伟长沿袭板壳内禀理论的思

路, 又建立了一种非 Kiechhoff 假设的板壳理论并

已取得一些成果. 可以认为板壳内禀理论是 20 世

纪固体力学领域中最重大的研究成果之一.

2 弹性圆薄板大挠度问题

关于弹性圆薄板大挠度问题的研究, 是钱伟

长回国后的最重要的学术成果之一, 据此他于

1955 年获得了国家自然科学二等奖, 并有钱伟长

法、合成展开法流传于世.

钱伟长先生于 1946 年 6 月抗日战争胜利回

国, 直到北京解放, 他在清华大学任教. 虽然教学

任务繁重, 革命活动很多, 但是在这期间他仍然取

得了令人瞩目的研究成果, 为我国非线性力学研

究奠定了良好基础.

1947年以前, 基于 Kirchhoff–Love假设的薄板

小挠度理论, 在各种外载荷和边界条件下, 已得到

了许多问题的解, 但是由 von Kármán 1910 年提出

的薄板大挠度方程长期没有找到令人满意的求解

方法,只有两个问题有人研究过:即 1934年, S.Way

求解了圆板大挠度的弯曲问题, 给出了幂级数解

(见 S. Way. Bending of circular plates with large de-

flection, Appl. Mech. 1934, 56: 627∼636); 1942 年,
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S. Levy则给出了矩形板大挠度弯曲问题的三角级

数解 (见 S. Levy. Bending of rectangular plate with

large deflection, NACA Report, No. 737 (1942)). 这

两种解都需要用数值方法求解无限多个系数的非

线性方程组, 而且收敛速度很慢. 所以早在 1940

年, von Kármán 就提出需要给出一种工程师能够

运用的解法来求解圆薄板大挠度问题. 钱伟长于

1947 年发表的论文《固定圆薄板在均匀压力作用

下的大挠度问题》达到了 von Kármán的这一要求.

在这篇论文中, 他用中心挠度作为摄动参数 (小参

数), 利用摄动方法得到了问题的摄动解. 并且, 摄

动的幂次越高,解也越精确,与Way的幂级数方法

相比, 它具有更为简单的形式, 而且这个方法也可

以推广到任意其它边界条件下的大挠度问题. 钱

伟长把他得到的解与 1942年由 Mcpherson等所给

出的实验结果进行了比较,发现两者相吻合 (见 A.

Mcpherson, W. Ramberg, S. Levy. Normal pressure

tests of circular plates with clamped edges, NACA

Report, No. 744 (1942)) , 因此, 这个解也成为 1910

年 von Kármán 提出薄板大挠度非线性方程后获

得的第一个与实验接近的解析解. 在有了电子计

算机之后, 叶开沅的一个博士研究生用 S.Way 的

级数解法进行了计算, 与这些数值解法相比较, 钱

伟长用解析法手算所达到的精度以及方法的巧妙

都令人击节赞叹, 他在摄动理论方面创建的以中

心挠度为摄动参数作渐近展开的摄动解法, 国际

力学界称之为 “钱伟长方法”.

1948 年, 钱伟长又研究了当挠度很大时, 固定

圆板在均匀压力作用下的渐近特性. 这个解的基

础是 1915年 H.Hencky给出的薄膜解,但是 Hencky

薄膜解与实验有 4%的误差,而钱伟长的解与实验

则符合得很好. 长期以来, 人们都把 Hencky 薄膜

解看成是挠度很大时, 圆板大挠度问题的一级近

似解, 这个解只满足固定边界挠度为零的条件, 不

满足转角为零的条件. 钱伟长认为这里存在边界

层效应, 即在边界附近区域内, 挠度很大, 它与转

角不再是同一数量级, 要弄明白在这个区域内解

的结构, 必须采用 “放大镜” 或者 “显微镜” 加以

细察. 他还认为, 为了求解, 不能采用通常的摄动

法 (正则摄动法), 而应该另辟蹊径. 钱伟长的做法

是: 首先把 Hencky薄膜解称为外场解,它除了不满

足夹紧边界转角为零的条件外, 是在挠度很大的

情况下满足夹紧边界位移为零的且全场适用的解.

其次, 他把边界法向的尺度放大, 设立边界内层坐

标, 以无量纲中心挠度为尺度参数, 并以此量进行

摄动展开, 称之为内层解. 最后, 把不同尺度的外

场解和内层解联合在一起来展开, 逐级满足固定

边界条件, 以此研究边界层效应. 因此, 在国际上

最早提出了内外层解合成地进行摄动展开的思路.

也就是说,钱伟长对 Hencky薄膜解进行了修正,解

决边界转角为零的问题, 从而改进了 Hencky 薄膜

解. 在这一工作中, 钱伟长提出了一种新的奇异摄

动法, 尽管那时国际上还没有 “奇异摄动理论” 这

一术语.在流体力学界, von Kármán的老师 Prandtl

提出了边界层理论, 但是需要对边界层内外分别

求解, 而后加以匹配, 而钱伟长首先提出了内外层

解同时展开的思路, 成功地改进了边界层方法, 成

为后来被称为合成展开法的奇异摄动方法的创始

人. 直到 1956 年, 在国际上才由 Bromberg 和其

他学者采用合成展开法求解了相同的问题 (例如,

E. Bromberg. Communication on Pure and Applied

Mathematics, 1956, 9: 633∼656). 1960年, Nayfeh等

摄动理论专家把这种方法称为合成展开法. 所以

说, 钱伟长用合成展开法求解弹性圆薄板大挠度

问题, 比国际上同类工作领先了 8 年.

20世纪 50年代初,钱伟长和叶开沅等曾在清

华大学举办薄板大挠度问题的研讨会,是以 “钱氏

摄动法” 为主题的研讨会, 其成果见 1954 年由中

国科学出版社出版的《弹性圆薄板大挠度问题》

论文集. 后来, 钱伟长和叶开沅又计算了多种载

荷和边界条件下的圆薄板和矩形薄板大挠度问题.

参加了 1956年布鲁塞尔举行的第九届国际理论和

应用力学大会 (ICTAM’1956). 有关论著于 1957年,

由莫斯科译文出版社译成俄文. 此后, 潘立宙在

1957年和美国W.A.Nash教授 (国际非线性力学杂

志主编) 在 1959 年分别用此法求解了椭圆板的大

挠度问题. 胡海昌教授发现用中心挠度做摄动参

数在计算集中载荷和均布载荷联合作用下圆薄板

大挠度问题时, 可能会遇到中心挠度为零的困难,

1980 年钱伟长和黄黔用均方根挠角作摄动参数顺

利解决了这个困难. 1985 年, 钱伟长与陈山林发表

了 “合成展开法求解圆薄板大挠度问题” 的文章,

该文采用中心最大无量纲位移为参数进行摄动展

开, 提高了收敛速度, 同时所有的边界条件都在各

级近似中跨级满足, 提高了结果的可靠性. 该文是

用合成展开法求解圆薄板大挠度问题的一种新尝

试, 也使圆薄板大挠度问题的研究工作得到了进

一步的改进和完善.
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钱伟长有关弹性圆板大挠度问题的研究工作

和相应的求解方法, 都是一些开创性工作, 是对固

体力学学科领域的重要贡献.

3 环壳理论及其应用

钱伟长在环壳理论及其应用方面的工作, 显

示了他解析建模分析、解析求解的功力,也表现了

他理论联系实际的卓越能力.

圆环壳是弹性元件和其它壳体结构中常见的

一种形式, 在许多仪器仪表工业中有着广泛的应

用.

众所周知, 圆环壳方程非常复杂, 难于求解.

1912 年 H. Reissner 和 1915 年 E. Meissner 把一

般轴对称壳体方程化为 2 个变量的 2 个二阶常微

分方程, 大大简化环壳理论的方程. 20 世纪 30 年

代以后, F. Tolke (1938 年), R. A. Clark (1950 年)

和 B. B. Novo�ilov (1951 年) 又分别采用不同

的简化过程, 进一步得到用复变量表示的环壳方

程, 虽然形式不同, 但是这些方程为求解环壳提供

了可能性. 1979 年钱伟长等关于轴对称圆环壳的

复变量方程和轴对称环细壳的一般解的工作则从

Reissner–Meissner 轴对称壳体方程出发, 用一个统

一的复变量化过程, 分别导出了 Tolke, Clark 和

Novo�ilov 等给出的圆环壳的复变量方程, 并研

究了这些方程的近似性, 证明了这些方程的差异

都是在 Kirchhoff–Love薄壳的假设范围之内的. 如

果在方程中引入一个参数 α = a/R (称为细度), 则

当 α ¿ 1 时, 环壳称为细环壳, 其中 a 和 R 分别

为环壳截面的半径和环壳的整体半径. 在这篇论

文中, 钱伟长得到了细环壳方程的齐次解, 并证明

了解的收敛性, 这是前人没有得到过的一个新的

解. 把它与 1951 年 Novo�ilov 求出的非齐次解

结合在一起, 可以得到细环壳方程的一般解, 并可

用于波纹管等弹性元件的计算. 之后, 钱伟长等将

研究细环壳方程的一般解的方法推广到求解一般

的圆环壳方程, 于 1980 年给出了轴对称圆环壳的

一般解. 这里, 放弃了 α ¿ 1 的假设, 提出了轴对

称圆环壳在 0 ¿ α < 1 范围内的一般解, 这个解

是前人从未得到过的,并可以用于波纹壳、热膨胀

器、高压容器的过渡部分和波登管的计算,具有重

要的实用价值. 这样, 钱伟长给出的圆环壳的一般

解, 解决了几十年来求解圆环壳方程的难题, 人们

普遍认为这是钱伟长的另一重要贡献.

在一些相关工作中, 钱伟长先生致力于圆环

壳一般解在弹性元件计算中的应用, 特别应用于

波纹管的变形和应力计算. 例如, 半圆形波纹管虽

然是波纹管中最简单的一种, 但是长期以来只有

工程近似计算结果 (如 1957 年 C. E. Turner 和 H.

Ford 在美国机械工程学会会刊上发表的关于热膨

胀节的计算),这些工作是以实验为基础的,所花费

的人力和财力都非常巨大, 一直是机械工业的沉

重负担. 然而, 钱伟长将圆环壳的一般解应用于半

圆形波纹管的计算时, 得到了半圆形波纹管在轴

向力作用下的变形和应力分布, 它们与 Turner 和

Ford的实验结果非常接近,即使在细度 a ≈ 0.3时,

细环壳极限方程得到的解与实验结果仍很接近.

在圆薄板大挠度问题的摄动解和圆环壳一般

解的基础上, 钱伟长和黄黔等提出了轴对称载荷

下旋转壳非线性计算通用程序, 应用于仪表弹性

元件和波纹管补偿器等的计算, 给出用壳体理论

的设计方法. 钱伟长于 20 世纪 80 年代, 先后承接

过两项国家重点攻关课题, 提出了仪表弹性元件

和波纹管膨胀节的理论与计算方法, 如 U 形波纹

管非线性特性的摄动解法、三圆弧波纹膜片的设

计, 以及轴对称载荷下旋转壳弹性元件的非线性

计算通用程序等. 钱伟长把所获得的关于轴对称

圆环壳的理论成果直接应用于波纹壳和波纹管等

工程技术领域, 解决了这些领域中长期未能解决

或者未能很好解决的关键技术问题, 成为相关技

术领域的新起点, 也为我们树立了理论联系实际

的好榜样.

4 广义变分原理及其在有限元计算中的应

用

钱伟长对广义变分原理的研究是另一项享誉

世界的成就, 这些广义变分原理为相应的有限元

方法奠定了理论基础, 而后者在科学技术领域中

的许多问题的数值求解中有着非常重要的作用.

在这方面, 国际上有两个学术中心的工作特别引

起各国学者的注意, 一是美国麻省理工学院的 E.

Reissner、鹫津久一郎和卞学鐄等的工作; 二是钱

伟长和胡海昌等中国学者的贡献.

为了说明问题, 这里仅以线性弹性力学静力

学问题为例来说明钱伟长广义变分原理的思想.

众所周知, 线性弹性力学静力学问题归结为

求位移 ui、应变 εij 和应力 σij 等 15 个未知变
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量的如下边界值问题的解, 即

σij,j + fj = 0, V 内 (1)

εij =
1
2

(ui,j + uj,i) , V 内 (2)

∂W

∂εij
= σij ,

∂W c

∂σij
= εij , V 内 (3)

其中, W (εij) + W c(σij) = σijεij , 而 W (εij) 和

W c(σij) 分别为弹性体 V 的应变能和余应变能密

度. 边界条件为

Sσ : σijnj = X̄i (4)

Su : ui = ūi (5)

并且弹性体 V 的表面 S = Sσ+Su. 这里,式 (1)∼(3)

分别是平衡微分方程、应变位移关系和应力应变

关系, 而式 (4) 和 (5) 分别为给定表面力和表面位

移的边界条件. 但是求这 15 个变量的边值问题的

解一般是非常困难的, 因此人们往往采用另外一

条更方便、更有效的途径来求解,那就是变分原理.

在弹性力学中最基本的变分原理就是最小势 (位)

能原理和最小余能原理. 在这个过程中, 首先需要

建立自变函数满足的某一泛函, 还要求这些自变

函数事先满足某些约束条件, 它们是方程 (1)∼(3)

和边界条件 (4) 和 (5) 的一部分. 人们要求从满

足约束条件的自变函数中求得使泛函取驻值 (这

里是最小值) 的函数. 然后通过变分, 得到自变函

数满足的微分方程 (称为 Euler 方程) 和边界条件

(称为自然边界条件). 事先满足的约束条件和 Eu-

ler 方程、自然边界条件一起构成求解弹性力学静

力学问题的全部方程和边界条件 (1)∼(5). 例如,

在通常的最小势能原理中, 要求自变函数事先满

足应变位移关系 (2) 和边界条件 (5), 而最小势能

原理的泛函为

Π p =
∫∫∫

V

(W − fiui) dv −
∫∫

Sσ

X̄iuids (6)

通过对泛函 Πp 取极值 δΠp = 0 得到的 Euler

方程和自然边界条件则为平衡微分方程 (1) 和边

界条件 (4). 可见, 最小势能原理是有约束条件的

变分原理, 如何将事先满足约束条件的最小势能

原理变为无约束条件的广义势能原理呢？钱伟长

先生将求函数极值条件的拉格朗日乘子 (Lagrange

multiplier) 法推广到求具有约束条件的泛函的条

件极值, 这是变分原理的一大突破.

具体的做法是 (仍然以最小势能原理为例, 对

于最小余能原理是类似的): 首先根据自变函数

满足的约束条件建立最小势能原理需要的泛函式

(6)(虽然, 按照弹性理论的观点, 最小势能原理和

最小余能原理中的泛函是可以根据物理意义和类

比的方法写出来的, 但是钱伟长直接从自变函数

满足的约束条件出发的另一途径给出了同样的泛

函, 而且这种途径更一般, 有利于在流体力学等学

科中推广), 其次引入适当的拉格朗日乘子以便解

除约束. 例如, 为了解除约束方程 (2) 和条件 (5),

引入拉格朗日乘子 λij 和 µi,一般它们是坐标的待

定函数, 其个数决定于约束条件的个数; 并构造一

个新的泛函

Π ∗
p =

∫∫∫

V

(W − fiui) dv −
∫∫

Sσ

X̄iuids−

∫∫∫

V

λij

(
εij − 1

2 (ui,j + uj,i)
)
dv +

∫∫

Su

µi(ui − ūi)ds

(7)

这个新泛函的自变函数除了包括原来的自变

函数之外, 拉格朗日乘子 λij 和 µi 也是其自变函

数, 它们是应该参加变分运算的.

为了识别拉格朗日乘子 λij 和 µi, 对新泛函

(7) 取极值, 并实行变分运算, 即令 δΠ ∗
p = 0. 注意

到 δui, δεij , δλij 和 δµi 的任意性, 由此可以识别拉

格朗日乘子 λij = σij 和 µi = −σijnj (Su 上的表

面力). 把所识别拉格朗日乘子代入式 (7), 便得到

无约束条件的最小势能原理的广义变分原理的泛

函.

我们看到, 钱伟长建立广义变分原理的过程

是非常一般的程式化过程, 这个过程可概括为: 首

先从原来有约束条件的变分极值原理 (例如, 最小

势能原理和最小余能原理等) 的泛函出发; 然后引

入待定的拉格朗日乘子解除约束条件, 构造一个

新的泛函, 把原来的有约束条件的变分极值原理

化为无条件的变分驻值原理; 再识别的拉格朗日

乘子, 其过程是通过对新泛函取变分驻值条件, 变

分后得到拉格朗日乘子用原有自变函数表示的表

达式; 最后将所识别的拉格朗日乘子代入所构造

的新泛函, 由此就得到广义变分原理的泛函.

然而, 以往人们建立变分原理的泛函时, 大都

是先验的或者是凑出来的, 再通过取极值或驻值

来进行验证. 1964 年, 钱伟长按照他建立的广义

变分原理的思路和程式, 把拉格朗日乘子法应用
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到壳体理论, 用变分原理导出壳体的非线性方程,

并把以 “关于弹性力学的广义变分原理及其在板

壳问题上的应用” 为题的论文投给《力学学报》,

可惜当时未能得到发表. 1968 年, 鹫津久一郎出版

的《弹塑性力学中的变分法》一书中, 才开始应用

拉格朗日乘子法, 但未用泛函驻值条件决定待定

乘子. 直到 1977 年, O. C. Zienkiewicz 在《有限元

法》一书中才明确地把 Courant 和 Hilbert 经典著

作中有关变分约束条件的待定拉格朗日乘子法加

以讲解和应用到弹性力学变分原理中. 但是, 比起

钱伟长 1964 年的工作已晚了 15 年.

继 1964年的工作之后, 1978年,钱伟长发表了

“弹性理论中广义变分原理的研究及其在有限元

计算中的应用”,受到力学界的普遍重视.为了消除

人们在建立变分原理的泛函时发生的困扰, 在该

文中, 钱伟长不仅系统讨论了拉格朗日乘子法在

建立泛函条件极值问题中的应用, 而且从线性弹

性力学的两个最基本的变分原理出发, 详细说明

了如何利用拉格朗日乘子逐级解除约束条件, 来

建立最小势能原理和最小余能原理的各级不完全

的、以至最后建立完全的广义变分原理的过程,并

证明了这两类完全的广义变分原理的等价性. 在

这些广义变分原理中, 也包括 Hellinger–Reissner、

胡海昌 – 鹫津久一郎的变分原理. 为了推动我国

变分原理和有限元方法的研究, 促进拉格朗日乘

子法在变分原理中的应用,推动协调元、杂交元和

混合元的发展和应用, 在这一论文中, 钱伟长还讨

论了广义变分原理在有限元计算中的应用. 他在

全国各地多次开设讲座, 宣讲了他的工作. 例如,

1979 年他在清华大学为北京高校和有关结构部门

开设了《变分法与有限元》讲座, 还专门为此写了

讲义.

钱伟长还把广义变分原理推广到大位移和非

线性弹性体; 提出以进入泛函而消除掉的微分方

程或约束条件为依据的分类原则; 为了解决变分

中拉格朗日乘子为零的临界变分的困难, 提出高

阶拉格朗日乘子法, 进一步推广和发展了拉格朗

日乘子法, 为加权残数法中的罚函数法提供了理

论依据, 改变了加权残数法与变分原理无关的传

统见解; 在非协调元中采用识别了的拉格朗日乘

子法, 从而减少了和待定乘子有关的自由度, 相关

论文发表在美国《应用力学进展》等重要杂志上或

者专著中. 除了应用于固体力学, 他还将广义变

分原理广泛应用于流体力学、传热学、电磁学、振

动、断裂力学以及一般力学的理论和实践问题.

需要说明的是, 钱伟长对有限元方法也有许

多的建树, 特别是他于 1984 年发表于美国《应用

力学进展》的以广义变分原理为基础的非协调薄

板有限元工作, 更有特殊的意义. 其中, 他在非协

调元中采用识别了的拉格朗日乘子法, 从而减少

了与待定乘子有关的自由度, 被世人公认为是一

项国际上重要的进展和贡献.

钱伟长因在广义变分原理方面的成就于 1982

年再次获得国家自然科学二等奖.

5 奇异摄动方法

钱伟长在奇异摄动理论与方法做出了出色的

工作, 是他在应用数学方面的重要贡献.

钱伟长在《奇异摄动理论及其在力学中的应

用》(钱伟长主编, 科学出版社, 1981) 一书的序言

中写道: “自第二次世界大战以来, 力学的分析方

法在两个方面, 即在广义变分原理和奇异摄动理

论方面有重要的发展. 前者配合着计算机的出现,

为有限元提供了广阔的工作园地; 后者基本上满

足了力学由线性区域进入非线性区域所必须的有

效手段. 力学工作者利用这个新的手段, 对许多力

学现象有了前所未有的理解. ”

目前奇异摄动理论已成为应用数学的一个重

要方法, 它不仅在力学的多个分支中有着广泛的

应用, 而且在理论物理的各个分支也起着日益重

要的作用.

奇异摄动理论是在发展中逐步形成的, 当物

理、力学或其他工程科学问题中出现无量纲小参

数时, 利用摄动法或小参数展开法作渐近展开, 往

往会得到简单而有效的结果, 同时这种方法可以

用来处理复杂的非线性问题, 但是, 通常正则摄动

法在: (1) 无限域的场函数问题; (2) 场函数和它的

各阶导数不是同量级的问题; (3) 场函数的微分方

程由于正则摄动引起方程类型变化的问题; (4) 场

函数的微分方程的系数中有转向点的奇点问题中,

就不能得到在求解区域内一致有效的渐近展开式,

于是, 各种奇异摄动理论就应运而生. 奇异摄动方

法是一种渐近分析方法, 它的优点是能给出足够

正确的解的解析结构, 其结果常能用来进行物理

问题的定性且近似定量的讨论. 这种优点是数值

解做不到的. 因此, 奇异摄动理论越来越受到国际

学术界的重视, 应用范围也越来越广, 从而逐步形
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成了较完整的理论.

为了推动奇异摄动理论在我国的应用和发展,

钱伟长早在 1979 年 5 月, 在上海主持召开 “理性

力学讲学讨论会”,其主题就是奇异摄动理论,并担

任会议文集主编, 为文集写序. 后来, 于 1979 年 9

月起又在清华大学开设 “奇异摄动理论” 讲座, 于

1980年 11月和 12月在重庆开设 “奇异摄动理论”

讲座等等.

钱伟长不仅对推动我国奇异摄动理论的发展

做出了重要贡献, 他本人在奇异摄动理论及其在

力学中的应用方面就进行过开创性和奠基性的工

作. 通常人们普遍认为, 钱伟长有关奇异摄动法的

第一篇文章是 1948 年求解 “固定圆板在均匀压力

作用下的渐进特性” 的文章, 即他以 Hencky 薄膜

解为基础的, 研究当挠度很大时固定圆板在均匀

压力作用下的渐近特性的文章. 他最早发现了边

界层效应, 即在边界附近场函数 (挠度) 与场函数

的一阶导数 (转角) 为不同量级的情况, 致使薄膜

解不能满足转角为零的边界条件. 为了解决这个

问题, 他以 Hencky 薄膜解为外场解 (全场都适用,

而且满足边界挠度为零的条件) 为基础, 然后, 把

边界法向尺度放大, 设立边界内层坐标, 以无量纲

中心挠度为尺度参数, 进行摄动展开, 并称为内层

解. 将外场解和内层解联合成起来以便满足边界

转角为零的条件, 解决边界层效应. 钱伟长的这篇

文章发展了 “奇异摄动法”, 奠定了后来人们称之

为 “合成展开法”的基础. 但是,就钱伟长本人的看

法, 他于 1945 年在美国加洲理工大学航空系召开

的超音速动力学研究会上,所作的关于 “超音速之

对称圆锥型流动的渐近解法” 的报告中就采用了

一种当时尚未被公认的奇异摄动法, 后来此报告

于 1947年以 “Symmetrical conical flow at supersonic

speed by perturbation method” 为题发表在清华大

学工程学报第 3 卷第 1 期, 1∼14 页上 (发表时修

正了文中方程 (8) 中的系数, 增加了因子 1/2). 然

而, 不管怎样钱伟长用这种 “合成展开法” 研究挠

度很大时圆板的大挠度问题的渐近解的文章, 比

国际上同类工作领先 8 年, 是国际上有关奇异摄

动理论的最早少数著作之一. 20 世纪 50 年代, 郭

永怀把 Poincare–Lighthill 方法成功推广应用于有

边界效应的黏性流问题, 林家翘在 1954 年对双曲

型微分方程问题提出了通常称为解析特征线法的

奇异摄动理论, 钱学森在 1956 年深入阐释了这个

方法的重要性, 并称之为 PLK 方法. 之后, 奇异摄

动理论受到重视, 被认为是摄动法的新领域, 成为

求解科学技术中非线性问题的重要途径.

6 对我国理性力学的贡献

钱伟长是我国理性力学的倡导者、开拓者和

推动者, 是理性力学与力学中的数学方法专业委

员会的奠基人.

早在 20 世纪 30 年代末 40 年代初, 他首先采

用拖带坐标系通过张量分析的手段, 把薄板看成

是薄壳的一种特殊情况, 建立了以度量张量的改

变量表示的板壳统一内禀理论, 对固体力学和理

性力学的发展有着重大的影响. 钱伟长于 1948 年

和 1956 年最先研究了扁球壳的跳跃变形问题, 指

出了当扁球壳在非线性跳跃失稳后将获得新的平

衡路径, 如果从新的平衡状态卸载, 会在另一新的

临界载荷下突然恢复原状. 在 20 世纪 50 年代前

后, 钱伟长发表的圆板大挠度问题的相关论文, 以

及钱伟长、林鸿荪、胡海昌和叶开沅合著的《弹性

圆板大挠度问题》都是非线性力学最早的代表作

之一. 因此, 钱伟长是我国最早涉足于理性力学和

非线性力学, 用近代数学的工具来获得非线性问

题解的奠基人之一.

作为一位力学家和应用数学家, 钱伟长也是

我国最早提出并进行理性力学研究的人. 1977 年,

钱伟长、谈镐生和陈宗基等老一辈科学家发起在

我国开展理性力学的研究, 并建议成立一个专业

组或专业委员会, 以推动理性力学在我国的传播

和发展, 推动非线性力学的发展, 推动边缘学科的

发展, 促进力学和其他学科的交叉, 促进现代数学

和力学的结合, 培养一大批有真才实学的年轻人,

使我国的非线性科学达到世界先进水平.

1979 年中国力学学会决定成立理性力学与

力学中的数学方法专业组, 钱伟长任第一任组长.

1985年专业组改成专业委员会,正式命名为 “理性

力学与力学中的数学方法专业委员会”. 最近 30

多年, 钱伟长为推动我国理性力学和非线性力学

的发展、促进现代数学和力学的结合进行了艰苦

卓越的工作, 理性力学在我国也取得了举世瞩目

的成就！

1978 年由钱伟长在兰州主持的 “全国理性力

学讲习班” 上, 他亲自讲授 “张量的内禀理论”(10

讲),苗天德、程昌钧和俞焕然介绍了 “理性力学的

基本概念和理论”(12 讲), 以及其他 6 个相关数学
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专题报告. 并决定翻译出版德冈辰雄 [日]著的 “理

性连续介质力学入门 (连载)”, 该书由赵镇、苗天

德和程昌钧翻译,于 1982年由科学出版社出版.这

次讲习班吹响了我国学者学习理性力学、开展理

性力学研究的号角. 之后, 钱伟长几乎每年都要亲

自主持一次全国性学术会议, 来推动现代数学和

力学的结合与发展, 例如 1979 年 5 月, 他在上海

主持召开 “理性力学讲学讨论会”, 来推动奇异摄

动理论的发展, 并任会议文集主编 (该文集命名为

《奇异摄动理论及其在力学中的应用》, 1981年由

科学出版社出版). 1980年 8月,兰州大学叶开沅教

授邀请 A. C. Eringen教授来华进行系统的讲学,内

容包括 “微极连续统的理论和应用”、“连续统的局

部和非局部理论和应用”、“液晶理论” 和 “非线性

波的传播”等. 期间钱伟长领导的理性力学和力学

中的数学方法专业组决定翻译出版 A. C. Eringen

著 “连续统力学” 及他主编的 “现代连续统物理系

列丛书”(17分册). 前者由程昌钧和俞焕然翻译,戴

天民校,并于 1991年由科学出版社出版,后者由国

内学者联合翻译,于 1982和 1984年间由江苏科技

出版社出版, 其中第 1 分册《张量分析》就是由钱

伟长亲自翻译出版的. 钱伟长还为出版这套丛书

和《张量分析》写了序. 1982 年, 钱伟长在无锡又

亲自主持召开了 “全国非线性力学会议”, 1983 年,

他在武汉主持了主题是 “分岔、突变和稳定性学术

会议”,还亲自主编了会议文集:《非线性力学的新

发展 —— 稳定性、分岔、突变、混沌》, 并为该书

写了序 (该书于 1988 年由华中理工大学出版社出

版). 这些讲习班和会议为培养我国从事理性力学

和非线性力学研究的一代新人奠定了坚实的基础.

更早一些, 钱伟长与郭仲衡、戴天民合作为

《中国大百科全书 · 力学卷》写了理性力学词条
(见 1985年 8月中国大百科全书出版社出版的《中

国大百科全书 ·力学卷》, 288∼290),详细介绍了理

性力学的定义、发展过程、科学内容、以及与其他

学科的关系等.

特别需要强调的是, 在钱伟长的亲自领导下,

由理性力学和力学中的数学方法专业 (组)委员会

发起并成功举办了两个著名的、影响深远的系列

学术会议, 即全国现代数学和力学 (modern math-

ematics and mechanics, MMM) 会议和国际非线性

力学会议 (international conference on nonlinear me-

chanics, ICNM).

自 1986 年在北京召开第一届 MMM 会议以

来, 平均每 2 年举办一次 MMM 会议, 至今已成功

组织召开了 12届 MMM会议,出版了 12本会议文

集,发表论文约 1 300篇,专题与综述性报告 160多

个, 参加会议人数 1 500 余人次. 这些会议展现了

我国现代数学和力学所取得的丰硕成果, 也展现

非线性力学学术队伍的不断成长和壮大. 1985 年

钱伟长在上海亲自主持召开了第 1届 ICNM会议.

作为会议的主席, 在他的亲自主持和指导下, 至今

已成功地召开了 5 届高规格和高水平的 ICNM 会

议. 每届 ICNM 会议都出版了文集, 总计发表论文

约 1 200 篇, 其中专题与综述性报告 100 余篇. 参

加会议代表约 1 000人次,外宾 300余人次. 通过这

些 ICNM会议,使我国学者在理性力学、非线性力

学、现代数学和力学的结合等方面的工作和所发

表的文章得到了国际力学界同行的充分肯定, 许

多成果被认为达到了国际先进水平.

无论是 MMM系列会议还是 ICNM系列会议,

钱伟长不仅和大家一起讨论会议的主题, 而且只

要可能, 他总是会亲临大会, 对大会进行指导, 倾

听大会报告, 与代表讨论问题. 他多次担任会议文

集的主编或为会议文集写序, 例如, 钱伟长亲自为

1991年兰州MMM-4会议文集作序,同时在会议开

幕式上作了题为《数学、力学与实践的关系》的报

告 (见文后的论著 [17]的 216∼236页),这些都为世

人留下了宝贵的财富.

钱伟长为推动我国理性力学的发展付出了艰

辛的努力, 如今理性力学在我国已经得到了很大

的发展, 取得了巨大的成绩. 单是我国学者出版的

相关专著、译著或研究生教材就不下 20 种 (见程

昌钧,理性力学在中国的传播与发展,力学与实践,

2008, 30(1): 10∼17),由他创办的 “理性力学和力学

中的数学方法专业 (组) 委员会” 也一届一届地传

递着, 这是钱伟长应该感到高兴和欣慰的！

7 对力学和应用数学其他方面的贡献

钱伟长对力学和应用数学的贡献是全面的,

除了上面提到的几个重要方面之外, 他在流体力

学、穿甲力学、三角级数的求和、微分方程的理论

及其解法等方面也做过一些重要的工作 (见文后

的参考文献).

早在 20 世纪 40 年代中期, 钱伟长在 “超音速

之对称圆锥型流动的渐近解法”的工作中,巧妙地

采用幂级数 – 对数函数的混合序列的摄动展开法
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给出了高速空气动力学超音速锥流的渐近解, 改

进了 Th. von Kármán 和 N. B. Moore 给出的线性

近似解, 与 G. L. Taylor 和 J. W. Maccoll 的数值结

果相吻合. 过去, 人们在渐近序列中一般采用幂级

数, 钱伟长在这里采用了幂级数 – 对数函数的混

合序列, 因此, 钱伟长的工作拓宽了渐近序列的范

围,对摄动法是一项重大突破. 1949年钱伟长基于

滑板间黏性流体层很薄的特点, 以流体特征厚度

为小参数摄动展开, 用 3 个简化假设, 从流体力学

的纳维 – 斯托克斯方程出发导出了润滑问题的高

阶雷诺型方程, 并建立相应的变分表达式, 是润滑

流体动力学早期的成功之作.

1984 年, 钱伟长从流体力学的基本方程出发,

对内流、外流等一般的黏性流动建立了更为普遍

的变分原理, 对不可压缩流体和可压缩流体分别

建立了最大功率消耗原理. 并以运动方程为基础,

用拉格朗日乘子法消除诸如物态方程、连续性方

程及边界条件等变分约束条件, 建立了无约束条

件的广义变分原理. 从而把固体力学中变分原理

方法推广到黏性流体力学, 奠定了流体力学中有

限元方法的基础.

钱伟长在 20世纪四、五十年代的其他一些著

作, 例如他与 von Kármán 合作发表的《变扭的扭

转》文章, 是 von Kármán 一生中最后一篇固体力

学的著作, 被他认为是一生所写的最富有经典气

息的文章, 受到国际学术界的重视. 他与叶开沅教

授等合作出版的《弹性柱体的扭转理论》、《弹性

力学》和《变分原理及有限元》(上册)等著作对我

国力学界和工程界有着深远的影响,特别是《弹性

力学》,它是 20世纪五、六十年代我国力学专业的

重要教材, 影响和造就了我国力学的几代人.

8 对培养我国力学人才的贡献

前面, 从力学和应用数学的学术方面回顾了

钱伟长先生对近代力学的重大贡献, 然而作为我

国近代力学的奠基人之一, 钱伟长在成立我国一

些重要力学学术组织、培养我国力学人才方面也

做出了巨大的贡献. 北京大学武际可教授于 2010

年 8 月 6 日的博客 “钱伟长对我国力学事业的贡

献” 有过一些论述, 这里摘要并补充, 与大家分享.

主要包括: (1) 钱伟长和周培源、钱学森、郭永怀

4位力学家一起被誉为我国近代力学的奠基人,他

们为我国航空航天事业、现代化国防准备了人才

和学术基础. (2) 钱伟长先生于 1951 年在中国科

学院成立数学研究所时, 创建了我国第一个力学

研究室, 并任第一任室主任. (3) 1952 年钱伟长积

极支持在北京大学数学力学系成立我国第一个力

学专业. (4)在数学研究所的力学研究室的基础上,

钱伟长和钱学森于 1956年创办了我国第一个力学

研究所 —— 中国科学院力学研究所, 所长为钱学

森, 副所长为钱伟长. (5)1957 年, 中国科学院力学

研究所与清华大学联合举办了 3期力学培训班,简

称 “力学班”,钱伟长亲自参与创办了 “力学班”.他

和郭永怀先后担任班主任, 为我国培养了一大批

力学急需人才. (6) 1957 年中国力学学会成立, 钱

伟长任第一任副理事长. (7) 1979年组建中国力学

学会理性力学与力学中的数学方法专业组, 任第

一任组长, 专业组后改为专业委员会, 连任两届顾

问. 并创办了两个重要系列学术会议, 即全国现代

数学和力学 (MMM) 会议和国际非线性力学会议

(ICNM). (8) 1980 年创办《应用数学和力学》杂志,

任主编. 据统计创刊初期的 57位编委中,后来有 8

位两院院士、8 位副校长、校长乃至副省长, 所有

编委都成了学术骨干. (9) 1984 年, 创建上海市应

用数学与力学研究所, 任所长. (10) 从 20 世纪 70

年代开始, 在全国举办了 50 多期应用数学和力学

讲座和讲习班, 广泛传播力学和应用数学的重要

理论和科学进展, 听讲者数千人次.

钱伟长 1954 年任中国科学院学部委员, 1955

年任中国科学院学术秘书.从 20世纪 50年代开始

就亲自指导研究生, 曾经指导陈至达、叶开沅、潘

立宙等 18 名研究生, 80 年代以来, 他又指导了陈

山林、黄黔、周哲玮等 50 多名研究生. 并亲自为

3 期力学研究班近 300 名学员授课, 而他们中的许

多人后来成为我国著名的力学家.

由上面这些事实看到, 钱伟长不仅在学术研

究方面对力学和应用数学进行了多方面的开创性

和奠基性的工作, 取得了举世瞩目的研究成果, 成

为科学宝库的明珠, 为世人留下了珍贵的财富. 同

时,他在推动我国力学和应用数学的发展、培养我

国力学和应用数学的人才等方面也进行了许多艰

苦而卓越的工作. 钱伟长先生对力学和应用数学

的贡献是巨大的, 如今, 他走了, 永远地离开了我

们, 但是他为世人留下的丰碑将永远屹立于人们

的心中.

谨以此文表示对钱伟长先生的深切悼念之

情！
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致 谢: 感谢戴世强、黄黔、周哲玮、郭兴明、张

俊乾等教授的建议和提供的资料; 也感谢朱媛媛

副教授和胡育佳博士后细心全面地收集和整理了

钱伟长先生关于力学和应用数学的论著目录, 见

附录 1 和 2.

附录 1 钱伟长关于力学和应用数学的论著目录

1 Tsien Weizang, Ku Hanchang. Atmospheric electricity in

Peking. Annual Meeting of Chinese Society of Physics,

Presented in Qingdao, June 1935

2 Tsien Weizang. The spectrum of double ionized cal-

cium(CaIII). Chinese Journal of Physics, 1937, 3(1):

1∼15

3 Tsien Weizang. Analysis of the spectrum of singly ionized

cerium. Chinese Journal of Physics, 1939, 4(1): 89∼116

4 Tsien Weizang. Highly ionized potassium and calcium

spectra. Chinese Journal of Physics, 1939, 4(1): 117∼147

5 Chien Weizang, Synge J L. The intrinsic theory of elas-

tic shells and plates. Applied Mechanics, Theodore von

Karman Anniversary Volume, 1941, 103∼120

6 Chien Weizang. The intrinsic theory of elastic shells

and plates. [Ph.D Dissertation]. Canada: University of

Toronto, 1942. 219

7 Chien Weizang. The resistances of antennae of various

shapes and positions in rectangular and circular wave

guides. National Research Council of Canada, Special

Committee on Applied Math., Radio Report No.5, Feb.

1943. 13

8 Chien Weizang. The reactance, matching conditions and

matching resistance of a circular wave guides in the cases

of a E01 wave. National Research Council of Canada,

Special Committee on Applied Math., Radio Report No.6,

Mar. 1943. 18

9 Weinstein A, Chien Weizang. On the vibrations of a

clamped plate under tension. Quarterly of Applied Math-

ematics, 1943, 1(1): 61∼68

10 Chien Weizang. The intrinsic theory of thin shells and

plates, part I: General theory. Quarterly of Applied Math-

ematics, 1944, 1(4): 297∼327

11 Chien Weizang. The intrinsic theory of thin shells and

plates, part II: Application to the plates. Quarterly of

Applied Mathematics, 1944, 2(1): 43∼59

12 Chien Weizang. The intrinsic theory of thin shells and

plates, part III: Application to thin shells. Quarterly of

Applied Mathematics, 1944, 2(2): 120∼135

13 Chien Weizang. The trajectories of missile XF10S1000.

Progress Report, No. 4-1, Jet Propulsion Labora-

tory(JPL), Guggenheim Aeronautical Laboratory, Califor-

nia Institute of Technology(GALCIT), Pasadena, Califor-

nia, USA, Feb. 1944

14 Chien Weizang. Differential corrections for the rocket

trajectories. Progress Report, No. 4-2, JPL, GALCIT,

Pasadena, California, USA, April 1944

15 Chien Weizang. The trajectories of the missile Wac

Corporal. Progress Report, No. 4-5, JPL, GALCIT,

Pasadena, California, USA, June 1944

16 Chien Weizang. Testing report on missile Wac Corporal.

Progress Report, No. 4-8, JPL, GALCIT, Pasadena, Cal-

ifornia, USA, Sept. 1944

17 Chien Weizang. The trajectories of the missile

XF30L2000(corporal). Progress Report, No. 4-7, JPL,

GALCIT, Pasadena, California, USA, Jan. 1945

18 Chien Weizang. The dynamics of parachutes. Progress

Report, No. 4-9, JPL, GALCIT, Pasadena, California,

USA, Feb. 1945

19 Chien Weizang. The calculation of satellite orbits.

Progress Report, No. 7-1, JPL, GALCIT, Pasadena, Cal-

ifornia, USA , April 1945

20 Chien Weizang. The loss of altitude per revolution in

satellite orbit. Progress Report, No. 7-3, JPL, GALCIT,

Pasadena, California, USA, June 1945

21 Chien Weizang. The trajectories of missile Corporal E

(11000 lb). Progress Report, No. 4-12, JPL, GALCIT,

Pasadena, California, USA. Oct. 1945

22 Chien Weizang. Aerodynamic coefficients of Wac Cor-

pora. Progress Report, No. 4-15, JPL, GALCIT,

Pasadena, California, USA, Nov. 1945

23 Chien Weizang. Preliminary report on the snapping pres-

sure of a thin spherical cap (未公开发表), 1945. 本文主
要内容已由科学出版社 1954 年出版的《圆薄板大挠
度》一书 76∼98 页 (胡海昌 “球面扁薄圆壳的跳跃问
题” 一文) 中详细引用

24 Chien Weizang. Design formulas for the snapping pres-

sure of a thin spherical cap(未公开发表), 1945. 本文主
要内容已由科学出版社 1954 年出版的《圆薄板大挠
度》一书 76∼98 页 (胡海昌 “球面扁薄圆壳的跳跃问
题” 一文) 中详细引用

25 Chien Weizang. Estimated values of the aerodynamic co-

efficients of the Corporal E. Progress Report, No. 4-20,

JPL, GALCIT, Pasadena, California, USA, Feb. 1946

26 Th von Karman, Chien Weizang. Torsion with variable

twist. Journal of Aeronautical Sciences, 1946, 13(10):

503∼510

27 Infeld L, Smith V G, Chien Weizang. On some series of

Bessel Functions. Journal of Mathematical Physics, 1946,

26(1): 22∼28

28 Chien Weizang. Symmetrical flow at supersonic speed by

perturbation method. The Engineering Reports of Na-

tional Tsinghua University, 1947, 3(1): 1∼14

29 Chien Weizang. Large deflection of a circular clamped

plate under uniform pressure. Chinese Journal of Physics,

1947, 7(2): 102∼113

30 Chien Weizang, Ho S T. Asymptotic method on the prob-

lems of thin elastic ring shells with rotational symmetri-

cal load. The Engineering Reports of National Tsinghua

University, 1947, 3(2): 71∼86

31 Chien Weizang. Asymptotic behavior of a thin clamped

circular plate under uniform normal pressure at very large

deflection. The Science Reports of National Tsinghua

University, Series A, 1948, 5(1): 71∼94

32 Chien Weizang. Derivation of the equations of equilibrium

of an elastic shell from the general theory of elasticity. The

Science Reports of National Tsinghua University, Series

A, 1948, 5(2): 240∼251

33 Chien Weizang. The true leaving angle for diaphragm and

bucket wheel with curved guides at the discharge end.

The Engineering Reports of National Tsinghua Univer-

sity, 1948, 4(1): 78∼102

34 Chien Weizang, Infeld L, Pounder J R, Stevenson A F,

Synge J L. Contributions to the theory of wave guides.

Canadian Journal of Research, 1949, A27: 69∼129

35 Chien Weizang. Hydrodynamic theory of lubrication for

plane sliders of finite width. Chinese Journal of Physics,

1949, 7 (4): 192∼229

36 钱伟长, 陈至达. 压延理论. 中国物理学报, 1953, 9(2):

57∼92
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37 Chien Weizang, Chen Chihta. Theory of rolling. Acta

Scientia Sinica, 1953, 1(2): 192∼229

38 钱伟长. 圣维那扭转问题的物理假定. 中国物理学报,

1953, 9(4): 192∼239

39 Chien Weizang. Assumptions in Saint-Venant’s solution

for the torsion of an elastic cylinder. Acta Scientia Sinica,

1953, 3(2): 165∼170

40 钱伟长. 不均等的连续梁. 中国物理学报, 1953, 9(3):

170∼182

41 Chien Weizang. Continuous beams with non-uniform stiff-

ness. Acta Scientia Sinica, 1953, 2(2): 116∼126

42 钱伟长. 轴对称圆薄板在大挠度情况下的一般理论.

见:弹性圆薄板大挠度问题,中国科学院数学研究所力
学研究室专刊乙种的一号力学论文集, 第一辑, 1954.

1∼22

43 钱伟长. 圆薄板大挠度问题的摄动法. 弹性圆薄板大
挠度问题, 见: 中国科学院数学研究所力学研究室专
刊乙种的一号力学论文集, 第一辑, 1954. 37∼55

44 钱伟长, 叶开沅. 圆薄板大挠度问题. 中国物理学报,

1954, 10(3): 209∼238

45 Chien Weizang, Yeh Kaiyuan. On the large deflection of

circular plate. Acta Scientia Sinica, 1954, 3(4): 405∼436

46 钱伟长,叶开沅. 圆薄板大挠度问题的设计资料. 中国
机械工程学报, 1955, 3(1): 15∼35

47 C�n� V��-q�an, Klassiqeskie postr�ki kita�, Vo-
prosy Istorii Estestvo Znani� i Tehniki, Vyp. 1,

1956, 124∼136, Izdatel�stvo Akademii Nauk SSSR,

Moskva
48 Chien Weizang. Problem of large deflection of circular

plate. Archiwum Mechaniki Stosowancj, Warszawa, 1956,

8(1): 1∼12

49 Chien Weizang, Yeh Kaiyuan. On the large deflection of

rectangular plate. Presented on IX International Congress

of Applied Mechanics, Brussels, 1956, and Published in

the Proceedings of IX International Congress of Applied

Mechanics, Brussels, 1956, 403∼412

50 Chien Weizang, Hu Haichang. On the snapping of a thin

spherical cap. Presented on IX International Congress

of Applied Mechanics, Brussels, 1956, and Published in

the Proceedings IX International Congress of Applied Me-

chanics, Brussels, 1956, 17 pages

51 钱伟长, 林鸿荪, 胡海昌, 叶开沅. 弹性圆薄板的大挠
度问题. 中国科学院数学研究所力学研究室专刊乙种
第一号力学问题论集, 第一辑, 1954; 本文在中国科学
院学部成立大会学术会议上宣读, 1956

52 Chien Weizang. Problem of elastic circular plates in large

deflection(Abstract), Abstract of the paper present in the

inauguration meeting of members of Akademia Sinica,

1956

53 C�n� V��-q�an, Teorii kruglyh clstinok Bol�xogo
crogiba cri osevo� simmetrii, Teorii Gibkih Kryg-
lyh Clastsinok, Izdatel�stvo Inostranno� Liter-
atury, Moskva, 1957, 11∼37

54 C�n� V��-q�an, Crilo�enie metoda. Vozmuweni�
k Teorii Kruglyh Tonkih Clastinok Bol�wogo
Crogiba, Teorii Gibkih Kruglyh Clastsinok, Iz-
datel�stvo Inostranno� Literatury, Moskva, 1957,

56∼78

55 C�n� V��-q�an, E Ka�-�an�, Crilo�enie o
bil�wih crogibah kruglyh tonkih clastinok,
Teorii Gibkih Kruglyh Clastsinok, Izdatel�stvo
Inostranno� Literatury, Moskva, 1957, 178∼207

56 钱伟长. 关于 Kirchhoff-Love 假设在古典小挠度壳体
理论种的近似性问题.清华大学材料力学教研组印发,

1963

57 钱伟长. 关于弹性力学的广义变分原理及其在板壳问
题上的应用, 1964. 当时由于力学学报拒登,未能发表.

现已在福建教育出版社 1989 年出版的《钱伟长科学
论文集》419∼443页中随同《力学学报》编委会退稿信
(1964 年 10 月 6 日), 和作者给《力学学报》编委会的
复信 (1964 年 10 月 13 日) 一并发

58 钱伟长. 对 “半无限弹性体通过刻槽之底施以集中
力的平面问题” 一文的讨论. 力学学报, 1964, 7(3):

251∼259

59 钱伟长. 电池内阻和电极电流的分布. 清华大学锌空
气电池组研究报告, 1972

60 钱伟长. 电池和电瓶升温计算. 清华大学锌空气电池
组的总结报告第 9 部分, 1972

61 钱伟长. 锌空气 (氧) 电池组的研制. 清华大学学报,

1973, 1: 37∼53 (以清华大学锌空气电池组名义发表)

62 钱伟长. 电池和电瓶的升温及热辐射理论. 清华大学
锌空气电池组研究报告,1973

63 钱伟长. 车辆用锌空气电池的研制和试验. 清华大学
学报, 1973 年 12 月, 1∼10 (以清华大学锌空气电池组
名义发表)

64 钱伟长. 铁路手提信号灯用锌空气电池. 清华大学学
报, 1974 年 10 月, 167∼178 (以清华大学锌空气电池组
名义发表)

65 钱伟长. 关于一些三角级数之和.清华大学学报, 1978,

18(4): 53∼78

66 钱伟长, 郑思梁. 轴对称圆环壳的复变量方程和轴对
称细环壳的一般解.清华大学学报, 1979, 19(1): 27∼47,

本文曾在 1978年 12月第六届弹性元件会议 (上海)上
宣读, 也见江苏科学技术出版社出版的《应用数学和
力学论文集》, 1980, 11∼30

67 钱伟长. 半圆弧波纹管的计算 —— 细环壳理论的应
用. 清华大学学报, 1979, 19(1): 84∼89. 1978 年 12

月曾在第六届弹性元件会议 (上海)上宣读,也见江苏
科技出版社出版的《应用数学和力学论文集》, 1980,

94∼109

68 钱伟长. 波纹管的制造、设计、实验和理论. 应用数
学和力学论文集, 江苏: 江苏科学技术出版社, 1979.

110∼126

69 钱伟长. 弹性理论中广义变分原理的研究及其在有限
元计算中的应用. 清华大学科学报告 TH78011(1978年
11月),曾在大连召开的全国高等院校的计算结构力学
会议 (1978 年 9 月), 以及机械工程学会、航空学会、
造船学会在蚌埠召开的全国有限元会议上宣读 (主旨
发言, 1978 年 11 月), 也见《力学与实践》, 1979, 1(1):

16∼24, 1979, 1(2): 18∼27 和机械工程学报, 1979, 15(2):

1∼23

70 钱伟长. 环壳方程级数解的收敛性问题及其有关收敛
定理的研究.兰州大学学报力学专刊, 1979, 1∼38;《应
用数学和力学论文集》, 江苏科学技术出版社, 1980,

31∼68

71 钱伟长,谢志成,顾求琳,等. 在奇异项上叠加有限元法
计算应力强度因子. 清华大学学报, 1980, 20(2): 15∼24

72 钱伟长. 两个积分公式的证明. 见:应用数学和力学论
文集. 南京: 江苏科学技术出版社, 1980. 228∼232

73 钱伟长.
∞∑

k=1
= [k ± s/m]−1 cos kx,

∞∑
k=1

= [k ± s/m]−1 sin

kx 的数值表. 见: 应用数学和力学论文集. 南京: 江苏
科学技术出版社, 1980. 233∼265

74 钱伟长. 薄壳小挠度理论的合理基础. 见:应用数学和
力学论文集, 南京: 江苏科学技术出版社, 1980. 1∼10

75 钱伟长. 细环壳极限方程的非齐次解及其在仪器和
仪表上的应用. 应用数学和力学论文集, 江苏科学技
术出版社, 1980, 69∼83; 仪器仪表学报创刊号, 1980,

89∼112
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76 钱伟长,谢志成,郑思梁,王瑞五.协调三角形弯曲有限
元的形函数及其有关刚度矩阵. 曾于 1978 年 11 月在
大连工学院召开的全国高等学校计算力学会议上宣
读;又见:《应用数学和力学论文集》,江苏科学技术出
版社, 1980, 153∼166; 机械工程学报, 1980, 11(4): 1∼11

77 钱伟长. 轴对称弹性体的有限元分析. 曾在上海交大,

济南山东工学院, 西安西北工学院报告, 1979∼1980;

应用数学和力学论文集, 江苏科学技术出版社, 1980,

167∼177; 应用数学和力学, 1980, 1(1), 25∼35

78 Chien Weizang. Finite element analysis of axisymmetric

elastic body problems. Applied Mathematics and Mechan-

ics, 1980, 1(1): 23∼33

79 钱伟长. 应用数学和力学创刊词. 应用数学和力学,

1980, 1(1): 1, 2

80 Chien Weizang. Forwords. Applied Mathematics and me-

chanics, 1980, 1(1): 1, 2

81 钱伟长. 16 个和 20 个自由度的四面体有限元的场
函数表达式的显式. 应用数学和力学论文集, 江苏科
学技术出版社, 1980, 178∼182; 应用数学和力学, 1980,

1(2): 153∼158

82 Chien Weizang. The explicit forms of field functions

in tetrahedron element with 16 and 20 degrees of free-

dom. Applied Mathematics and Mechanics, 1980, 1(2):

159∼164

83 钱伟长,戴福隆. 厚管板的等效弹性常数. 应用数学和
力学论文集, 江苏科学技术出版社, 1980, 193∼201; 力
学学报, 1981, 4: 364∼371

84 钱伟长. 有限元法的最新发展.力学与实践, 1980, 4(2):

4∼11; 1980年 4月在全国弹塑性力学会议 (重庆)上的
报告;以及 1980年 10月在全国计算结构力学会议 (杭
州) 上的报告

85 钱伟长, 郑思梁. 轴对称圆环壳的一般解. 应用数学和
力学, 1980, 1(3): 287∼300

86 Chien Weizang, Zheng Seliang. General solution of axial

symmetrical ring shells. Applied Mathematics and Me-

chanics, 1980, 1(3): 305∼318

87 钱伟长, 郑思梁. 圆弧波纹管的计算, 环壳一般解的应
用. 应用数学和力学, 1981, 2(1): 97∼112; 也曾在重庆
召开的全国弹塑性力学学会上宣读, 1980.4

88 Chien Weizang, Zheng Seliang. The calculation of semi-

circular corrugated tube——An application of general so-

lution of ring shell. Applied Mathematics and Mechanics,

1981, 2(1): 103∼116

89 钱伟长, 吴明德. U 型波纹管的非线性特性摄动法
计算.在厦门召开的第七届全国弹性元件会议上宣读,

1981; 应用数学和力学, 1983, 4(5): 595∼608

90 Chien Weizang. Incompatible plate elements baaed upon

the generalized variational principles. International Sym-

posium of Hybrid and Mixed Finite Element in the honor

of Prof．Th．H．H．Pian. Atlanta, Georgia, USA, 1981,

April 8-10, In: Atluri S N, Gallagher R H, Zienkienwicz O

C, eds. Hybrid and Mixed Finite Element Method, John

Wiley, 1983. 381∼404

91 Chien Weizang. Incompatible elements and generalized

variational principle. Presented in International Invita-

tion Symposium of Finite Element at Hofe, Anhuei, at

May 24, 1981; Advances in Applied Mechanics, U.S.A.,

1984, 24: 93∼153

92 钱伟长. 非协调元和广义变分原理. 有限元法国际学
术邀请报告会, 安徽合肥, 1981 年 5 月 24 日; 上海工
业大学学报, 1985, 3: 1∼44

93 钱伟长. 广义变分原理. 贵州省自然科学学术讲座,

1981年 9月;上海工业大学应用数学和力学讲座, 1981

年 11 月 3 日
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