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超弹性材料的不稳定性问题*
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摘 要 超弹性材料是一类性能独特、不可替代且有广泛工程应用的高分子材料, 对其独特的材料不稳定性问

题的研究极大地推动了连续介质力学有限变形理论和超弹性理论的发展. 综述了超弹性材料中的材料不稳定

性问题的研究成果和最新进展, 包括 Rivlin 立方块问题、薄壁球壳和薄壁圆筒的内压膨胀问题、圆柱的扭转

问题、块体的表面不稳定性问题、空穴的生成、增长和闭合问题等. 阐述了这类材料中各类非线性不稳定性问

题的特点、问题的求解、主要结果及今后进一步的研究方向等.
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1 引 言

超弹性材料泛指橡胶材料,聚合物、合成弹性

体等高分子材料和血管、肌肉、皮肤等生物软组

织为代表的类橡胶材料 [1∼3], 它们具有大变形和

高弹性的独特特点和诸多优点. 在国民经济各领

域几乎都有应用, 而且其应用越来越广泛, 在材料

领域中的地位也越来越重要, 特别是近年来在航

空航天等高科技领域中的应用. “挑战者” 号航天

飞机因 “O”型橡胶密封圈的缘故造成的失事使人

们认识到材料力学及超弹性材料不稳定性的重要

性, 因此这类材料受到人们的极大关注, 已成为材

料科学的前沿性课题; “哥伦比亚” 号航天飞机的

失事再一次昭示了材料问题的重要性. 超弹性材

料的应力应变关系完全由它们的应变能函数给出,

且其材料特性和几何特性都是非线性的. 问题的

数学模型一般是非线性的微分方程的初边值问题,

求解非常困难, 大变形问题的求解和材料应变能

函数的确定一起构成超弹性材料的两个核心问题.

超弹性材料属于高分子材料, 其微观结构是

由长长的分子链交结在一起的网状结构 (图 1). 在

外力作用下, 卷曲的长分子链可以逐渐伸长, 在宏

观上表现为高达百分之几百的大变形. 且当外力

消失后, 拉直的长链可以恢复到原来的状态, 这就

是材料的高弹性 [4,5]. 当外载荷达到某一程度时,

材料内部可以突然出现滑移带或局部化的损伤构

造, 材料由稳定的连续形变状态突然过渡到另一

状态, 在宏观上可以表现为许多令人感兴趣的特

殊现象, 如软化, 相变, 变形局部化, 裂纹起裂、

传播和分叉,空洞的形成、扩大和联合等不稳定现

象 [6∼9], 并进而引起材料和结构的损伤或破坏, 从

而产生材料不稳定性的问题. 超弹性材料因其独

特的大变形特性使其稳定性问题更为奇妙: 材料

从一个平衡状态向另一个平衡状态转变的分岔现

象尤其重要, 分岔也正是叙述超弹性材料不稳定

性问题的核心; 考虑到类橡胶材料的物理性质和

力学性质对温度影响的敏感性, 在一定环境下还

必须考虑温度场及温度场和应力场的耦合作用对

超弹性材料各类不稳定性问题的影响.

本文在简要介绍连续介质力学有限变形理论

和超弹性本构理论的基础上, 概述了超弹性材料

不稳定性问题的研究进展, 主要包括: Rivlin 立方

块问题、薄壁球壳和薄壁圆筒的内压膨胀问题、

圆柱的扭转问题、块体的表面不稳定性问题、空

穴的生成、增长和闭合问题等问题的特点、问题

的求解、主要结果及今后进一步的研究方向.问题

的研究一方面可以丰富连续介质力学的大变形弹

性理论, 另一方面能够为橡胶复合材料的工程应

用提供参考, 特别是关于材料的断裂和疲劳寿命

等方面.
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图 1 橡胶弹性的八条链微观模型 [5]

2 问题的基本方程

因超弹性材料的大变形特点, 其变形或运动

由连续介质力学的有限变形几何描述 [10,11], 需建

立初始时刻的物质坐标 X 和当前时刻 t的空间坐

标 x, 两者之间存在一一对应的可逆关系

x = x(X, t) (1)

即材料的变形模式. 相应的变形梯度张量

F = xk,K (2)

描述物体的变形信息, 是超弹性理论中一个关键

的量, 其最大特征是成立极分解

F = RU = V R (3)

式中, R 是正交张量, 表示纯转动; U 和 V 是对称

的正定张量, 表示局部伸长变形, 分别称为右和左

Cauchy-Green伸长张量,它们具有相同的主值即 3

个主伸长 λ1, λ2, λ3. 但两个伸长张量是一个平方

根张量, 求解困难, 故引入相应的右和左 Cauchy-

Green 变形张量.

C = F TF ,B = FF T (4)

这两个变形张量具有 3个相同的主值 λ2
1, λ2

2, λ2
3 或

3 个相同的不变量 I1, I2, I3

I1 = trB = (λ1)2 + (λ2)2 + (λ3)2

I2 =
1
2
[I2

1 − tr(B2)] = (λ1λ2)2 + (λ2λ3)2 + (λ3λ1)2

I3 = det B = (λ1λ2λ3)2

(5)

如第 3 不变量 I3 = 1, 则称材料为不可压材料, 否

则称为可压材料.

关于超弹性材料的应变能函数 W , 已有各种

各样的形式 [12∼15], 包括不可压的或可压的, 各向

同性的、横观各向同性的、各向异性的, 小变形的

或大变形的, 等温的或考虑温度变化影响的, 不考

虑材料硬化效应的或考虑材料硬化效应的, 微观

模型或连续介质模型, 以不变量形式表示的或以

主伸长形式表示的等. 如最常用的有不可压 neo-

Hookean 材料

W =
µ

2
(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 3
)

=
µ

2
(I1 − 3) (6)

式中,材料常数 µ为小变形时材料的剪切模量. 不

可压 Mooney-Rivlin 材料

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) (7)

式中, C1, C2 为材料常数. 不可压 Ogden 材料

W =
∑

r

µr

αi
(λαr

r + λαr

θ + λαr
z − 3) (8)

式中, µr, αr 为材料常数.

材料的应力状态由作用于物体已变形构形上

的 Cauchy 应力张量 τ , “虚拟” 的作用在物体初始

构形上的第 1 类 Piola-Kirchhoff 应力张量 T 或第

2 类 Piola-Kirchhoff 应力张量 S 描述. 它们分别满

足各自的运动方程和边界条件, 并由应变能函数

确定. 以 Cauchy 应力张量为例, 满足运动方程

∇ · τ + ρf = ρẍ (9)

式中, f 为体力密度, 且应力张量由下式确定

τ = J−1 ∂W (F )
∂F

F T = 2J−1F
∂W (C)

∂C
F T =

2J−1 ∂W (B)
∂B

B (10)

不变量 J =
√

I3,以变形不变量形式表示的应

力应变关系

τ = a0I + a1B + a2B
2 (11)

式中, a0 = 2ρI3
∂W

∂I3
, a1 = 2ρ

(
∂W

∂I1
+ I1

∂W

∂I2

)
, a2 =

−2ρ
∂W

∂I2
.

对于不可压超弹性材料, I3 = J = 1, 相应的

应力应变关系为

τ = −pI + a1B + a2B
2 (12)

式中, p 为非确定的静水压力, 是作为约束应力引

入的, 是超弹性材料受到不可压条件的约束限制
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时对应力应变关系的修正. 3 类应力张量之间具

有如下关系

T = JτF−T,S = F−1T (13)

3 Rivlin 立方块问题

受到突然施加的、面内均匀分布、3个方向大

小相等的拉伸死载荷作用的不可压 neo-Hookean

材料立方块, 当载荷较小时, 平衡状态是唯一的,

即立方块保持不变形; 但当载荷达到某一临界值

时, 除不变形的平凡解外还有 6 个分岔解存在, 且

分岔解是稳定的, 即立方块不再保持均匀变形, 而

是在 3 个方向发生了大小不一的非对称变形. 这

类在对称载荷作用下产生了非对称变形的分岔问

题称为 Rivlin 非对称分岔问题. 关于问题的求解,

Rivlin[16,17]从最小势能原理出发,构造结构的总势

能, 然后通过变分方法找到了问题的解析解. 3 个

方向均受拉伸死载荷 p0作用的立方块的总势能为

Φ =
∫

v

[W (F )− TF − p (|F | − 1)]dV (14)

可由变分 δΦ = 0 找到问题的解, 由 δ2Φ 的符

号判定解的稳定性.

当
p0

µ
< 3

(
1
4

)1/3

时, 问题只有一个平凡解

λ1 = λ2 = λ3 = 1; 但当
p0

µ
> 3

(
1
4

)1/3

时, 问题除

平凡解 λ1 = λ2 = λ3 = 1 外还有 6 个解

λ1 = λ2, 0 < λ3 <
1
3

p0

µ
λ1 = λ2,

1
3

p0

µ
< λ3 <

p0

µ

λ2 = λ3, 0 < λ1 <
1
3

p0

µ
λ2 = λ3,

1
3

p0

µ
< λ1 <

p0

µ

λ3 = λ1, 0 < λ2 <
1
3

p0

µ
λ3 = λ1,

1
3

p0

µ
< λ2 <

p0

µ
(15)

Rivlin 立方块问题在平面应力状态下就是方

板的对称拉伸问题. Kearsley[18]分析了受均布拉伸

载荷 q 作用的 Mooney-Rivlin 材料方板, 在面内各

边完全相同的拉伸载荷作用下, 当载荷较小时, 问

题只有平凡解, 相应的平衡状态是唯一的, 即方板

在面内两个方向的伸展大小相等; 但当载荷达到

某一临界值 qcr 时, 除对称性的伸展外, 方板会产

生非对称的伸长变形, 在面内两个方向的伸展大

小不再相等, 且它是稳定的. 另外, 非对称分岔问

题在实验上也得到了证实. Trelor[19] 于 1948 年在

实验中发现四边受相同的拉力作用的方形超弹性

薄板有 3 个平衡状态, 其中有两个是非对称的.

双向等拉伸方板的变形控制方程为

(λ1 − λ2)
{
(λ3

1λ
3
2 + 1)W1+

(λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2 − λ4
1λ

4
2)W2

}
= 0 (16)

当 q < qcr = 2.26MPa 时 (取定材料常数 C1 =

0.179MPa, C2 = 0.015MPa), λ1 = λ2, 方板仅产生

对称的变形; 当 q ≥ qcr = 2.26MPa 时, λ1 6= λ2, 方

板产生非对称的变形. 不可压 Mooney-Rivlin 材料

方板的分岔曲线如图 2 所示 [20].

图 2 方板的分岔曲线

4 薄壁球壳和薄壁圆筒的内压膨胀问题

对于受均布内压作用的不可压超弹性薄壁球

壳, 当内压较小时, 球壳保持原来的形状, 发生对

称的均匀膨胀变形; 但当内压大于某一临界值时,

球壳产生复杂的非对称变形, 其中一部分膨胀变

形很大, 而另外部分仅仅是轻微膨胀, 且球壳的形

状逐渐远离球形 [21,22]. 如对变形前半径为 r0, 厚

度为 d0(d0 << r0) 的 Gent 材料气球在膨胀压力

p作用下的变形问题,可根据能量守恒定理得到其

变形与压力间的关系为

p(λ) =
t0

r0λ2

dW (λ)
dλ

(17)

λθ = λϕ = λ表示气球的变形,材料常数 Jm = 97.2,

E = 3.5× 106 MPa. 气球的变形曲线如图 3 所示.
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图 3 气球的膨胀曲线

可见存在一个膨胀压力的极大值 p1 =

p(λ = λ1cr = 1.4). 当压力小于这个极大值时, 随着

变形的增加, 压力迅速增加, 气球有一个稳定的变

形且大致呈球形; 但当压力大于这个极大值时, 随

着变形的增加, 压力反而减小, 气球的变形变得不

稳定, 微幅膨胀后的气球有一个复杂的变形, 其一

部分只被轻微的拉伸而其他部分却被高强度拉伸,

所以明显地远离球形而变得不规则; 最后, 当压力

大于压力的极小值 p2 = p(λ = λ2cr = 4.0) 时, 随着

变形的增加, 压力持续地增加, 气球的变形又成为

稳定的变形, 并恢复了球形. 典型的气球膨胀实验

结果也是基本如此.

对于受均布内压作用的不可压超弹性薄壁圆

筒,当内压较小时,圆筒发生稳定的均匀膨胀变形;

当内压大于某一临界值时, 圆筒产生复杂的非均

匀变形. 其中一段膨胀变形很大, 形如 “灯泡” 状,

而另外部分仅仅是轻微膨胀 [23,24], 生物血管中形

成的血管瘤就是一个典型的例子, 如图 4 所示.

图 4 血管瘤示意图

对不可压材料薄壁球壳或薄壁圆筒, 总是可

以借助于不可压条件得到变形模式函数, 得到积

分形式的压力和变形之间的关系式. 如对内、外

半径分别为 a和 b,且受到内压 p作用的广义不可

压 Ogden 热弹性材料

W =
∑
r

µr

αi
(λαr

r + λαr

θ + λαr
z − 3)+

ρc3T lnT/T0 + 2c4(T − T0)(I1 − 3)

c3, c4 为材料常数, T 为温度场, T0 为给定的参考

温度. 对薄壁圆筒, 有

p =

v(a)∫

v(b)

∑
r

µαr

(
λ−αr

3 v−1−αr − vαr−1
)

+ 4c4 (T − T0)
(
λ−2

3 v−3 − v
)

1− λ3v2
dv (18)

由上式得到相应的变形曲线, 对等温条件下

壁厚比 (内外半径之比) 为 η =
a

b
= 0.7 的圆筒在

不同轴向拉伸情况下的变形曲线如图 5 所示 [24].

结合圆筒的能量比较曲线图 6 可知, 当内压小于

某一极大值 pmax 时, 圆筒随着内压的增加而均匀

膨胀; 当内压大于极大值时, 圆筒产生复杂的不稳

定的非均匀变形; 当圆筒的变形大于某一极小值

pmin 时, 圆筒会达到第 2 个稳定的变形状态.

但对壁厚较厚的球壳或圆筒, 则不存在不稳

定的变形状态. 内压总是随着球壳或圆筒变形的

增加而增加, 即变形曲线是单调的, 而不稳定变形

曲线则是非单调的. 由此可得圆筒可以发生不稳

定变形的临界壁厚条件 (如对圆筒）

ηcr =
(

1.472 − λ−1
3

3.52 − λ−1
3

) 1
2

(19)

圆筒的临界壁厚值随着轴向伸长的增加而增

加, 如 λ3 = 1.0 时, ηcr = 0.32; λ3 = 1.2 时,

ηcr = 0.34; λ3 = 1.5 时, ηcr = 0.36. 当圆筒的壁

厚小于这个临界壁厚时, 圆筒中可以产生不稳定

的变形; 但圆筒的壁厚大于临界壁厚时, 圆筒的变

形则总是稳定的; 轴向伸长的增加可提高发生不

稳定变形的圆筒的壁厚.
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图 5 薄壁圆筒的变形曲线 图 6 薄壁圆筒的能量曲线

5 圆柱的扭转问题

对于受轴向拉伸和强扭转作用的不可压超弹

性圆柱体, 当外加扭矩较小时, 圆柱体发生均匀的

扭转变形; 当其受到足够大的扭转作用时, 柱体产

生复杂的非对称变形, 柱体转动圈数的一圈会被

释放, 在柱体内某一点会突然生成一个 “结”[25,26],

如图 7 所示 [26]. 问题的求解是从最小势能原理出

发, 构造结构的总势能, 然后通过变分找到了问题

的解. 如受扭不可压 Mooney-Rivlin 超弹性材料圆

柱的总势能为 [25]

W = πL0a
2

[
C1

(
λ2 +

2
λ
− 3 +

λk2a2

2

)
+

C2

(
2λ +

2
λ2
− 3 +

k2a2

2

)]
(20)

式中, k 为柱体单位长度的扭转角, λ 为柱体的轴

向伸长率. 由 ∆W = 0 可得扭转的临界值

4C1

[(
λ− 1

λ2
+

a2k2

4

)(
π

k
− a√

λ

)
− 2πa2k

]
+

4C2

[(
1− 1

λ3

)(
π

k
− a√

λ

)
− 2πa2k

λ

]
= 0

(21)

由上式所得扭转的临界值 akcr 如图 8 所示, 可见

扭转的临界值 akcr 随柱体伸长率的增加而增加.

且当 ak > akcr, 柱体中的 “结” 形成时, 外加扭矩

和轴向拉力会发生不连续的跳跃, 柱体中的应力

也会发生不连续的跳跃.

图 7 受扭圆柱的变形 图 8 akcr ∼ λ 曲线

6 块体的表面不稳定性问题

受表面压缩作用的不可压 neo-Hookean 材料

半空间体, 当表面压缩作用达到其临界状态时, 半

空间体表面会变得不稳定, 表面上会突然出现各

种各样的折叠和起皱现象 [27,28], 预示着强烈的应



第 5 期 任九生等 : 超弹性材料的不稳定性问题 571

力集中和材料可能的提前破坏. 另外, 对于受弯的

不可压 neo-Hookean 材料块体, 其内表面会处于表

面受压状态, 从而当达到其临界状态时出现表面

不稳定现象 [29,30]. Gent[31] 在对受弯块体的实验

中发现其内表面会突然出现很强的折叠和起皱现

象.实际结构中,轮胎经常处于强烈的弯曲状态,其

内表面会出现折叠和起皱现象.

受压不可压 neo-Hookean 材料块体表面产生

表面不稳定现象时, 面内两个主伸长 λ1, λ3 满足

方程 [27]

ξ3 + ξ2 + 3ξ − 1 = 0 (22)

式中, ξ = λ2
1λ3. 如块体除受压方向外的两个

方向都能自由扩张, 则表面不稳定现象发生时的
λ1cr = 0.444; 如块体受压表面的另一方向固定 (即
λ3 = 1), 则 λ1cr = 0.544; 如块体双向受压, 则
λ1cr = 0.666.

7 空穴的生成和增长问题

空穴的分岔问题有从实心固体中突然生成空

穴和预存空穴的突然增长两种解释 [32∼34]. 对受
均匀分布的法向拉伸载荷作用的超弹性体, 除有
一个均匀变形的平凡解外, 当外载荷达到其临界
值时, 问题存在分岔解, 即物体中有空穴突然生
成. Gent 与 Lindley[35] 在对橡胶圆柱的侧面径向

拉伸试验中就观察到柱体轴线上的空穴的生成和

贯通; Williams 和 Schapery[36] 对橡胶球体的拉伸

实验中也观察到类似的现象; Ball[32] 应用非线性
弹性理论解决了当外加载荷达到其临界值时各向

同性不可压超弹性材料球体和柱体中的空穴生成

现象, 并将其归结为非线性分岔问题, 并提出了超
弹性材料中空穴生成的基本理论.

另外, 当载荷接近空穴生成的临界值时, 超弹
性物体中的预存微孔会突然得到快速的增长, Hor-
gan 和 Aberaratne[33], Sivaloganathan[34] 研究了不

可压超弹性材料中预存微孔的突然增长问题, 也
将其解释为一类分岔问题.

关于不可压和可压超弹性材料中的空穴生成

和突然增长的分岔问题的进展, 可见 Horgan 和
Polignone[37], Gent[38], Horgan[39] 的综述. 对不可
压材料而言, 由不可压条件可得到变形模式函数,
应用逆解法或半逆解法可以得到问题的解, 目前
已经讨论了各向异性、非均质、非对称情况下的分

岔问题.

不可压材料球体中空穴半径 c 和外加压力 p0

之间的关系如下 [40]

p0 = v2(b)

∞∫

v(b)

W ′ (v)
v3 − 1

dv (23)

式中, b为球体的半径, v = v(R) = (1+
c3

R3
)
1
3 . 对给

定的压力, 如果上式有根 c > 0, 就意味着有空穴

生成, 此时的临界压力为

pcr =

∞∫

1

W ′ (v)
v3 − 1

dv (24)

如材料的应变能函数表示为 W =
n∑
0

aiv
i,

则该应变能函数能够描述空穴生成问题的条件是

n < 3.

而关于可压缩材料要求解二阶微分方程, 问

题的解法通常采用两类换元降阶积分方法 [39], 一

类是 R = R(t), r = r(t), t =
λ1

λ2
=

Rṙ

r
; 另一类是

R = es, u =
r

R
, p =

du

ds
. 目前, 仅对 Blatz-Ko 材

料、广义 Blatz-Ko 材料和广义 Varga 材料等为数

不多的几种材料的轴对称和球对称问题有封闭解

析解, 其他情况下只有打靶法等数值解.

关于均匀材料, 空穴生成的分岔曲线均为右

分岔; 关于横观各向同性材料, 空穴生成时的临

界压力随材料各向异性程度的增加而增大; 且当

其各向异性参数较小时, 也为右分岔曲线, 但当各

向异性参数大于某一临界值时, 存在左分岔曲线
[41,42]; 如对径向横观各向同性的 Ogden 材料球体,

其应变能函数为

W =
µ

α
[(λα

R + λα
Θ + λα

3 − 3) + a
(
I3
5 − 3I5 + 2

)
] (25)

式中, a表示材料各向异性的程度, a = 0时材料为

各向同性的; 能够发生左分岔的各向异性程度的

临界值为 acr = 0.215.

关于由两种材料组合而成的非均质材料, 当

外部材料强于内部材料时, 存在右分岔曲线, 但当

外部材料弱于内部材料时, 有可能存在左分岔曲

线 [43,44]. 两种不可压 Valanis-Landel 材料组合圆

柱体中的空穴生成的分岔曲线 (图中 d 为预存空

穴的半径)如图 9,图 10所示 [44],材料中空穴生成

的分岔曲线可以看作空穴增长曲线的极限.
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图 9 空穴的右分岔曲线 图 10 空穴的左分岔曲线

关于温度的影响,空穴生成时的临界压力随材
料温度的降低而增大, 随材料温度的升高而减小;
在均匀温度场的情况下, 不论温度升高或降低, 均
为右分岔曲线; 在非均匀温度场的情况下, 温度降
低时为右分岔曲线, 但温度升高时为左分岔曲线.

另外, 通过能量比较可以看到, 右分岔曲线总
是稳定的, 即右分岔发生时, 材料中的空穴是从零
开始生成; 左分岔曲线在曲线的拐点前是不稳定
的,仅在拐点后才是稳定的,因此左分岔发生时,材
料中的空穴是以一个有限的大小突然生成的, 即
左分岔是一个跳跃性的分岔.

空穴生成前材料中的应力分布是均匀的, 但

空穴生成后材料中应力分布发生显著的变化; 且

不论是右分岔还是左分岔, 空穴生成时空穴边缘

均存在明显的应力集中和应力间断现象 [45,46]. 对

不可压材料, 空穴生成时其环向应力在其表面处

可达无穷大; 但对可压材料, 空穴生成时其环向应

力在其表面处是一个有限的值. 不可压材料中空

穴生成时空穴边缘的应力间断现象示于图 11, 可

压材料中空穴生成时空穴边缘的应力间断现象类

似, 只是环向应力是一个有限的值.

图 11 空穴边缘应力间断示意

相应于空穴突然生成的右分岔情况, 当外加
载荷较小时, 材料中预存空穴缓慢增长或几乎保
持不变, 而当外加载荷接近于其临界值时, 材料中
预存空穴突然会产生快速的增长; 相应于左分岔
情况, 当外加载荷接近于其临界值时, 材料中预存
空穴突然会产生更快的跳跃性的增长 [44,47].

关于不可压超弹性材料受到表面突加的均布

拉伸载荷作用时空穴的动态生成问题,利用材料的

不可压条件,可以得到空穴半径和外加载荷之间的

二阶非线性常微分方程,应用换元法将其降阶可得

到问题的解. 对于不可压超材料球体或圆柱体, 不

论外加载荷大小, 问题总存在一个平凡解; 当外加

载荷达到其临界值时, 材料中有空穴突然生成, 利

用动力学规律对其相图进行分析,可证明生成后的

空穴会产生周期性的非线性振动 [48,49]. 对于均匀

材料, 空穴的振动会缩小到零, 但对于非均匀材料

和横观各向同性材料, 空穴的振动在某些情况下

缩小到零, 而某些情况下只能缩小到一个有限的

值 [50]. 振动的相图 (图 12 和图 13) 可说明这一

点, 图中 x =
c

b
, xm 为其极大值, xmin 为极小值.

图 12 相图
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图 13 相图

8 空穴的闭合问题

作为空穴生成和突然增长问题的补充是空穴

的闭合问题, 当含有空穴的物体受到足够大的压

力作用时, 空穴会突然塌陷或闭合. 一个受均布径

向压力作用的、中心含有一个空穴的不可压超弹

性球体, 对任何压力, 相应于球体保持均布应力和

空穴保持张开状态的平凡解是存在的; 当压力足

够大时, 存在相应于空穴塌陷的分岔解 [51], 此时,

空穴突然塌陷, 并迅速完全闭合. 空穴半径 c 和外

加压力 p0 之间精确的关系式如下

p0 = v2(b)

v(b)∫

c/d

W ′(v)
v3 − 1

dv (26)

式中, b 为球壳的内半径, d 为球壳的外半径, v =

v(R) = (1 +
c3 − d3

R3
)
1
3 对给定的压力, 如果上式有

根 c = 0, 就意味着球壳中的空穴塌陷了, 此时的

临界压力为

pcr =
(

1− d3

b3

)2/3
v(b)∫

0

W ′(v)
v3 − 1

dv (27)

如材料的应变能函数表示为 W =
n∑
0

aiv
i,

则该应变能函数能够描述空穴塌陷问题的条件是

n > 1. 不可压幂形式的超弹性材料中空穴塌陷的

分岔曲线如图 14 所示.

14 空穴闭合的分岔曲线

9 结束语

鉴于超弹性材料在国民经济各领域中应用的

日益广泛, 加强对此类材料稳定性等性能的研究

的重要性是不言而喻的, 美国 “挑战者” 号航天飞

机因 O型橡胶密封圈的缘故造成的失败充分说明

了这一点. 今后, 需要加强对纤维增强或颗粒填充

的橡胶类复合材料的研究, 加强对特殊橡胶材料

的研究, 另外要充分考虑温度对橡胶材料力学性

能的影响, 包括各类材料应变能函数的构造及对

各类不稳定性问题的求解.
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cylindrical tubes, surface instability of compressed or bent blocks, the formation of void and the sudden growth

and collapse of void. The characteristics and solution methods are then analyzed for this nonlinear problem of

material instability, and finally, main results and future developments are given and discussed.

Keywords hyper-elastic material, instability of material, nonlinear, bifurcation

∗ The project supported by the National Natural Science Foundation of China (10772104), the Innovation Project of Shanghai

Municipal Education Commission (09YZ12) and Shanghai Leading Academic Discipline Project (S30106)
† E-mail: jsren@shu.edu.cn


