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杂交应力有限元法的研究进展

卞学横

麻省理工学院航空太空学系
,

美国麻省剑桥市 0 2 13 9

摘 要 介绍了建立固体力学有限元法的多变量变分原理
,

和推导杂交应力有限元方法的演变
.

并

指出杂交应力有限元法的许多特殊应用
.
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,
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,
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,
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1 引 言

直到 1 960 年初期
,

结构和固体有限元法都以单元节点位移为未知数
.

相当的刚度矩阵的建

立法是根据两种基本单变量变分原理
.

一个是根据势能原理的协调元
,

其中假定的位移需要满足

单元内和单元间的协调
.

另一个是根据余能原理的平衡元
.

其中假定的应力需要满足单元内部

平衡和相邻单元间的表面力平衡
.

在 1 964 年创始的一个单元也是根据余能原理
.

不过是假定单

元内部平衡的应力和相邻单元间协调的边界位移
.

所以定名为杂交元 【1一 3】
.

多变量的 H e i gn -er

eR iss en
r
原理也可用来建立有限元法

.

可以产生以节点力与节点位移同为未知数的混合元
,

也可

以产生只以节点位移为未知量的单元和以余能原理所产生的杂交元一致
.

后来发现
,

最优化的

杂交元是可以根据 H ell in g -er R ie ss n er 原理来推导的
.

为了和混合元区分
,

杂交元法的定义是由

多变量变分法推导
,

但是最后求解时
,

只是以节点位移为未知数的有限元法
.

因为有限元可以

根据位移与应力
,

或位移与应变的变分原理
,

所以又可以区分为杂交应力有限元法与杂交应变

有限元法
.

一本包括杂交有限元法的书是吴和卞合写的 《非协调数值分析与杂交元方法 》 阅
.

本文简单介绍杂交应力元法的演化历史
.

指明如何利用不同变分原理建立更精确的有限元

法
.

并列出几项杂交应力元的特殊应用
.

2 杂交有限元法的创始

最普遍的有限元法是根据单元的刚度矩阵
.

单元的应变能 U 由节点广义位移 q 表示

u = ( i / 2) g
T k叮 ( 1)

k 为单元刚度矩阵
.

最早的杂交有限元的建立
,

是根据假定单元内应力 cr 平衡并与边界力 T 保持平衡
,

相当的

余能原理的表达式为

王,
T s o d y 一

关
。
T T

“一
U 一 驻值

( 2)
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其中 U 为单元应变能
,

, 为单元应力
,

T 为边界力分量
,

T = , 。 , , 为边界面法向余弦
,

丽

为已知边界位移
.

有限元列式时
,

用 二 个应力参数 口来表达应力分量 , ,

用节点位移 q 来表达边界位移 瓦

所得的单元应变能包括未知量 尽与 q
.

由正定余能条件可以得到 q 与 口的关系
.

在内部消除月

后可以得到方程 ( l) 的应变能形式和单元刚度矩阵 k
.

杂交应力元在建立薄板单元时
,

很容易保证边界上法向斜率的连续性 (C
I
连续性 )

,

是一般

位移元所难以完成的
.

最初一般认为杂交应力元的优点仅在于平板结构分析 15]
.

后来发现杂交

应力元在其它应用上亦有优点
.

如可以免除位移元的一些困难
:

剪切自锁现象和不可压缩固体

自锁现象
.

用余能原理建立杂交元的一个缺点是为了满足平衡条件
,

所采用的坐标系统有限制
.

如不

能用等参座标
.

3 杂交应力有限元法的演化

当建立单元时位移非协调
,

用 H ell in ge 卜 R ie ss e
en

r
原理的表达式为

_
_

r 「1 甲 _ 。 _
、

1
_ _ _

f
_ _甲

,`介R 一

vj
。

L万“ 万口 + 口
`

(刀“ ) Jd犷 一

oj
v

。

T
`

(“ 一 丽 )d s 一 驻值 ( 3 )

其中
, 。 为内位移

,

丽 为边界位移

。 一 丽 = 、 入 = 非协调位移 (4 )

应变与位移关系为
已 = D ” (5 )

协调有限元列式时

、 ,,了、
.

.产
no斤̀

了口.几了吸、。 ” 尸口

” = N q

由正定的 H ell in ge r 一

eR iss ne
r
泛函条件得到 q 与 口的关系

.

内部消除 口后
,

可以得到单元刚度

矩阵 .h

用 H ell ign er
一

R ie s sn er 原理推导单元刚度矩阵的一个优点为
,

假定应力无必要满足平衡条件
.

譬如
,

可以用等参座标建立不规则四边形单元
.

其最重要的优点为
,

可以采用适当应力与位移

而得到最优单元
.

最适当假定应力与位移为完备性与相当级性 (譬如平面弹性问题中
,

应力与应变均为位移的

一级导数
,

所以均比位移低一级 )
.

但是由方程 (7 ) 所得位移时常为非完备性
,

因而需要增加非

协调位移 、 *
,

因此方程 ( 3 ) 的泛函可改为 e[]

。
R 一

vj
。

卜告
。 T s 口 + 口 T (D 牡

·
,一 (D

T口 ,
T

二 ]
d V

( 8)

这里
,

包括 。 入项所给的约束条件为

”

j
(D T 口 ,

T移· d V 一 0

(9 )

是促使假定应力在积分意义下满足平衡条件
.

可以先用此约束条件取得应力项
,

然后用方程式

( 2 ) 的方法推导单元刚度矩阵
.



19 84 年 iP an 和 s uln iil ar a[ 刘最初用此方法
,

得到一个性能优越的 4 节点平面杂交应力元
.

不过在推导过程中需要借助对单元的几何摄动处理
.

iT an 用相似的方法推导性能优越的轴对

称单元 15]
.

iP an 和 oT n g 0[] 改用以下的约束条件取得的应力项
:

”

v/
。

。 T
(刀移

·
,̀ V 一 0

( 1 0 )

来建立性能优越的 8节点立体杂交元
.

另外一个选择假定应力项的方法是要求高于常应力的边

界力与非协调位移 。 入 的虚功等于零 110 ]
.

杂交应力元的最有效的平衡处理为罚平衡法 11`】, 即利用罚函数对单元施加平衡约束
.

譬如

加入罚函数项的 H e ll i n罗 -r R e i s s n e r
泛函

。
, 一

v/
。

卜告
。 · s 口 + 口·

(D
U
,}
d V一 vj

。

`D’ 口 , (D T。 , d V
( 1 1 )

其中罚因子 a > 0为一大数
.

算例证明在建立一些杂交应力元
,

如以上所提的 iP -an uS iln h ar a 4

节点平面元和 iP an & oT gn s 节点立体元时
,

加入罚函数项后都得到很大的改进
.

优化的杂交

应力有限元还可以依对称群理论导出 lls
, 13 ]

.

基于多变量的杂交应力元的建立还要考虑数值稳定性问题 l[’ ]
.

B ab u s
ak ls[ 】和 B er zz ill 6] 把

H ell ign er
一

eR is s
ne

r
变分原理化为数学上的鞍点问题

,

提出了有限元法的收敛准则
,

即所谓 B
一

B

条件
.

在杂交有限元法方面的讨论
,

可以参看文献 【17
,

18 ]
.

4 特殊的杂交应力有限单元

为了特殊结构或特殊应用
,

多年来曾建立了很多特殊杂交应力有限单元
.

.4 1 层合板结构

在层合板的交接面上只有一部分应力保持平衡
.

在此情形下推导有限元所用变分原理中
,

除了位移外
,

只有横向应力连续 l0[
,

20]
.

关于用此原理推导层合板结构的杂交应力元
,

可以参看

文献 【20 、 2 2」
.

4
.

2 L o o f 和 S e m iL o o f 单元

在 19 66 年的一个学术会议上
,

L oo f 先生提议
,

在建立单元时可以不把节点放在单元角点

上 laa 】
,

后来 rI on 给这类单元起名为 L oo f 元 阵 ]
.

建立板壳弯曲元时
,

角节点上只有线位移 。
, v

和 w
,

而相邻单元间转动的连续性则由不在角点处的边界上的正交转动来维持
,

这类单元就称为

eS m iL oo f 元
.

L oo f 元与 eS 而 L oo f 元如果用位移法建立
,

均为非协调元
,

需要很复杂的手续才

能得到可靠的结果
.

但是如果用杂交应力元法来建立
,

手续很简单 z3[ ]
一般常用的板壳单元在

角点上只有两个转动自由度
.

所以不适合于不在同一平面相交的板壳问题
.

但是 se m iL oo f 元就

很适合于此问题
.

用 eS m iL oo f 元分析板结构的结果可以参看文献 !24 、 28 !
.

.4 3 具有旋转自由度的平板单元

不在同一平面相交的板壳问题的另外分析方法
,

为增加单元角点的旋转自由度 。 阳 1
.

在三

维问题分析时
,

是位移 。 与旋转 。 同为独立场
.

在此情形下的变分原理
,

eR iss en lr aol 主张将

应变能分为对称与反对称两部分分别处理
.

关于用 H el il n ge r 一

砚iss en
r
泛函建立此类单元

,

可以

参看文献 【2 9~ 3 4 }
.

.4 4 用于板壳分析的三维固体单元

一般三维固体单元如用于薄板分析
,

将有剪切自锁困难
.

如用于薄壳分析
,

又多一个薄膜

自锁的可能性
.

在建立一个 18 个节点 54 个自由度的三维单元时
,

sz
e
用了适当换算系数 [叫

,

所得的单元用来分析许多板壳结构
,

得到很精确的结果
.

3 4 6



4
.

5 预先满足部分无边界力的杂交应力元

杂交应力有限元创始时曾指出
,

其特点之一为可以建立预先满足部分无边界力的单元 tas]

一个算例是用有圆柱面的单元分析平面弹性力学问题 〔3”
.

.4 6 预先满足平衡与协调的杂交应力元

为了分析平面断裂问题而建立的一种特殊杂交应力单元 lss ]
,

是根据余能原理
,

其中的应力

预先满足平衡条件
,

而且相应的应变还满足应变位移关系
.

在此情形下应力与位移都可以用同

一应力函数表示
.

变分原理的表达式可以改写为在边界为 C 的领域中
,

下列泛函为驻值的条件

二一尔告厂
舫 一

尸司
d “

( 12 )

其中边界力 T 与边界位移 。 均由假定单元内应力函数 口代表
.

边界位移 丽 插值以节点位移 q

为待定参数
.

由于泛函 了孺 c 为驻值
,

函数 口可以在单元上消除
,

而得到单元刚度矩阵
.

用此方法建立平面裂纹尖端的单元时
,

可以在假定应力函数中加入奇异项
.

所以有限元分

析后
,

可以直接得到裂纹尖端应力强度因子
.

此方法在断裂问题方面的推广包括
:

加劲板上裂纹

尖端应力强度因子和加劲杆应力分布 !侧 以及不同各向异性介质间界面裂缝尖端应力分布 【,o]
.

为了用有限元法分析非均匀分布微型结构的多相材料的二维问题
,

G ho hs [’l ] 曾建议将整体

分为多边形网络
,

其中每个包括一个弹性杂质的多边形的基体为一个单元
.

至于如何推导此单

元的刚度矩阵
,

z h an g 和 K at su be 呻】提出了一个根据预先满足平衡与协调的应力的变分原理的

方法
,

此单元分为基体和杂质两部分
.

在基体部分的内外边界分别用 C I
和 q 表示

.

用变分泛

函 ( 12 )
,

其中边界力 T 与边界位移 、 均由假定域内应力函数 口。 代表
,

只是边界 C 、
的 丽 由杂

质部分边界的未知位移 。 表示
.

边界 q 的 云 由节点位移 q 插值
.

在杂质部分所用的变分泛函

是

瓜
。 一

委子
T T

耐 , 一

苏尹
。
ds

` J C I J C:
( 1 3 )

其中边界力 T 与边界位移 。 均由假定单元内应力函数 口
`
代表

,

只是 了是和基体部分边界力相

反的边界力
.

用变分法可以把 口。 和 口
`
在域内消除

,

而得到单元刚度矩阵
.

此方法可以用于建

立含有坚固杂质 呻 I或空隙 网 l 的单元
.

为了分析一些板弯曲和平面弹性力学问题
,

iJ or us ek 和他的同事们建立了一种根据符合所

有基本微分方程的位移分布的特殊单元
,

称为 H y br id
一

肠
e m z

单元 泌 ,46 }
.

其实与此节所述的杂

交应力元等价
.

4
.

7 压电介质杂交有限元

为了分析压电介质的断裂问题
,

刘和吴建立了一种适于机电祸合分析的优化杂交有限元模

型 畔 ]
,

相当于弹性力学问题的 P ia -n s u m i
har

a
元 v[]

.

并且用来分析裂纹尖端应力分布
.

5 结束语

根据合理的变分法并且经过优化处理
,

可以建立高功效的杂交应力元
.

在许多结构力学的

问题上
,

这种杂交元法比位移元有效
.

有一些特殊的力学问题
,

只有用杂交应力元法处理才方

便
.
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