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摘　要 　综述了机械系统碰撞振动的近期研究成果和碰撞振动的某些典型现象. 对碰撞振动的

几何与数值分析 , 以及实验研究作了评述 , 内容侧重于稳定性、奇异性 , 擦边诱发分叉 , 非线

性模态等问题. 最后 , 指出了今后研究中面临的一些问题.
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1 　引 　言

　　对于现代机电系统 , 内部或边界上的间隙通常使系统产生碰撞振动 , 即零部件间或零部件

与边界间的往复碰撞. 例如 : 机器人操作器与环境接触和脱离过程中总有碰撞 , 这会影响操作

器的正常工作 , 甚至引起能量传递以及零部件的失灵[1 ,2 ] ; 机械传动副因碰撞会产生高频噪

音 , 航天器伸展系统由于关节间隙导致传动误差而要求较高的碰撞控制策略[3 ] .

深入研究间隙引起的碰撞振动 , 一方面是要在其设计阶段把握其动力学特性 , 避免后继阶

段的大挫折 , 另一方面是要抑制振动. 目前各种被动、主动或半主动阻尼器的作用就是抑制系

统共振. 但传统阻尼器的设计是针对线性振动 , 而不是非线性的碰撞振动. 由于碰撞振动系统

是复杂的非线性动力学系统 , 对它的研究既有理论难度又有重要工程实际意义. 因此 , 该研究

近年来得到了普遍关注.

2 　碰撞振动分析

　　人们对碰撞振动的研究已有近 50 年的历史. 早期研究主要针对涡轮机叶片[4 ] 、机翼[5 ]和

机床的碰撞阻尼 , 系统模型是具有刚性约束的单自由度系统. 人们曾提出了一些理论方法[6 ]

和碰撞模型[7 ]来确定碰撞恢复系数 , 发展了相应的实验技术[6 ]和模拟计算机仿真方法[8 ] . 1981

年 , Peterka[9 ]综述了这些早期研究成果 , 这一时期关于碰撞振动的专著陆续出版[10～13 ] . 80 年

代以来 , 随着非线性动力系统理论、动态测试技术和计算机技术的发展 , 人们对碰撞振动的研

究进入了一个新的阶段[14 ] .

与冲击动力学中研究的碰撞相比 , 本文涉及的是低速、反复碰撞 , 碰撞模型要有很高精度

方能正确描述长时间历程的非线性碰撞振动. 根据对碰撞模型的不同假设 , 现有两种不同的分
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析方法 : (1) 刚性碰撞. 假设碰撞在瞬息完成 , 通过恢复系数描述撞击过程前后碰撞体的速度

阶跃和能耗而不考虑撞击过程的细节. 基于这种模型的分析包括碰撞前和碰撞后两部分 , 本文

称之为“间断分析”. (2) 弹性碰撞. 假设撞击过程需一定时间完成 , 用无质量弹簧2阻尼器描

述碰撞体相互作用时的变形和能耗. 由于分析中包括了接触2变形2恢复2脱离连续变化的实际碰

撞过程 , 本文称之为“连续分析”.

211 　间断分析

　　间断分析模型使用恢复系数 r ∈[0 ,1 ] 可以直接得到碰撞前后速度之间的关系. 考虑一个

间隙量为 a 的单自由度碰撞系统

q̈ = f ( t , q , Ûq ,μ) (1)

其中 q 是系统位移 , f 是周期为 2π/ω的可微函数 , μ是系统的控制参数. 假设碰撞在瞬间完

成 , 则碰撞前后位移与速度应满足

q+ = q2

Ûq + →2rÛq2
　q = a (2)

我们从系统的某状态 q(0) , Ûq (0) 和激励相位φ出发 (令此时 t = 0 ) , 根据式 (2) 计算碰撞后

的速度与发生碰撞的时间 ts , 碰撞后重新令起始时间 t = 0 和相位φ碰撞后 = (ωts +φ) 碰撞前 , 如

此不断重复上述过程即知系统全部状态.

这种分析方法认为物体碰撞后的速度取决于系统的构造和初始速度 , 与撞击力无关. 例

如 , 刚硬球体间的碰撞可归入此列. 研究的主要问题是确定各种周期碰撞振动 , 分析其稳定性

和分叉. 具体采用的研究手段有 :

(1) 解析方法 —例如 Kobrinskii[11 ,12 ]和 Shaw [15～ 17 ] ,

(2) 近似方法 —例如 Babitskii[18 ] ,

(3) 数值方法 —例如 Natsiavas[19 ]和 Thompson[20 ] ,

(4) 模拟方法 —例如 Peterka[8 ,21 ] ,

(5) 实验方法 —例如 Tufillaro , Albano [22 ]和 Kowalik[23 ] .

从 60 年代起 , Masri 等人对多种冲击消振器的对称与非对称周期运动的存在和稳定性进

行了理论与实验研究[24 ,25 ] , 发现了对称与非对称周期运动的相互转化现象[26 ,27 ] . Holmes[28 ]首

次用数学方法证实了简化的弹跳小球碰撞模型存在倍化序列与马蹄现象 , 揭示了碰撞中的混沌

存在. 接着 Shaw 和 Holmes[15～17 ]又从现代动力系统观点研究了简谐激励下有约束的振子 , 特

别是刚度无限大时的冲击振子 ; 用中心流形定理分析了周期响应的局部分叉、通过同宿相截条

件讨论了混沌运动. Moon 和 Shaw [29 ]设计了基础简谐激励下含单侧刚性约束的悬臂梁实验 ,

成功地证实了刚性约束振子的混沌响应. 这些工作奠定了现代动力系统理论在碰撞振动研究中

的重要地位. 此后 , 很多学者沿用这种基于几何观点的数值方法来研究碰撞动力学问题. 文

[30 ] 用 Melnikov 方法研究了倒摆与两面刚性壁碰撞的一次和二次分叉 , 借助稳定流形与不稳

定流形在 Poincare 截面上的切点来推断系统存在任意周期的运动.

光滑动力系统的 Poincare 映射在对应周期运动的不动点处可微 , 用线性化映射和奇异性理

论就可分别进行稳定性分析和局部分叉分析. 然而 , 碰撞振动系统 Poincare 截面的截取方法会

使映射在某些区域产生奇异性. Whiston[31 ,32 ]在研究简谐激励下无阻尼线性冲击振子时 , 首先

应用奇异性理论研究了擦边碰撞的 Poincare 映射不可微性 , 以及由此引起的全局稳定流形的碎
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化问题 , 说明碰撞振动的复杂运动形式与擦边现象具有内在联系. Ivanov[33 ]对碰撞振动系统

的稳定性和分叉理论作了进一步描述 , 并将 Floquet 理论拓宽到碰撞振子系统.

在低速碰撞时 , 碰撞系统会发生擦边 (如图 1 所示) 引起的一类特殊分叉 — C 2分叉现

象 , 与连续系统的分叉不同 , 其 Floquet 乘子是系统参数的不连续函数 , 几种典型的 C 2分叉

运动如图 2 所示.

图 1 　主共振的擦边现象

图 2 　不同的 C 2分叉

(a) S N : 鞍结分叉 , G : 擦边分叉 ; (b) (c) Flips

—稳定运动 , 222不稳定运动

　　Nordmark[34 ]根据局部奇异性分析 , 提出一种近似映射描述这种分叉. Foale[35 ]通过数值

仿真和实验研究了具有对称刚性约束振子的周期运动擦边问题 , 认为擦边诱发的局部分叉可类

比于光滑动力系统的局部分叉. Ivanov[36 ]进一步研究了如何使周期解在擦边前后保持稳定.

为了把 C 2分叉还原到普通型分叉 , 他提出了具有粘弹性的冲击振子模型[33 ,37 ] . Ivanov[38 ]使

用一般接触力模型从理论上对碰撞的二次分叉进行了分析. Peterka[39 ]通过理论分析、模拟仿

真和数值手段研究了具有粘滞阻尼的碰撞振子中擦边分叉、倍周期分叉、鞍结分叉之间的转迁

现象.

谢建华[40 ,41 ]研究了弹簧2质量系统撞击无限大板的 Hopf 分叉和余维 2 分叉问题以及振动

锤的全局性问题. Dimentberg[42 ]则研究了白噪声和非白噪声随机激励下的碰撞振动系统.

在碰撞动力学理论体系不断充实的同时 , van der Spek [43 ]尝试用光滑动力系统的数值方法

来解决具有非连续性的碰撞问题 , 应用各种胞映射方法研究了一零刚度滑动振子的吸引子和吸

引域 , 指出 : 在非连续动力系统中胞映射方法同样有效.

上述研究中模型仅有一个自由度 , 在实际应用上多自由度系统显然更有价值. Sung[44 ]用

数值方法研究了基础受简谐力激励的两自由度冲击振动系统 , 证实了其经倍周期瀑布通向混

沌. 舒仲周[45～47 ]等通过对双质体或多质体系统隔振与稳定性研究 , 推广了自治动力学系统的

拓扑理论 , 提出了振动和稳定性的统一分析方法. 最近 , 曹登庆等[48 ]研究了多自由度质量2弹
簧系统的周期运动及鲁棒稳定性.

具有摩擦的碰撞系统也受到了重视[49～ 51 ] . Li[52 ]通过解析和数值结合研究了具有干摩擦转

盘系统的碰撞现象 , 计算了其 Lyapunov 指数. 值得一提的是 Meijaard[53 ]把经典 Hopf 分叉理

论拓展到了碰撞系统. Cusumano [54 ]介绍了 10 自由度碰撞振子的数值仿真研究 , 系统由弹簧2
阻尼器彼此相连组成 , 根据碰撞 Poincare 映射获得了分叉结果.

在连续体方面 , Yigit [55 ]使用动量平衡方法 , 通过数值与实验研究了旋转梁对刚性柱面的

撞击动力学响应.

在空间机器人系统中 , 支撑在柔性展开结构上的刚性操作手由于关节回转、以及它与支持
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结构之间的动力耦合 , 在它与周围环境产生冲击接触时会发生未知的运动 , Yoshida 等[56 ]对这

类刚柔结合的空间操作系统的碰撞问题作了分析.

212 　连续分析

含弹性部件或弹性约束的碰撞系统需要考虑撞击时间以及波的传播问题. 本文侧重于关心

碰撞接触力连续但非光滑 , 可用无质量弹簧2阻尼器描述的碰撞系统. 关于以塑性铰和有限元

等模型描述的撞击系统可参见 Nikravesh[57 ] , Dias[58 ]和 Haug[59 ]的论文 , 涉及波的碰撞问题参

见文 [60 , 61 ] .

在碰撞接触期间 , 基于这种模型的系统运动方程可以表示为

q̈ = f ( t , q , Ûq ,μ) + R ( q , Ûq) (3)

其中 R ( q , Ûq) 为接触面之间的应力与应变函数 , 它可以借助 Kelvin2Voigt 模型、Maxwell 模型

或 Hertz 定理来描述. 例如当研究低速碰撞而不涉及接触面的永久变形时 , 可以采用的一种

Hertz 接触力模型为

　　　图 3 　具有滞后阻尼的 Hertz 接触力与

变形量的关系

R ( q , Ûq) = K ( q - a) n + DÛq (4)

式中 Hertz 弹性系数与位移函数分别为

K =
4

3π( hi + hj)
R i R j

R i + R j

1/ 2

D = μ( q - a) n

(5)

这里 , 材料参数为 hl =
1 - v2

l

πEl
, l = i , j ; El , v l ,

R l 为接触面材料的杨氏模量、泊松比和撞击处局

部表面曲率半径 , 滞后阻尼因子μ可以根据碰撞

过程的能耗确定 (如图 3 所示) .

Dubowsky[62 ]曾使用线性粘滞阻尼器与 Hertz 弹簧来模拟碰撞接触过程 , 缺陷是 : 开始碰

撞时阻尼力非零 , 碰撞恢复期合力为负. 在某些情况下 (如高速碰撞时) , 线性粘滞阻尼器模

型失效 , 为此 Lee[63 ]提出非线性阻尼模型. 文 [ 64 ] 在柔性悬转梁碰撞分析中说明 , 使用非

线性阻尼模型获得了与实验一致的结果. Yigit [65 ]基于同样的碰撞模型研究了在刚2柔结合的操

作器中柔性对碰撞动力学的作用 , 进一步表明该模型具有其实用价值. 这种基于 Hertz 定律和

阻尼函数来描述的碰撞过程在碰撞振动的连续分析中得到普遍应用[66 ] . 此外 , 在工程中常使

用线性化的撞击力模型. Kahraman[67 ]线性化碰撞接触力 , 通过数值方法研究了齿轮传动系统

的频响特性和非线性动力学现象. 最近 , Lankarani[68 ]根据局部变形和接触力连续假设 , 提出

了低速与导致局部塑性的高速碰撞的接触力模型 , 并将之用于多体系统的碰撞分析.

关于连续体系统 , van Campen[69 ]使用胞映射方法研究了经有限元离散、具有非线性支撑

的两端固支梁的碰撞振动. van de Vorst [70 ]分析了周期激励下梁的碰撞周期运动及其稳定性.

Yigit [71 ]基于线性弹2塑性接触定律获得了横向碰撞的组合梁的稳态响应. 金栋平等[72 ]以多项

式逼近 Hertz 理论描述的接触力使得碰撞振动得以近似解析分析. Cusumano [73 ]研究了自由端

受到激励的悬臂柔性梁碰撞振动的空间内聚现象 , 通过计算机数据采集系统获得以激励频率为

参数的分叉图 , 说明 99 %以上的响应是由一阶特征正交模态捕获的.
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关于存在随机因素的碰撞振动系统 , J ing[74 ,75 ]精确求解了具有间隙的单自由度碰撞振动

系统随机响应的闭合解. 他使用 Hertz 理论描述接触 , 激励为具有零均的高斯过程 , 发现当间

隙是对应于线性系统均方响应的两倍时 , 可以忽视接触现象. Lin[76 ]分析了基础存在随机性的

碰撞系统. Bernard[77 ]研究了多自由度受白噪声激励下结构的随机响应.

注意到弹性约束系统的向量场具有分段光滑特性. 胡海岩[78 ,79 ] 分析了非光滑性对

Poincare 映射可微性的影响 , 指出 : 当周期运动接近鞍结及其退化分叉或以很低速度穿过两线

性区的切换面时 , 会发生类似于刚性约束系统周期轨道的擦边分叉现象 , 系统的动力学行为显

著有别于具有光滑向量场的系统.

在模态动力学方面 , Zuo [80 ]首先探讨了分段线性系统的模态运动 , 针对内含间隙的回转系

统 , 使用 Floquet 理论和 Poincare 映射来研究非光滑系统的非线性模态的稳定性和分叉问题.

在此基础上 Chen[81 ]利用动力系统不变流形的概念提出了构造分段线性系统非线性模态的一般

过程 , 其研究表明 , 模态、模态动力学和幅2频关系都具有分段型式.

间断分析与连续分析的碰撞模型各异 , 因此将不同程度地影响物理系统的非线性动力学性

态 , Foale[82 ]应用理论和数值方法 , 通过对比两种模型引起的分叉行为对此作了阐述.

3 　数值方法

　　数值方法在碰撞振动研究中起着重要作用 , 其关键问题是要能高效、高精度的计算碰撞过

程. 对于一次低速碰撞动力学 , 研究深度和软件规模已比较接近工程实际. 1971 年 , 美国军

方支持开发了计算机软件 CRASH 来模拟飞行器坠毁的碰撞动力学 , 此后不断得到改版. Kim2
sey[83 ]讨论了碰撞动力学的并行算法和数据结构. Liao [84 ]应用局部混合的三维有限元方法分析

了受到横向冲击的叠层板的动力学响应 , 使用 Hertz 接触定律描述接触力 , 用 Newmark 直接

积分解有限元方程 , 在每一开始时步用 Newton2Raphson 方法求解碰撞时的接触力.

对于往复碰撞振动 , 研究尚限于一些简单模型. Hu[85 ]指出打靶法不适于刚性约束系统 ,

提出对系统瞬态运动曲线拟合求取周期碰撞振动. Wang 等[86 ]采用分段解析解与打靶法相结合

提高计算弹性约束系统周期振动的精度和效率. Johnson[87 ]进行了单自由度冲击振动系统的计

算机分析. Tsai[88 ]研究了具有间隙、受到支撑激励的悬臂梁的非线性响应 , 提出了两种方法

即力积分和模态传递方法来计算系统的动态响应. Padmanabhan[89 ]通过参数延续技术研究了含

间隙系统的非线性动力学问题.

在 n 个激励周期中 , 若两物体碰撞 p 次 , 则称其碰撞振动形式为 k = p/ n 型碰撞 . Jin

等[90 ]对两部件碰撞系统进行了数值研究 , 表明系统存在丰富的碰撞行为 (如图 4 所示) .

图 4 　 k = p/ n 型碰撞现象
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4 　实验研究

　　Daugela[91 ]应用多层压电传感2激振器测量了局部接触区的机械阻抗 , 得到动力学响应与接

触阻抗成正比例. Antunes[92 ]报告了热交换器导管在气弹不稳定性作用下往复碰撞的实验结

果 , 表明系统存在多种与理论分析一致的稳态运动. 朱文骅等[93 ]在刚性约束单悬臂梁的弯曲

振动实验中 , 观测到周期倍化和奇怪吸引子. Lin[94 ]对分段线性的单和两自由度碰撞机械系

统 , 实验研究了激励参数对混沌运动的影响. Gonsalves[95 ]将内含间隙具有弹性支撑的转子简

化为两自由度碰撞系统 , 在较大参数空间里考察了系统状态的分叉现象. Bishop [96 ]借助恢复

系数的低维数学模型来模拟梁与限制器的碰撞 , 着重研究了低速碰撞下系统响应的局部和全局

结构.

在应用方面 , Pfeiffer[97 ]测试了机器人操作臂与环境的碰撞响应. 日本铁路技术研究所

(RTRI) 选用特征频率作为判断桥基完好性的一个指标 , 提出了碰撞振动测试方法[98 ] . 日本

铁路公司据此获得了大量数据 , 通过回归分析建立了关于结构性能的一个判据. Nelson[99 ]叙

述了用无损碰撞振动技术确定现代复合材料弹性常数的综合方法.

5 　结束语

　　笔者认为 , 今后的碰撞振动研究将面临下述问题 :

(1) 碰撞振动理论研究 : 这涉及许多非光滑、非连续的碰撞动力学问题 , 包括非光滑映射

的奇异性理论、非光滑或间断向量场的范式理论、分段系统的模态理论等新问题.

(2) 计算和数值仿真 : 突出的障碍在于系统维数. 例如 , 对碰撞系统临界情况的数值仿真

精度要求很高 , 而接缝法这类半解析半数值的高精度方法难以推广到多自由度系统. 研究全局
动力学的胞映射方法也受到系统维数的限制. 而含有数百个间隙的航天结构则需要工程化的近
似计算方法.

(3) 实验研究 : 一方面 , 随着机电产品微型化、工况复杂化 , 碰撞力的测量和建模难度大
大提高. 放大比例的模型实验能否真实反映实际系统动力学成为问题. 另一方面 , 巨型空间结
构包含上百个间隙 , 其非线性振动实验的工作量和难度都远远超出现有实验条件.

(4) 动力学控制 : 碰撞振动的分段特性导致了一些控制策略的分段 , 影响了其鲁棒性. 基
于神经网络的系统建模与控制则可望提供一类光滑控制策略逼近 , 改善控制效果. 这对于控制
混沌同样具有意义. 此外 , 利用碰撞振动特性 , 有可能发展新的振动半主动控制技术[100 ] .

(5) 柔性部件间的碰撞振动问题 :目前只能基于部件的低阶模态近似将系统降维后分析 ,且
多限于弱非线性. 忽略的高阶模态对碰撞、特别是弱碰撞和擦边分叉的影响尚待分析和评价.

(6) 含随机因素的碰撞振动系统 : 已有研究多针对单自由度、受弹性约束的碰撞振动系
统 , 多自由度弹性或刚性约束的随机系统碰撞振动问题尚未见研究.
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VIBRO2IMPACTS AND THEIR TYPICAL BEHAVIORS
OF MECHANICAL SYSTEMS

Jin Dongping 　　Hu Haiyan
Institute of Vibration Engineering , Nanjing University of Aeronautics and Astronautics , Nanjing 210016

Abstract 　This paper surveys the recent advances in the field of vibro2impacts of mechanical systems

and presents some of their typical behaviors. The review is made on the geometrical and numerical

analyses and the experimental studies of the vibro2impacting systems , with the emphasis laid on the

stability , singularity , grazing bifurcations and nonlinear modes. Finally , some open problems for

further study are addressed.
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