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摘　要　介绍使用能量2Casim ir 方法 (A rno l’d 方法) 研究大气与海洋运动非线性稳定性所取得的

若干新进展, 建立了适用于有限振幅、任意空间结构扰动的非线性稳定性判据. 用初始状态给出了

扰动场在任意时刻的上界与下界估计, 提供了关于扰动变化性态的有关信息. 对该领域理论研究与

应用的深化与发展问题也作了讨论.
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1　引　言

大气运动的稳定与不稳定性研究, 是动力气象学的中心问题之一. 稳定与不稳定的大气环

流形势, 具有重要的气象意义. 不稳定现象往往伴随着大气环流形势的比较迅速的、较大的变

化, 常常导致强烈的天气变化. 另一方面, 大气环流异常的持续维持, 也经常造成大范围地区

的天气异常 (如某一地区的持续干旱或洪涝灾害). 因此, 不稳定理论被广泛用来研究大气环流

的演变, 气旋与反气旋的生成, 阻塞的形成、维持与崩溃等等. 随着大气科学的迅速发展, 当

今人类密切关心的气候的变化与预测、全球变化等问题, 也需要使用稳定性理论进行深入探讨.

大气运动的各种状态, 可以看成是各种基本状态与不同尺度的扰动叠加的结果. 在经典的

线性不稳定性理论中, 假定扰动的振幅充分小, 将控制方程线性化, 然后进行研究[ 1～ 6 ]. 在线性

理论中, 标准模方法被广泛用来推演稳定与不稳定现象发生的充分 (或必要) 条件, 最大增长

率、最不稳定波的波长, 等等. 这一方法只考察单波形式的小扰动, 其结果仅适用于扰动发展

的初始阶段. 另一方面,连续谱动力学[ 7, 8 ]揭示了连续谱在扰动发展及能量传输中的重要作用,使

人们更清楚地认识到了标准模方法仅考虑离散谱的局限性.

相当一段时间以来, 地球流体力学中的弱非线性不稳定性理论也得到了很大发展, 取得了

不少成果[ 9 ]. 该理论考察的运动具有下述特点: 超临界数很小, 扰动的振幅有限, 但必须小到可

以使用摄动方法. 该理论的有效性必须用其他方法, 例如数值方法, 而加以“后验”, 这是弱非

线性理论的不足之处.
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当前, 气候的变化与预测、全球变化及环境问题受到了人类前所未有的重视. 另一方面, 非

线性科学是当今及下一世纪的前沿学科之一. 随着它的蓬勃发展以及与地球科学的交叉、渗透,

地球流体运动的稳定性研究, 正处于从经典的线性与弱非线性理论向非线性理论的转化、发展

的进程中. 研究人员开始使用完整的非线性模式, 考察扰动为有限振幅、空间结构为任意情形

的稳定与不稳定问题, 取得了不少有价值的成果.

能量2Casim ir方法是 80年代以来研究流体运动非线性稳定性的重要方法之一, 它是在前苏

联著名学者V. I. A rno l’d 60年代工作基础之上发展起来的 (所以一些文献中亦称为A rno l’d 方

法). 在文献 [10, 11 ] 中, A rno l’d 考察了两维不可压缩流体的非线性稳定性, 建立了两个非

线性稳定性判据 (A rno l’d 第一定理与第二定理). 他的主要结果可简介如下:

若 7 (x , y ) 是

9
9 t

∃

2 5 (x , y , t) + 5 x (x , y , t) (

∃

2 5 (x , y , t) ) y - 5 y (x , y , t) (

∃

2 5 (x , y , t) ) x = 0 (1. 1)

的定常态, 且流函数 7 (x , y ) 与涡度

∃

2 27 (x , y ) 在流体区域D 中满足函数关系式

7 (x , y ) = 7 (

∃

2 7 (x , y ) ) ,　 (x , y ) ∈D (1. 2)

这里 7 (·) 是某一连续可导函数. 若流函数与涡度满足条件

0 < C 1 = m in
7 x

(

∃

2 7 ) x
= m in

7 y

(

∃

2 7 ) y
Φ C 2 = m ax

7 x

(

∃

2 7 ) x
= m ax

7 y

(

∃

2 7 ) y
< ∞ (1. 3)

这时基流 7 (x , y ) 是非线性稳定的 (A rno l’d 第一定理) , 在任意时刻的扰动能量与扰动涡度

拟能 (en strophy) 可用初始扰动场一致有效地估计如下

∫D [ û

∃

(5 - 7 ) û 2 + C 1 (û

∃

2 (5 - 7 ) û 2) ]dx dy

Φ C 2

C 1∫D [ û

∃

(5 0 - 7 ) û 2 + C 1 (û

∃

2 (5 0 - 7 ) û 2) ]dx dy (1. 4)

这里下标“0”表示初始时刻的物理量.

另一方面, 若

0 < C 1 = m in -
7 x

(

∃

2 7 ) x = m in -
7 y

(

∃

2 7 ) y Φ C 2 = m ax -
7 x

(

∃

2 7 ) x

= m ax -
7 y

(

∃

2 7 ) y
< ∞ (1. 5)

A rno l’d 证明了其第二定理: 记 Κ是某边值问题的最小正特征值 (参见式 (2. 10) ) , 若C 1Κ> 1,

且在区域D 的每一连通分支上, 扰动的速度环量恒为零, 这时基流也是非线性稳定的, 且成立

类似于 (1. 4) 的估计式.

能量2Casim ir方法是研究H am ilton 动力系统非线性稳定性的重要工具之一, 用H am ilton

动力系统的语言, 可以将这一方法简述如下:
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利用能量守恒、广义位涡守恒及动量守恒等, 构造 H am ilton 不变量, 使得控制方程与

H am ilton 不变量构成一个H am ilton 系统. 对于流体力学中的问题, 一般地H am ilton 系统是无

限维的、非正则的, 因而存在非平凡的不变泛函C , 通常称之为 Casim ir. 一般地, 基本态 (定

常态) 对应于H + C 的驻点 (即H + C 在该点的一阶变分为零). 进一步考察H + C 在该点的二

阶变分, 若其是正定或负定的, 则称该基本态是形式稳定的 (fo rm al stab ility).

对于有限维动力系统, 所有范数都是等价的, 由形式稳定性可以推出非线性稳定性. 但对

于无限维动力系统, 前者并不一定导致后者. 欲推导非线性稳定性判据, 需要进行 (广义的) 能

量估计, 这一过程往往是最困难、最关键的一步. 完成这一步骤之后, 不仅得到了非线性稳定

性判据, 也同时得到了基本态稳定时扰动变化的一些重要信息, 例如用初始扰动场给出的关于

扰动能量、扰动位涡拟能的上界估计, 等等.

能量2Casim ir 方法实际上是把 F jo rtoft [ 5 ]方法扩展到非线性且扰动为有限振幅之情形.

A rno l’d 第一定理与第二定理分别对应于守恒泛函H + C 的二阶变分是正定或负定的情形. 80

年代以来, 不少西方学者, 例如 Ho lm 等[ 12 ]、A barbanel等[ 13 ]研究了二维与三维无粘不可压缩

流体、等离子体等运动的非线性稳定性. 在地球流体动力学方面, Benzi等[ 14 ]、A ndrew s[ 15 ]、M c In2
tyre 等[ 16 ]、Zeng [ 17 ]、Shepherd [ 18～ 20 ]、Carnevale等[ 21 ]、Sw aters[ 22 ]、V ladim irov [ 23 ]、F rederik sen [ 24 ]、

R ipa [ 25 ]在这一领域作了不少工作, 取得了一些令人感兴趣的成果. 例如: 现在已经清楚, 线性

稳定性理论中经典的R ayleigh- kuo 判据, Charney- Stern 定理及 F jo rtoft定理, 本质上也是非

线性稳定性判据, 适用于任意空间结构的有限振幅扰动. 特别, Zeng [ 17 ]对大气动力学中的各种

基本模式 (正压与斜压准地转模式, 分层模式, 原始方程组等) , 作了深入系统的研究, 建立了

一系列非线性稳定性判据.

上述作者的工作主要集中于相应于A rno l’d 第一定理的非线性稳定性判据 (二阶变分正定

之情形). 当二阶变分为负定时 (对应于A rno l’d 第二定理) , 欲建立非线性稳定性判据, 问题要

困难得多. A ndrew s[ 15 ]曾指出, 在大气动力学中, 对应于A rno l’d 第二定理的非线性稳定性判据

更有意义. 近几年来, 作者及同事们深化与发展了能量2Casim ir方法, 对于准地转运动, 建立了

若干对应于A rno l’d 第二定理的非线性稳定性判据. 这些判据成功地揭示了经典的 Ph illip s模型

与 Eady模型中边缘稳定曲线、短波截断等现象的非线性特征, 深化与发展了经典的线性不稳定

性理论, 同时也说明了A rno l’d 第二定理的重要性. 此外, 我们还研究了非线性对称不稳定性,

等等.

随着非线性稳定性研究的深入开展, 人们不仅希望了解在何种条件下, 基本态是非线性稳

定的或非线性不稳定的, 而且需要获取在稳定与不稳定条件下, 扰动场随时间变化或发展的有

关信息. 例如, 基本态稳定情况下, 一些物理量 (例如扰动能量与扰动位涡拟能等) 变化的上

界估计, 当基本态不稳定时, 这些物理量发展的饱和上界及其下界估计; 等等. 我们在这方面

也作了一些工作, 获得了一些有意义的成果.

本文旨在简要介绍作者及其同事们在上述领域的近期研究成果, 一些已经发表, 若干即将

发表. 材料大体安排如下: 第二节与第三节分别讨论两维正压准地转与多层准地转模式的非线

性稳定性问题. 第四节是关于三维连续层结准地转运动稳定性的讨论. 非线性不稳定性的饱和

问题在第五节中介绍. 最后, 讨论了能量2Casim ir方法在理论研究与应用中的深化与发展问题.

2　二维正压准地转运动的非线性稳定性

考察二维准地转运动的非线性稳定性. 其控制方程为[ 26 ]
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9P
9 t

+ 9 (5 , P ) = 0 (2. 1)

P (x , y , t) =

∃

2 5 - F 5 + f (x , y ) (2. 2)

这里, 5 是流函数, P 是位势涡度, 9 (A , B ) = A xB y - A yB x 是两维Jacob i算子,

∃

2是两维L ap lace

算子; (x , y ) 是空间变量, t 是时间, F = f 0
2ög d ; f (x , y ) = (f 0öd ) h (x , y ) + f 0+ Βy

表示科里奥利力与地形 h (x , y ) 的综合效应, d 是特征高度, f 0 (常数) 是科里奥利参数. F

= 0对应于Ro ssby变形半径为无穷大之情形.

在 Β平面上的有界多连通 (或单连通) 区域D 中考察流体的运动. 边界 9D 光滑, 由 J + 1

个单连通分支 9D j 组成, 边界条件为固壁条件与边界速度环量守恒

95
9s 9D

= 0,　 d
d t∫9D j

∃

5 õ nds = 0,　j = 0,⋯, J (2. 3)

这里 s与 n 分别是边界的切方向与法方向. 设 (5 , P ) = (7 (x , y ) , Q (x , y ) ) 是 (211)

～ (213) 的一组定常解. 此外, 设存在一元连续可导函数 7 (õ) , 使得

7 (x , y ) = 7 (Q (x , y ) ) ,　 (x , y ) ∈D (2. 4)

叠加在定常基本态 (7 , Q ) 上的有限振幅扰动 (Ω, q) 定义为

5 = 7 + Ω,　 P = Q + q (2. 5)

对应于A rno l’d 第二定理, 设 7 (õ) 是单调下降函数, 且存在常数C 1, C 2, 使得

0 < C 1 Φ - d7 ödQ Φ C 2 < ∞ (2. 6)

这里 d7 ödQ =

∃

7 ö

∃

Q.

为了建立关于扰动能量与扰动位涡拟能的有关估计, 定义

q3 =∫D q0 dx dy ö∫D dx dy (2. 7)

这里 q0= q (x , y , 0). 为了克服扰动的边界速度环量非零之困难, 再将 (Ω, q) 分解为

Ω= Ω′+ Ω3 ,　 q = q′+ q3

这里 Ω′为下述问题的解

∃

2 Ω′- F Ω′= q′,　在D 中

9Ω′
9s 9D

= 0,　∫9D j

∃

Ω′õ nds = 0,　j = 0,⋯, J

关于上述问题解的存在性及“唯一性”的讨论, 读者可参见文献 [27 ].

现在, 定义

E ( t) =
1
2∫D [ û

∃

Ωû 2 + F ûΩû 2 ]dx dy

E 3 =
1
2∫D [ û

∃

Ω3 û 2 + F ûΩ3 û 2 ]dx dy

Z ( t) =
1
2∫D ûqû 2dx dy ,

Z 3 =
1
2∫D ûq3 û 2dx dy

H = E 3 - E (0) -∫D [G (Q + q0′) - G (Q ) - 7 q0′]dx dy

(2. 8)

这里
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G (Ν) =∫
Ν

7 (Σ) dΣ, q0′= q′(x , y , 0) (2. 9)

记 Κ为边值问题 ∃

2 Υ+ ΚΥ= 0,　在D 中

9Υ
9s 9D

= 0,　∫9D j

∃

Υõ nds = 0,　j = 0,⋯, J
(2. 10)

的最小正特征值.

通过建立以初始扰动场给出的关于扰动能量 E ( t) 与扰动位涡拟能 Z ( t) 的上界估计, M u

与 Shepherd [ 27 ]得到了

判据211　若定常态 (7 , Q ) 满足式 (214) 与 (216) , 且C 1 (Κ+ F ) > 1, 则它是非线性稳定

的.

显然, C 1= m in (U öQ y ) , 这里U 是纬向速度, Q y 是位涡的经向梯度. Κ是由区域D 的几何

特征确定的常数. 该判据说明, 当基本气流的纬向速度, 位涡的经向梯度与区域的几何条件满

足一定的配置时, 它是非线性稳定的.

最近, 作者及其同事改进了文献 [27 ] 的关于 E ( t) 与 Z ( t) 的上界估计, 在判据211中条

件成立的情况下, 得到了

E ( t) Φ E 3 + B Z 1ö2
m ax + Zm axö(Κ+ F ) (2. 11)

Z ( t) Φ Zm ax + Z 3 (2. 12)

这里

Zm ax = [B + (B 2 + 4kH ) 1ö2 ]2ö(4k 2)

k = C 1 - 1ö(Κ+ F ) ,　　　　　　　　　　úΩ3 ú 2 =∫D ûΩ3 û 2dx dy

B =
2 (E 3 ö(Κ+ F ) ) 1ö2,　　　　　当 (Κ+ F ) 1ö2úΩ3 ú - (2E 3 ) 1ö2 Ε 0时

2 úΩ3 ú ,　　　　　　　　　　　　　其余情形

若区域D 是纬向周期通道, 且地形函数 h= h (y ) , 这时我们可以建立较判据211应用范围更广

的非线性稳定性判据[ 27 ].

若 k < 0, 这时基本态 (7 , Q ) 可能是非线性不稳定的. 在 k ν 0时, 数值模拟结果支持

(但不是证明) 这一猜测. 随之而来的问题是, 若基本态是非线性不稳定的, 叠加在其上的初始

扰动的发展的上、下界如何估计. 上界问题一般称之为 Satu ra t ion (饱和) 问题, 我们将在第六

节中介绍. 关于下界问题, 迄今为止, 除了 Zeng [ 17 ]考察了非线性不稳定的H au rw itz波外, 作者

尚未见到有其它文献给出这方面的结果. 最近, 我们得到了下述结果:

设基本态满足式 (214) , (216) , 但 k < 0, 若初始扰动场使得H < 0, 则我们有

E ( t) Ε E 3 - H + C 1Zm in (2. 13)

Z ( t) Ε Zm in + Z 3 (2. 14)

这里

Zm in = [B - (B 2 + 4kH ) ]ö(2k )

显然, (2113) , (2114) 式右端为正, 因而给出了扰动能量与扰动位涡拟能的非平凡的下界估计.

注意到这一估计仅当初始扰动场使得H < 0时成立, 这是否隐含着满足这一条件的初始扰动场

更容易发展起来, 这一点在物理机制上并不清楚.

能量方法在作估计时, 往往出现比较保守的现象, 如上界估计放大与下界估计减小, 等等.

这种现象在使用能量2Casim ir方法时是否出现, 尚未见到较充分的研究, 仍是一个值得探讨的问
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题.

在文献 [27 ] 中, 作者们给出了满足上述非线性稳定性判据的若干基本气流. 孙左令[ 28 ]对

于这些基流, 用数值方法研究了叠加在其上扰动能量与扰动位涡拟能随时间的演变情况.

3多层准地转运动的非线性稳定性

多层准地转模式是地球流体动力学中的一个重要模式. 我们考察层结稳定的N 层准地转流

体运动. 各层密度Θ1< Θ2< ⋯< ΘN 均为常数, 层间密度跃度相同: Θi+ 1- Θi= Θ′, 第 i层的平均厚

度为 d i, 其控制方程为[ 26 ]

9P i

9 t
+ 9 (5 i, P i) = 0 (3. 1)

P i (x , y , t) =

∃

2 5 i + F i∑
N

j= 1
T ij 5 j + f i (x , y ) ,　i = 1,⋯,N (3. 2)

这里 5 i和 P i分别是第 i层的流函数与位涡, F i= f
2
0Θ0ög Θ′d i 是旋转 F roude数, Θ0是流体的平均

密度, f i (x , y ) = ∆iN (f 0ödN ) h (x , y ) + f 0+ Βy , 其中 h (x , y ) 是底层的地形函数, ∆iN

是 K ronecker符号, 矩阵

T =

- 1 1 0 ⋯ 0 0 0

1 - 2 1 ⋯ 0 0 0

� � � ⋯ � � �
0 0 0 ⋯ - 2 1 0

0 0 0 ⋯ 1 - 2 1

0 0 0 ⋯ 0 1 - 1

(3. 3)

在如上节所述的区域D 中考察问题. 在每一层, 边界是固壁的, 且速度环量守恒, 即对每一流

函数 5 i, (213) 式成立.

设 (5 i, P i) = (7 i, Q i) 是 (311) , (312) 式的一组定常解. 此外, 在每一层, 存在一元

连续可导函数 7 i (õ) , 使得

7 i (x , y ) = 7 i (Q i (x , y ) ) ,　 (x , y ) ∈D (3. 4)

叠加在定常态 (7 i, Q i) 之上的有限振幅扰动 (Ωi, q i) 定义为

5 i = 7 i + Ωi,　P i = Q i + q i (3. 5)

对应于A rno l’d 第二定理, 假定函数 7 i (õ) 均是单调下降的, 且存在正常数C 1i与C 2i, 使得

0 < C 1i Φ - d7 idQ i Φ C 2i < ∞,　i = 1,⋯,N (3. 6)

类似于上节, 欲建立关于扰动能量与扰动位涡拟能的有关估计, 定义

q3
i =∫D q i0dx dy ö∫D dx dy ,　i = 1,⋯,N

这里 q i0= q i (x , y , 0). 再将 (Ωi, q i) 分解为

Ωi = Ω′i + Ω3
i ,　q i = q′i + q3

i ,　i = 1,⋯,N

这里 Ω′i 是下述问题的解

∃

2 Ω′i + F i∑
N

j= 1
T ij Ω′j = q′i,　在D 中

9Ω′i’
9s 9D

= 0, 　∫9D

∃

Ω′i õ nds = 0,　j = 0,⋯, J

上述问题解的存在性与“唯一性”在文献 [29 ] 中已有讨论.
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为了叙述我们的结果, 定义矩阵

K = diag (F 1ö2
1 ,⋯, F 1ö2

N )

C = diag (C 11,⋯, C 1N )

M = C - (ΚI - KTK) - 1

这里 Κ是上节中由问题 (2. 10) 定义的最小正特征值, I 是单位矩阵, 上标“- 1”表示矩阵求

逆. 再定义

E ( t) =
1
2∫D ∑

N

i= 1
d iû

∃

Ωiû 2 + ∑
N - 1

i= 1
d iF i (Ωi+ 1 - Ωi) 2

dx dy

E 3 =
1
2∫D ∑

N

i= 1

d iû

∃

Ω3 û 2 + ∑
N - 1

i= 1

d iF i (Ω3
i+ 1 - Ω3

i ) 2
dx dy

Z ( t) =
1
2∫D∑

N

i= 1
d iûq iû 2dx dy

Z 3 =
1
2∫D∑

N

i= 1
d iûq3

i û 2dx dy

H = E 3 - E (0) -∫D∑
N

i= 1
d i [G i (Q i + q′i0) - G (Q i) - 7 iq′i0 ]dx dy

(3. 7)

这里

G i (Ν) =∫
Ν

7 i (Σ) dΣ,　q′i0 = q′i (x , y , 0) (3. 8)

在文献 [29 ] 中, 我们建立了

判据311　设基本气流 (7 i, Q i) 满足 (314) 与 (316) 式, 且矩阵M 正定, 则它是非线性稳定

的.

最近, 通过精细的估计, 我们改进了文献 [29 ] 中关于扰动能量 E ( t) 与扰动位涡拟能 Z

( t) 的上界估计, 在判据3. 1的条件成立的情形下, 建立了类似于 (2111) , (2112) 式的估计:

只 需将那里的 k 换成矩阵M 的最小特征值 k 1, 再令 F = 0, 并将 ú Ω3 ú换成 ú Ω3 ú =

∑
N

i= 1∫D d iûΩ3
i û 2dx dy

1ö2

即可.

若矩阵M 不是正定的, 且其最小特征值 k 1< 0, 这时基本态 (7 , Q ) 可能是非线性不稳定

的. 类似于上节, 我们最近得到了在 (314) , (316) 式成立的条件下, 若初始扰动场H < 0, 则

成立

E ( t) Ε E 3 - H + m in
i

(C 1i) Zm in (3. 9)

Z ( t) Ε Zm in + Z 3 (3. 10)

　　现在我们转向讨论经典的 Ph illip s模型的非线性稳定性[ 26 ]: 在每一层, 定常态为

7 i (y ) = - U iy ,　Q i (y ) = (- 1) i+ 1F iU sy + f 0 + Βy ,　i = 1, 2 (3. 11)

这里U 1, U 2分别是上、下层的速度 (常数) , U s= U 1- U 2, 区域D 是纬向周期通道: {- ΠΦ x Φ
Π, - L Φ y ΦL }. 在文献 [29 ] 中, 我们证明了, 当下述条件之一成立时, 定常态 (3. 11) 是

非线性稳定的:

(1) U s= - ΒöF 1, 且 Κ2> F 1 (F 1+ F 2) ;

(2) U s= ΒöF 2, 且 Κ2> F 2 (F 1+ F 2) ;

(3) - ΒöF 1< U s< ΒöF 2;

(4) U s< - ΒöF 1, 或U s> ΒöF 2, 且

·142·
© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



Κ2 - 2F 1F 2 + (F 1 - F 2) ΒöU s > 0 (3. 12)

Κ2 (Κ2 - 4F 1F 2)U s
2 + 2U sΒ(F 1 - F 2) Κ2 + (F 1 + F 2) 2Β2 > 0 (3. 13)

上述条件的物理意义是清楚的: 对于临界情形 (1) 与 (2) , 若最小波数 Κ1ö2分别大于对应的临

界值, 则基流是非线性稳定的. 条件 (3) 说明, 当上、下层的速度切变不超过临界值- ΒöF 1与

ΒöF 2时, 基流也是非线性稳定的. 对于条件 (4) , 注意到用标准模方法考察 Ph illip s模型得到的

线性不稳定的充分条件是[ 26 ]: 波数 K 满足

Β2 (F 1 + F 2) 2 + 2ΒU s (F 1 - F 2) K 4 - K 4U s
2 (4F 1F 2 - K 4) < 0 (3. 14)

显然, 充分大的波数 K 将不满足 (3114) 式, 这就是二层 Ph illip s模型斜压不稳定性的短波截

断现象. 因为 Κ1ö2恰为最小波数, 若 (3114) 式对所有的波数 K 都不成立, 则 (3113) 式成立或

(3113) 式左端为零 (对应于中性稳定情形). 因而, (3113) 式恰对应于边缘稳定曲线, 并且揭

示了短波截断现象的非线性特征.

最后, 若 Β = 0, 则对于非平凡的U s≠0, 上述稳定性条件变为 Κ2> 4F 1F 2, 这与文献 [30 ]

的结果是相同的.

我们指出, 上述非线性稳定的充分条件在下述意义下是最优的: 若上述条件被破坏, 除去

若干临界情形外, 一定存在某一周期充分大的纬向周期通道, 在其中存在正规模形式的随时间

指数增长的波, 因而基流是线性不稳定的[ 31, 32 ].

对于一般的多层准地转模型 (层间密度跃度不同, 顶层与底层边界可以是自由的, 亦可以

是固壁的) , 在文 [33 ] 中, 用能量2Casim ir方法考察了其运动的非线性稳定性. 在文 [34 ] 中,

也讨论了二层广义 Ph illip s模型 (每一层的 速度为常数, 上、下层边界可以是固壁的, 也可以

是自由的). 结果表明, 对于大尺度海洋运动, 自由表面对运动的稳定性的影响可以忽略; 而对

于大尺度大气运动, 自由表面近似对运动稳定性的影响是不可忽略的.

4　三维连续层结准地转运动的非线性稳定性

考察三维 (连续层结) 的准地转运动的非线性稳定性, 其控制方程为[ 26 ]

9P
9 t

+ 9 (5 , P ) = 0, 在 8 中

95 z

9 t
+ 9 (5 , 5 z +

N 2

f 0
h = 0, z = z 0

95 z

9 t
+ 9 (5 , 5 z ) = 0, z = z 1

(4. 1)

这里 5 (x , y , z , t) 为流函数, 位涡

P =

∃

2 5 +
f 2

0

Θ0

9
9z

Θ0

N 2
95
9z

+ f 0 + Βy (4. 2)

Θ0 (z ) , N (z ) 分别是密度函数与浮力频率, z 是垂直方向坐标, 0Φ z 0Φ z Φ z 1< ∞, 区域 8 =

D× (z 0, z 1) , 其余记号意义同前. 水平侧边界条件仍为式 (213).

考察 (411) , (412) 及 (213) 式的定常态 (5 , P ) = (7 , Q ). 设存在一元连续可导函数

7 (õ) , 7 i (õ) , i= 0, 1, 使得

7 (x , y , z ) = 7 (Q (x , y , z ) ) ,　在 8 中
7 (x , y , z i) = 7 i (B i) ,　　　i = 0, 1

(4. 3)

这里B 0=
97
9z

+
N 2

f 0
h

z = z 0

, B 1=
97
9z z = z 1

. 叠加在 (7 , Q ) 之上的有限振幅扰动 (Ω, q) 定义

为
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5 = 7 + Ω,　P = Q + q

对应于A rno l’d 第二定理, 设 7 (õ) , 7 i (õ) 均为单调下降函数, 且存在常数C 1, C 2, C 1i, C 2i,

i= 0, 1, 使得

0 < C 1 Φ - d7 ödQ Φ C 2 < ∞

0 < C 1i Φ (- 1) i+ 1 d7 i

dB i
Φ C 2i < ∞,　i = 0, 1

(4. 4)

作者等[ 35 ]通过精细的先验估计, 建立了用初始扰动场给出的扰动能量, 扰动位涡拟能及扰动边

界能量的上界估计, 从而成功地建立了对应于A rno l’d 第二定理的非线性稳定性判据. 此后, 作

者等[ 36 ]又进一步改进了文献 [35 ] 的结果. 定义

F 1 =
m ax
[z 0, z 1 ]

f 2
0 (Θ0ö(ûz 1 - z 0ûN 2) + û9 (Θ0öN 2) ö9z û )

m ax
[z 0, z 1 ]

Θ0

F 2 = f 2
0 m ax

[z 0, z 0 ]
(1ööN 2)

我们有

判据411　设定常态 (7 , Q ) 满足 (413) , (414) 式, 且

C 1 Κ- F 1
1

C 10
+

1
C 11

- F 2
1

C 10
+

1
C 11

2

> 1 (4. 5)

则它是非线性稳定的.

最近, 作者及同事[ 37 ]更进一步改进了上述结果, 现简要介绍如下: 记U (z , Λ) 与V (z ,

Λ) 分别为二阶常微分方程

Θ0 f 2
0

N 2 v z
z

+ ΛΘ0v = 0,　z ∈ (z 0, z 1)

满足下述条件之解

U (z 0, Λ) = 1,　U z (z 0, Λ) = 0;　V (z 1, Λ) = 0,　 V z (z 1, Λ) = 1

再令m =
1

C 1
- Κ, 我们有

判据412　若基本态 (7 , Q ) 满足 (413) , (414) 式, m < 0, 且

C 10U (z 1,m ) + C 11V z (z 1,m ) - [ {C 10U (z 1,m ) - C 11V z (z 1,m ) }2

+ 4C 10C 11Θ0 (z 0)N 2 (z 1) ]ö[Θ(z 1)N 2 (z 1) ]1ö2 - 2V (z 1,m ) > 0

则基本态是非线性稳定的.

因篇幅所限, 这里略去了关于扰动能量, 扰动位涡拟能及扰动边界能量的有关估计, 有兴

趣的读者可参阅上述有关文献.

现在讨论经典的Eady模型的非线性稳定性. Eady 模型是一个高度简化的三维准地转模型,

但它抓住了大尺度大气运动的特征, 成功地揭示了斜压不稳定性[ 3 ]. 在 Eady模型中, 区域D 是

周期纬向通道, Β= 0, 也不考虑地形的影响, 即 h= 0, 密度 Θ0与浮力频率N 均为常数, 定常态

为

U = +z ,　 V = 0;　 7 = - + y z ,　Q = f 0 (4. 6)

这里 + 是任一给定常数.

显然, 除了U = 0这一平凡情形外, 定常态 (416) 式不满足 (413) , (414) 式, 因而上述判
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据这里不适用. 在文献 [38 ] 中, 我们指出, 利用能量守恒及纬向动量守恒构造的泛函不以定

常态 (416) 式为临界点, 用通常证明A rno l’d 第二定理的办法似乎难以研究其非线性稳定性. 但

是, 这时扰动位涡拟能也是守恒量. 利用这一性质, 作者等[ 38 ]克服了定常态非临界点之困难, 建

立了以初始扰动场给出的扰动能量与扰动边界能量的上界估计. 当初始扰动场趋于零时, 该类

上界估计关于时间一致地趋于零, 从而建立了一个非线性稳定性判据, 它与用正规模方法得到

的线性稳定性判据仅相差一个系数因子. 最近, 作者等[ 39 ]又进一步深入研究了这一问题, 得到

了

判据413　若纬向周期通道南北方向的宽度ûY 2- Y 1û与垂直方向的高度ûz 1- z 0û 满足

Π
ûY 2 - Y 1û > W 0

f 0

N ûz 1 - z 0û
(4. 7)

则基本态 (416) 是非线性稳定的, 这里W 0是方程 (W 0ö2) tanh (W 0ö2) = 1的根 (W 0 •
213994).

由Eady模型的线性稳定性理论可知[ 26 ] , 判据413在下述意义下是最优的: 若条件 (417) 式

被破坏, 则一定存在某一周期纬向通道, 在其中存在随时间指数增长的正规模形式的波, 因而

是线性不稳定的.

不等式 (417) 的物理解释即是经典的“短波截断”现象. 我们指出, 虽然 (417) 式的表

达形式与线性稳定性判据完全一样, 但却具有不同的物理意义: 判据413适用于任意空间结构的

有限振幅扰动, 而用正规模方法得到的线性稳定性判据仅适用于单波形式的小扰动.

对于球坐标系下的三维连续层结准地转模式, 作者及其同事[ 40, 41 ]也研究了其运动的稳定

性. 因为篇幅限制, 这里从略.

5　扰动发展的上界估计与饱和问题

当基本态是不稳定时, 叠加在其上的初始扰动 (包括无穷小扰动) 究竟如何发展?其性态如

何? 这是不稳定理论十分关心的一个重要问题. 显然, 线性不稳定理论难以回答上述问题. 标准

模方法给出的不稳定波, 其振幅随时间以指数形式无限制增长, 这显然不符合实际情况. 事实

上, 线性理论只在扰动发展的初始阶段有效, 当扰动发展到有限振幅时, 非线性项便不能被忽

略了. 弱非线性理论虽然提供了一种获取扰动振幅发展之信息的方法, 但正如前文所指出的, 其

结果的有效性必须借助其它方法 (例如数值方法) 加以验证. 显然, 这是该理论的不足之处.

在非线性稳定性研究中, 研究者使用能量2Casim ir方法, 不仅建立了非线性稳定性判据, 还

成功地以初始扰动场给出了一些重要物理量 (例如扰动能量, 扰动位涡拟能及扰动边界能量) 的

上界估计. 这类估计的一个重要特点是: 它关于有限振幅的扰动成立. 利用这一性质, 文献

[18 ] 提出了一个新方法, 用来研究叠加在不稳定基流之上扰动发展的上界及其饱和问题: 通过

选取一族稳定的基本态 (人为构造的) , 将叠加在不稳定基流之上的扰动分解成两部分, 其一为

相对于该稳定基流的扰动, 其二为稳定基流与不稳定基流之间的偏差. 第一部分可用叠加在稳

定基流之上扰动变化的上界而加以估计. 再通过一些数学处理, 即可得到叠加在不稳定基流之

上扰动的能量, 位涡拟能等的上界估计.

作者等建立了适用于初值的扰动与模式中参数扰动的非线性稳定性判据及有关上界估

计[ 42, 43 ]. 利用关于参数扰动成立的特点, 作者[ 42 ]推广了上述方法, 讨论了两维正压不稳定流的

扰动发展的上界问题, 得到了一些更优的结果.
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显然, 利用 Shepherd 方法建立饱和上界时, 两个因素至关重要, 即基本气流的选取与叠加

在其上扰动的估计; 可供选取的基本气流越多, 有关估计越精细, 一般可期望得到更优的结果.

如上文所述, 研究人员近来得到了一类对应于A rno l’d 第二定理的非线性稳定性判据, 并且建立

了关于叠加于稳定基流之上扰动的一些上界估计, 这些成果在上述两方面都为研究人员考察饱

和问题提供了条件. 基于这一思路, 文献 [44 ] 讨论了两维平行切变流正压不稳定的饱和问题,

文 [45 ] 考察了三层 Ph illip s模型斜压不稳定性的饱和问题.

上述工作主要涉及准地转运动非线性不稳定性的饱和问题. 下面我们简单介绍关于非线性

对称不稳定性饱和问题的一些结果. 对称不稳定性是大气动力学中的一个经典问题. 早期关于

该问题的兴趣主要在于轴对称的行星环流的研究. 70年代中期, 产生了 (湿) 对称不稳定性导

致中尺度锋面雨带形成的理论, 使人们关于对称不稳定的研究又得到了发展. 关于非线性对称

不稳定性的研究, 有兴趣的读者可参见文献 [46～ 48 ].

考察 f 2平面上非流体静力平衡的绝热的Bou ssinesg 方程组, 在所有场变量与 y 坐标无关的

对称性条件下, 控制方程可写成[ 47 ]

Ξt = - 9 (Ω, Ξ) + 9 (m , f x ) + 9 (Η, g z öΗ0) (5. 1)

m t = - 9 (Ω,m ) ,　Ηt = - 9 (Ω, Η) (5. 2a, b)

这里 (x , y , z ) 是空间坐标, (u , v , w ) 是速度场, 流函数 Ω与涡度 Ξ分别由 Ωz = u , - Ωx =

w , Ξ= u z - w x =

∃

2 Ω定义, 9 (F , G ) = F zG x - F xG z 是 (x , z ) 平面上的两维 Jacob i算子, m

= v + f 0是绝对速度的 y 分量, Η与 Η0分别是位温与 (常数) 参考位温. 在 (x , z ) 平面上的有

界单连通区域D 中考察问题, 边界条件是流函数 Ω在边界上为零.

基本气流满足热成风方程

V
(0) = N� (1 + Ε) z ,　Ξ(0) = 0

Η(0) =
Η0N

�2z
g

+ Η0N
� f 0 (1 + Ε) x

g

(5. 3)

这里B run t2V aisa la 频率N� 是常数, Ε> 0是超临界数. 因为R ichardson 数R i= 1ö(1+ Ε) 2< 1,

该基本气流是不稳定的[ 47 ]. 在 (5. 3) 上叠加一扰动 (v
(1) , Ξ(1) , Η(1) ) , 将其作为 (5. 1) , (5.

2a, b) 的初值, 由于不稳定性, 扰动 (v
(1) , Ξ(1) , Η(1) ) 将发展起来. 我们的目的是给出任意时

刻扰动 (可能发展成有限振幅)

Ξ′( t) = Ξ( t) ,　m′( t) = m ( t) - M ,　Η′( t) = Η( t) - (

的动能的上界估计. Cho 等[ 47 ]在矩形区域D = {- L ö2Φ x ΦL ö2, - H ö2Φ z Φ H ö2} 中考察了

这一问题, 在 (v
(1) , Ξ(1) , Η(1) ) 为无穷小扰动的条件下, 给出了扰动动能的上界估计. 最近, 作

者等[ 48 ]通过精细的估计, 在同样的条件下, 建立了下述估计

1
2∫D û

∃

Ω( t) û 2dx dz Φ

1
6

H 3L N� 2Ε(2 + Ε) ,　当N
� 2H 2 ν f 2

0 时

1
6

H L 3f 2Ε(2 + Ε) ,　当N
� 2H 2 µ f 2

0L
2 时

容易说明上述结果较文献 [46, 47 ] 中的估计更优.
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6　讨　论

随着非线性大气科学的发展, 通过研究者的不懈努力, 在研究大气运动的非线性不稳定性

方面, 能量2Casim ir方法取得了令人瞩目的成果. 目前, 该领域的研究正向着理论探讨的进一步

深化与实际应用紧密结合两方面发展.

首先, 在理论研究方面, 研究者正从广度与深度两方面继续探索. 在广度方面, 能量-

Casim ir 方法的应用领域正日益扩大, 它揭示了正压不稳定, 斜压不稳定, 对称不稳定性, 等等;

研究了准地转模式, 半地转模式[ 49 ] , 锋地转模式[ 50 ]等. 在深度方面, 地球流体力学中的H am ilton

理论有了很大发展[ 51, 52 ]. N oether定理告诉我们, 一个H am ilton 系统的物理守恒性与其几何对

称性之间存在着对应关系. 能量2Casim ir方法的要点是利用物理守恒性构造不变泛函, 具有鲜明

的几何特征. 可以预期, 使用H am ilton 理论研究非线性不稳定性, 是将几何、物理与分析方法

结合起来的有效途径之一, 值得我们去进一步深入探讨.

另一方面, 用能量2Casim ir方法得到的成果, 也在不稳定性研究的其它领域获得了重视. 除

了前文所述关于非线性不稳定性饱和问题的研究之外, V anneste[ 31, 53 ]关于爆发性共振的研究,

在探讨非线性不稳定的机制方面, 作了很有价值的工作.

在应用方面, 研究者开始使用能量2Casim ir方法所得到的理论成果去研究大气与海洋运动

中的一些实际问题. Dow ling [ 54 ]利用木星上中纬度对流层的观测资 料, 发现其位涡与流函数恰

好满足线性关系式, 他成功地用A rno l’d 第二定理说明了木星上纬向风场是中性稳定的. 在这一

工作的启发下, Dow ling [ 55 ]对A rno l’d 第二定理的重要性作出了很高的评价. 他指出: 对于前人

关于地球大气运动不稳定性的有关结果, 也应该运用这些新的理论成果, 去重新探讨其意义与

价值.

70年代中期以来, M odon 的非线性稳定性研究一直颇受重视. 研究者期望用M odon 的稳定

性去研究阻塞维持的机制[ 56 ]. 虽然一些作者声称解决了M odon 的非线性稳定性, 但进一步的研

究表明这些工作是不严格的, 其正确性受到了另外一些学者的质疑[ 57, 58 ]. M odon 的非线性稳定

性仍然是一个悬而未决的问题, 一些学者正在这方面进行着不懈的努力[ 59 ]. 可以预期, 这一领

域的研究成果, 可能会在研究阻塞维持的机制方面, 发挥重要作用.

在将能量2Casim ir方法的理论成果应用于大气运动中的具体问题时, 首先必须解决“基本气

流”的确定问题. 在线性稳定性理论中, 通常对资料作时间及纬向平均, 并将其作为基本气流.

一段时间以来, 人们倾向于对资料场作时间平均, 而得到基本气流. 一般地, 这种基本气流是

非纬向流. 但是, 这种方法得到的基本态, 是否为所采用的控制方程 (保守系统或耗散系统) 的

平衡态, 是需要加以验证的, 而这点有时被人们或多或少地忽略了. 在大气动力学的研究中, 在

一定意义上,“基本气流”的确定包含了人为的因素. 一些研究表明, 某类天气系统, 对一种基

本气流, 它是不稳定的; 而相对于另一种基本气流, 它又是稳定的 (当然, 这还与所采用的稳

定性的定义有关). 因此, 如何合适地“选取”基本气流, 对于进一步深化与发展理论成果的应

用, 是至关重要的. 同时, 这一问题本身也具有重要的理论意义.

能量2Casim ir方法的理论成果的另一个重要应用领域是计算地球流体力学. 随着电子计算

机的高速发展, 数值试验与数值模拟已成为大气科学研究中的最重要的手段之一. 大气运动的

不稳定性研究中, 数值方法也扮演着越来越重要的角色. 但是, 一个重要的问题一直令人困惑,

即如何区分计算不稳定性与动力不稳定性. 当数值试验或数值模拟中出现不稳定现象时, 我们

需要弄清它究竟是计算不稳定性还是动力不稳定性引起的[ 60 ]. 用能量2Casim ir方法得到的非线

性稳定性判据以及所建立的有关扰动演变的上、下界估计, 提供了一种检验数值格式的比较有
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效的方法. 若基本态是非线性稳定的, 而数值试验或模拟中出现不稳定现象, 则提示我们这是

计算不稳定性引起的, 必须修改数值格式或采用另外更有效的格式. 孙左令[ 28 ]的工作在这方面

作了有益的尝试, 深入的探讨正在进行之中.
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ENERGY -CASIM IR M ETHOD IN THE STUDY

OF NONL INEAR STAB IL ITY OF THE

ATMOSPHER IC MOT IONS

M u M u

LA SG, Inst itu te of A tmo spheric Physics, Ch inese A cadem y of Sciences, Beijing　100029

Abstract　T h is paper summ arizes som e recen t advances in the study of non linear in stab ility of

the a tm o spheric and ocean ic m o tion s by u sing energy2Casim ir m ethod (A rno l’d’s m ethod).

N on linear stab ility criteria estab lished fo r fin ite2am p litude d istu rbance due to an arb it ra ry spa2
t ia l st ructu re are p resen ted. U pper and low er bounds of the d istu rbance field in term s of the

in it ia l sta te are ob ta ined, w h ich p rovide the info rm at ion on the behaviou r of the evo lu t ion of the

d istu rbance. T he p ro spects of the fu rther developm en t of the theo ry and its app lica t ion s are a l2
so d iscu ssed.

Keywords　stab ility, non linear, a tm o sphere, ocean, energy2Casim ir m ethod
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