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摘 　要 　介绍非完整系统稳定性理论的某些近代进展 ,包括非完整系统平衡位置关于全部变量的

稳定性 ,平衡状态流形的稳定性 ,平衡位置关于部分变量稳定性及其与关于全部变量的稳定性的关

系 ,平稳运动的稳定性 ,以及非完整控制系统的镇定. 同时 ,讨论非完整系统稳定性的几个主要应用 ,

并给出几个未来研究方向的建议.
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1 　引 　言

自从 Whittaker [1 ]于 1904 年首先提出非完整系统的平衡位置稳定性以来 ,许多学者在这一

领域做了大量的研究 ,得到不少有意义的结果2～37 ] .

不同于完整系统 ,由于非完整约束的影响 ,非完整系统的平衡位置往往不是孤立的 ,而组成

维数与非完整约束方程有关的流形 ,特别是对于受有线性或非线性齐次非完整约束的力学系

统 ,其维数不小于齐次约束方程的数目 ;非完整系统的特征行列式一般是非对称的 ,且特征方程

有数目与系统所受非完整约束有关的零根. 另外 ,非完整系统的运动方程可能存在平稳解 ,但却

没有循环积分 ,且非完整约束方程中显含循环坐标.

根据非完整系统平衡位置的特性 ,以往对非完整系统平衡稳定性的研究分为两个方面 :第

一方面为平衡位置在 ляпунов意义下的稳定性 ,包括关于全部变量稳定性和关于部分变量稳定

性等. Bottema[2 ] , Aйзерман和 Гантмахер[3 ]〗, Карапетян[4 ] ,Румянцев[5 ,6 ]和 Козлов[7 ]等的研

究属于此类问题 ;第二部分为平衡状态流形的稳定性. 此类稳定性的特点是 ,考虑充分接近未扰

运动的扰动运动 ,当 t →∞时 ,在平衡状态流形附近的运动特性. Неймарк和 Фуфаев[8 ,9 ] ,

Lilov[10 ]等研究了此类问题. 1965 年以来 , Семенова[11 ] ,Сумбатов[12 ] , Неймарк和 Фуфаев[13 ] ,

Карапетян[14～16 ]等考虑了非完整系统平稳运动的稳定性及镇定 ,得到不少重要结果. 近 10 年以

来 ,非完整控制系统的镇定问题受到极大关注 ,许多学者在理论、计算和实验等方面做了大量的

工作. 同时 ,在非完整系统稳定性的应用方面 ,也取得了不少进展.

2 　非完整系统稳定性理论的近代发展

2 . 1 　平衡位置关于全部变量的稳定性

设力学系统所受完整约束是定常的 ,其位形由 n 个广义坐标 qs ( s = 1 , ⋯, n) 确定 ,系统的

运动受有 �个定常的非完整约束
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Ûqε+β = φβ( qs , Ûqσ) 　 ( s = 1 , ⋯, n ; β = 1 , ⋯, g ; σ = 1 , ⋯,ε;ε = n - g) (1)

系统的运动方程可表为改进后的 Чаплыгин方程形式[17 ]

Eσ( T 3 ) - ∑
�

β= 1

5 T
5Ûqε+β 论的　代 进展

3
Eσ(φβ) - ∑

�

β= 1

5 T
5 qε+β 性的　要 应用

3 5φβ

5 Ûqσ
=

5 U
5 qσ

+ ∑
�

β= 1

5 U
5 qε+β

5φβ

5Ûqσ
+ Q 3

σ

(σ = 1 , ⋯,ε) (2)

其中 Eσ=
d

d t
5

5Ûqσ
-

5
5 qσ

为 Euler 算子 , f 3 表示函数 f = f ( qs , Ûqs) 中嵌入约束 (1) , T 为系统的功

能 , U 为力函数 , Qσ为系统的非有势力. 设

qs = qs0 , 　Ûqσ = 0 (3)

为系统 (1) (2)的平衡位置. 令

qσ = qσ0 + xσ, 　qε+β = qε+β,0 + xε+β + ∑
ε

σ= 1

5φβ

5Ûqσум　о в 0
xσ (4)

其中{ 　　} 0 表示将式 (3)代入括号中的表达式. 将式 (4) 分别代入 (2) (1) 中 ,可以得到非完整

系统的扰动方程. 去掉扰动方程中二阶及二阶以上小项 ,得到其近似方程

∑
ε

h = 1

Aσh ẍ h + ∑
ε

h = 1

BσhÛx h + ∑
ε

h = 1

Cσhx h + ∑
�

γ= 1

Dσ,ε+γxε+γ = 0 (5)

Ûxε+β + ∑
ε

h = 1
Cε+β, hx h + ∑

�

γ= 1
Dε+β,ε+γxε+γ = 0 (6)

方程 (5) (6)的特征方程为

Δ = det
Aσhλ

2 + Bσhλ+ Cσh Dσ,ε+γ

Cε+β, h λ+ Dε+β,ε+γ
er　 TJ, = 0 (7)

　　若系统仅受线性、齐次非完整约束

Ûqε+β = ∑
ε

σ= 1
bε+β,σ(q) Ûqσ (8)

其中 q = ( q1 , ⋯, qn) T. 则系统的平衡位置 (3) 不是孤立的 ,而组成维数不小于约束方程数目的

流形[8 ,9 ] . 这时 ,方程 (6) 中 , Cε+β, h = Dε+β,ε+γ = 0 ,从而特征方程 (7) 有 g 个零根. 1904 年 ,

Whittaker 在其著作中研究了此类系统的小振动和平衡稳定性问题[1 ] ,这个结果虽然缺乏普遍

性 ,但却是非完整系统平衡稳定性研究方面的最先成果. 后来 ,文献 [ 3 ]给出非完整系统平衡稳

定性的一个充分条件.

定理 2 . 1 . 1 　(M. A. Aйзерман, Ф. P. Гантмaxep [3 ]) 对于线性、齐次、定常的非完整系统 ,

如果在其平衡位置邻域内特征方程 (7)的所有根 ,除数目等于非完整约束数目的零根外 ,都处于

左半平面 ,那么平衡位置是稳定的 (但非渐近稳定) . 此时 ,任意充分接近未扰运动的扰动运动 ,

当 t →∞时 ,趋于平衡状态流形上的一点.
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Карапетян[4 ]等对线性、齐次、定常的非完整系统给出了定理 2. 1. 1 的一些推论 ,把非完整

系统平衡稳定性的原始问题转化为完整系统平衡稳定性问题 ,利用 Лянунов2Малкин定理 ,

Айзерман2Гантмахер定理[3 ]以及 Ляпунов按一次近似的不稳定定理 ,进一步发展了以往的结

果.

由定理 2. 1. 1 知 ,判断线性齐次非完整系统平衡位置的稳定性时 ,只需考虑以下方程的根

det Aσhλ
2 + Bσhλ+ Cσh　 = 0 (9)

　　定理 2 . 1 . 2 　( A. V. Карапеяян[4 ]) 　　如果 det ( Cσh) < 0 ,那么无论有无耗散力作用 ,线

性齐次非完整系统的平衡位置都是不稳定的.

如果系统满足条件

∑
�
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5 U
5 qε+β

5 bε+β,σ

5 qυ
+ ∑

�

γ= 1
bε+γ,υ

5 bε+β,σ

5 qε+γ

5 Ûq

0
= ∑

�

β= 1
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5 qε+β

5 bε+β,υ

5 qσ
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�

γ= 1
bε+γ,σ

5 bε+β,υ

5 qε+γ0

( 3

为系　 )(2

0

(σ,υ = 1 , ⋯,ε) (10)

显然 ,当 U 中不显含广义坐标 qε+β(β= 1 , ⋯,�) ,或者
5 U

5 qε+βσ1 0
= 0 时 ,条件 (10) 成立. 这时 ,方

程 (9)中 , ( Cσh) = ( Cσh) T .

定理 2 . 1 . 3 　( A. V. Карапеяян[4 ]) 　　如果矩阵 ( Cσh) 的所有特征值是正的 ,那么在条件

(10)下 ,线性保守非完整系统的平衡位置在一次近似下是稳定的.

定理 2 . 1 . 4 　( A. V. Карапеян[4 ]) 　　如果矩阵 ( Cσh) 至少有一个负的特征值 ,那么在条

件 (10)下 ,无论有无耗散力作用 ,非完整系统的平衡位置都是不稳定的.

文献[5 ]考虑将 Lagrange 定理推广到非完整系统. 假设坐标原点为平衡位置 ,并设约束系

数和力函数在平衡位置为零. 按 Ляпунов稳定性定理 ,得到

定理 2 . 1 . 5 　 ( V. V. Румянцев[5 ]) 　　对于线性、齐次、定常的非完整系统 ,如果在平衡位

置邻域内力函数是负定的 ,那么无论有无耗散力作用 ,平衡位置都是稳定的.

类似完整系统 ,按 Четеев不稳定性定理可以得到

定理 2 . 1 . 6 　 ( V. V. Румянцев[5 ]) 　　对于线性、齐次、定常的非完整系统 ,如果在平衡位

置无论多么小的邻域内 ,力函数 U 可取正值 ,并且在区域

T 3 - U < 0 , 　∑
ε

σ= 1
qσ

5 T 3

5Ûqσ
> 0

表达式

∑
ε

σ= 1
qσ

5 U
5 qσ

+ ∑
�

β= 1

5 U
5 qε+β

bε+β,σ )

其中

是变量 qσ(σ= 1 , ⋯,ε) 的正定函数 ,那么平衡位置是不稳定的.

文献[7 ]给出一种研究一定条件下的“不稳定性定理”的方法. 对于线性、齐次、定常的非完

整系统 ,用 - t 代替 t 后 ,系统的运动方程不变 ,所以当系统存在渐近轨线 q ( t) , Ûq ( t) →0 ( t →

∞)时 ,平衡位置是不稳定的. 从而 ,可以利用求完整系统特殊渐近轨线的方法考虑一定条件下

的不稳定性定理.

假设力函数 U (q) ,动能矩阵 ( ask) 和 bε+β,σ在原点邻域是解析的 , U (q)满足 d U (0) = 0 ,且

在原点邻域 U (q)能展开为

U = U m +1 + U m +2 + ⋯, 　 m Ε 1 (11)

这里 U m + 1为 m + 1 阶齐次式. 定义集合

·91·



Π1 = q | qε+β = ∑
ε

σ= 1

bε+β,σ(0) qσ; β = 1 , ⋯,�定理

[ 3]

(12)

并假设 U
^

m + 1表示 U m + 1仅在集合Π1 上取值 , U
^

m + 1 :Π1 →R .

定理 2 . 1 . 7 　 ( V. V. Козлов[7 ]) 　　假设函数 U
^

m + 1在点 q = 0 ∈Π1 上没有极大值 ,那么

线性齐次约束的保守系统的平衡位置 q = 0 , Ûq = 0 是不稳定的.

文献[7 ]还得到其他一些特殊结果. 后来 ,这一问题得到进一步研究[18 ] .

文献[19 ]研究了 Чаплыгин系统 ,其中指出完整系统平衡稳定性的大部分结论都可推广到

Чаплыгин系统. 另外 , Николенко[20 ] , Risito [21 ] , Николенко和 Коваленко[22 ] , Laloy[23 ] 及

Красинсий等学者得到线性、齐次、定常非完整系统平衡位置稳定与不稳定的一些更特殊的结

果. 近来 ,一般广义力对非完整系统平衡位置的影响也受到关注[25 ] .

文献[26 ]将定理 2. 1. 1 的结论推广到一类非线性非完整系统. 若非线性约束方程 (1) 中有

m (0 Φ m Φ�) 个φβ满足φβ( qs ,0) ≡0 ,那么系统的平衡位置组成维数不小于 m 的流形 ,且特征

方程 (7)中有 m 个零根. 这时 ,有类似定理 2. 1. 1 的结果 ,即 :若在平衡位置邻域内特征方程 (7)

的所有根 ,除 m 个零根外 ,都处于左半平面 ,那么平衡位置是稳定的.

若系统所受非完整约束都不满足φβ| Ûq = 0 ≡0 ,则平衡位置可能是孤立的. 这时 ,可直接利用

Ляпунов稳定性的有关定理[38～43 ]来判断系统的稳定性.

注记 1 　定理 2 . 1. 5 对所有非完整系统都有很强的局限性. 此定理中要求力函数在平衡位

置的邻域内负定 ,这一条件只对平衡状态流形上的个别点可能成立 ,不可能对所有点都成立.

注记 2 　类似完整系统 ,耗散力及陀螺力对非完整系统平衡位置的稳定性也有较大影响.

但是 ,由于非完整系统的复杂性 ,对于一般定常非完整系统 ,特别是非齐次非完整约束系统 ,耗

散力与陀螺力对稳定性的影响这一课题的研究结果还不多. 对于 Чаплытин系统 ,耗散力及陀

螺力对完整系统平衡位置的稳定性影响的许多结论都可做相应的推广 ;对于线性、齐次、定常的

非完整约束系统 ,在条件 (10)成立时 ,关于完整系统的一些定理也已得到推广 ,这些工作可参看

文献[33 ] .

例 1[29 ] 　　一单位质量质点在空间中运动 ,其动能为 T =
1
2

( Ûx 2 + Ûy2 + Ûz 2) ,力函数为 U =

-
1
2

( x 2 + y2) ,非完整约束方程为 Ûz = yÛx + x 2 Ûy ,耗散函数为 F =
1
2

(μ1 Ûx 2 +μ2 Ûy2 +μ3 Ûz 2) . 平

衡位置为

x = 0 , 　y = 0 , 　z = const .

所有平衡位置组成维数为 1 的流形. 由方程 (7) ,给出特征方程

λλ4 + (μ1 +μ2)λ3 + (μ1μ2 + 2)λ2 + (μ1 +μ2)λ+ 1εβ = 0

由 Routh2Hurwitz 判据及定理 2. 1. 1 知 ,只要μ1 > 0 ,μ2 > 0 ,每个平衡位置都是稳定的.

例 2 　若将上例中的力函数 U 改为 U =
1
2

( x 2 - y2) ,则由定理 2. 1. 2 知 ,系统平衡位置不

稳定.

例 3 　非匀质圆球在绝对粗糙水平面上的滚动[9 ,17 ] .

2 . 2 　平衡状态流形的稳定性

Неймарк和 Фуфаев[8 ,9 ]最先提出非完整系统平衡状态流形稳定性的概念 ,并把 Айзерман2
Гантмахер的结果移植到平衡状态流形. 假设 (3)式中 qs0为平衡状态流形上的任意点 ,它依赖 �

个参数.
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定理 2 . 2 . 1 　　 ( Ю. Н. Неймарк,H. A. Фуфаев[8 ,9 ]) 　　对于线性、齐次、定常的非完整系

统 ,如果特征方程 (7)的所有根 ,除 �个零根外 ,都在左半平面上 ,那么系统的平衡状态流形是渐

近稳定的 ;如果方程 (7)至少一个根在右半平面上 ,那么它是不稳定的.

适当加一些限制 , Карапетян[4 ,19 ] , Lolay[23 ]等的结果大多可应用于系统的平衡状态流形.

对于广义 Чаплыин系统 ,可以得到较好的结果. 广义 Чаплытин系统中约束方程、动能及力函

数不显含广义坐标 qε+β ,其运动方程为

Eσ( T 3 ) - ∑
�

β= 1

5 T
5Ûqε+β还得　 一些特

3
Eσ(φβ) =

5 U
5 qσ

(13)

(13)中不含 qε+β, Ûqε+β ,故可看成某一完整系统的运动方程. 假设 qσ = qσ0为 (13) 的平衡位置.

那么 ,当且仅当约束方程满足条件 :φβ( qσ0 , 0) = 0 时 ,上面的广义 Чаплытин系统存在平衡位

置 ,有形式

qσ = qσ0 , 　Ûqσ = 0 , 　qε+β = const . (14)

我们有结论 : 广义 Чаплытин系统平衡状态流形稳定 (渐近稳定 ,不稳定) 当且仅当广义

Чаплытин方程 (13)的平衡位置关于 qσ, Ûqσ稳定 (渐近稳定 ,不稳定) . 可以类似完整系统考虑

(13)的稳定性. 以此为依据 ,文献 [ 27 ]分别利用第一近似方法及构造 Ляпунов函数的方法 ,得

到广义 Чаплытин系统平衡状态流形的一些稳定性判据.

定理 2 . 2 . 2[27 ] 　　对于广义 Чаплытин系统 ,若其约束方程满足φβ( qσ,0) ≡,且力函数 U

在点 qσ= qσ0的充分小邻域负定 ,那么在关于独立广义速度为完全耗散的耗散力作用下 ,平衡状

态流形是渐近稳定的.

定理 2 . 2 . 3[27 ] 　　对于广义 Чаплытин系统 ,若其约束方程满足φβ( qσ, 0) ≡0 ,且力函数

U 在点 qσ=σσ0的充分小邻域内非常负 ,那么在关于独立广义速度为完全耗散的耗散力作用下 ,

其平衡状态流形是不稳定的.

取 Ляпунов函数为 V = T 3 - U ,利用 Красовский渐近稳定与不稳定性定理[30 ] ,可以证明

上面两个定理.

文献[28 ]将定理 2. 2. 1 的结果推广到非线性非完整系统相对平衡状态流形的稳定性. 对于

某些力学系统 ,文献[44～46 ]建立了关于平衡位置集合的稳定性理论. 文献 [ 10 ]将 Ляпунов稳

定性理论推广到非自治系统关于点集的稳定性 ,并通过构造 Ляпунов函数将此结论应用于一

个特殊的非完整系统. 文献[30 ]将非完整系统平衡状态流形的稳定性转化为相应完整系统在约

束流形上的稳定性 ,得到一些稳定性判据 ,这些结果仅适用于广义坐标能反映运动整体性的系

统.

非完整系统平衡状态流形稳定性是个十分困难的课题 ,还有许多问题 ,如 :在大范围意义

下 ,其严格的数学描述等.

例 4 　考虑例 1 中的系统. 由定理 2. 2. 1 知 ,当μ1 , μ2 > 0 时 ,平衡状态流形是渐近稳定的.

例 5 　非匀质圆球在绝对粗糙水平面上的滚动[9 ,17 ] .

例 6 　设力学系统的动能为 T =
1
2

Ûq2
1 + Ûq2

2 + Ûq2
3 - Ûq2 Ûq3sin q1　 　,力函数为 U = -

1
2

q2
1 + q2

2 . 1 　 ,系 统,耗散函数为 F =
1
2

2 Ûq2
1 + Ûq2

2 + Ûq2
3sin2 q1 - 2 Ûq1 Ûq3sin q1( 3　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　



2 . 3 　平衡位置关于部分变量稳定性

非完整系统的平衡位置往往不是孤立的 ,因此其关于部分变量的稳定性就显得尤为重要.

类似完整系统关于部分变量稳定性的研究方法 ,可以得到

定理 2 . 3 . 1 　 (В. В. Румянцев[5 ]) 　　对于线性、齐次、定常的非完整系统 ,如果在平衡位

置邻域内力函数关于变量 qσ(σ= 1 , ⋯,ε) 是负定的 ,那么无论有无耗散力作用 ,平衡位置关于

部分变量 qσ, Ûqσ都是稳定的.

定理 2 . 3 . 2 　 (В. В. Румянцев[5 ]) 　　对于线性、齐次、定常的非完整系统 ,如果在平衡位

置上 grad U = 0 ,并且在平衡位置的无论多么小的邻域内 ,力函数 U 的二次部分和表达式

∑
ε

σ= 1
qσ

5 U
5 qσ

+ ∑
�

β= 1

5 U
5 qε+β

bε+β,σ　

对于变量 qσ(σ= 1 , ⋯,ε) 是负定的 ,那么在对独立广义速度为完全耗散的耗散力作用下 ,平衡

位置关于部分变量 qσ, Ûqσ是渐近稳定的.

文献[5 , 6 ]还给出一系列关于部分变量稳定 ,不稳定及渐近稳定的判据. 文献 [ 27 ]将上面

的结果推广到非线性非完整系统. 文献[31 ]指出 ,非完整系统平衡位置关于部分变量的稳定性

等价于相应完整系统平衡位置在约束流形上关于部分变量的稳定性 ,利用 Лянунов关于部分

变量的稳定性理论 ,得到线性和非线性非完整系统的一些稳定性判据.

对于某些非完整系统. 其关于全部变量稳定性与关于部分变量的稳定性具有等价关系 ,文

献[31 , 32 ]考虑了这类问题.

假设 q = �q ,Ûq = 0 为系统的平衡位置. 如果非完整约束 (1)的前 �′个方程能表示为以下形式

Ûqε+β′ = ∑
ε′

σ′= 1

φσ′
β′( q , Ûq″) Ûqσ′　(β′= 1 , ⋯,�′) (15)

其中 q = ( q1 , ⋯, qn) T , Ûq″= ( Ûq1 , ⋯, Ûqε) T , ε′Φε, �′Φ�. 要求φσ′
β′在以下区域 Q 内连续有界

Q = { (q ,Ûq″) | ‖( q′- �q′,Ûq″‖ < H, 　‖qÊ - �qÊ‖ < + ∞} ( 16)

其中 H > 0 , q′= ( q1 , ⋯, qε′, qε+ g′+ 1 , ⋯, qn) T , qÊ= ( qε′+ 1 , ⋯, qε, qε+ 1 , ⋯ qε+ g′)
T . 即存在

A > 0 ,使得φσ′β′在 Q 内满足 ‖φσ′β′‖< A .

定理 2 . 3 . 3[30 ] 　　对于受有非完整约束 (15) 的定常力学系统 ,其平衡位置关于部分变量

q′,�q″稳定的充要条件是此平衡位置关于变量 q′, Ûq″稳定. 这里 �q′= ( q1 , ⋯, qε′, qε+ 1 , ⋯,

qn) T .

显然 ,如果ε′=ε, g′= g ,那么定理 2. 3. 3 给出一类非完整系统关于全部变量和关于部分

变量 qσ, Ûqσ稳定的等价关系. 假设非完整约束 (1)中不含变量 qε+ 1 , ⋯, qn ,且能表为

Ûqε+β = ∑
ε

σ= 1
f
σ
β( Ûq″, Ûq″) Ûqσ　(β = 1 , ⋯, g) (17)

要求 f
σ
β在点 Ûq″= �q″, Ûq″= 0 的附近连续. 这是 (15)的一个特殊情况 ,故由定理 2. 3. 3 知

推论 2 . 3 . 1[32 ] 　对于受有非完整约束 (17)的定常力学系统 ,其平衡位置关于部分变量 Ûq″,

Ûq″稳定的充要条件是此平衡位置关于全部变量 q , Ûq″稳定.

假设系统的约束方程 , Lagrange 函数及广义力中不显含广义坐标 qε+β(β= 1 , ⋯, g) . 这

时 ,称系统存在循环坐标 qε+β. 此系统的广义 Чаплыин方程中不显含 qε+β, Ûqε+β.

推论 2 . 3 . 2 　如果受有非完整约束 (17) 的定常力学系统存在循环坐标 qε+β ,则此系统的
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平衡位置 Ûq = �q , Ûq = 0 稳定的充要条件是系统的广义 Чаплыин方程在其平衡位置 q″= �q″,

�q″= 0 稳定.

证明　　必要性显然成立 ,只需证明充分性. 系统的广义 Чаплыин方程在 Ûq″= �q″, �q″= 0

稳定 ,那么系统的平衡位置 Ûq = �q , Ûq = 0 关于部分变量 Ûq″, Ûq″稳定. 由推论 2 . 3 . 1 知 ,系统的平

衡位置关于全部变量 q , Ûq″稳定.

Чаплыгин系统是保守的 ,且有循环坐标 qε+β的非完整系统 ,且其约束是一阶线性 ,齐次和

定常的. 由推论 2. 3. 2 知

推论 2 . 3 . 3 　Чаплыгин系统的平衡位置 q = �q , Ûq = 0 稳定的充要条件是它 Чаплыгин方

程在其平衡位置 q″= �q″, Ûq″= 0 稳定.

例 7 　　例 1 中的系统满足定理 2 . 3. 1 的条件 ,此系统的每一个平衡位置关于变量 x , y ,

Ûx , Ûy 是稳定的. 更进一步 ,此系统还满足定理 2. 3. 2 的条件 ,故平衡位置关于部分变量 x , y ,

Ûx , Ûy 是渐近稳定的.

例 8 [4 ] 　　一力学系统受有如下非完整约束

Ûz = cyÛx

其中 c 为常数. 系统的动能为 T =
1
2

( Ûx 2 + Ûy2 + Ûz 2) ,力函数为 U = z +
1
2

( ax 2 + by2) ,其中 a ,

b 为非零常数. 系统的平衡位置为

x = y = 0 , 　z = const .

可以推得[4 ] ,当 a > 0 或 b > 0 时 ,平衡位置关于部分变量 x , y , Ûx , Ûy 不稳定 ;当 b <π2 a < 0 时 ,

平衡位置关于 x , y , Ûx , Ûy 稳定. 所以 ,由推论 2. 3. 1 知 ,当 a > 0 或 b > 0 时 ,系统的平衡位置关

于全部变量不稳定 ;当 b <π2 a < 0 时 ,系统的平衡位置关于全部变量稳定.

2 . 4 　平稳运动的稳定性

平稳运动一般是指非循环坐标以及相应于循环坐标的速度保持为常值的一类运动[33 ] . 根

据循环坐标是否依赖于运动方程 (包括约束方程和广义 Чапгыин方程) 和运动方程是否存在循

环积分 ,可将以往非完整系统平稳运动归纳为四类. 第一类 ,运动方程存在循环积分 ,但它可能

显含循环坐标. 1965 年 , Семенова[11 ]首先考虑这类系统的平稳运动 ,他认为 ,非完整系统的平

稳运动不是孤立的 ,而组成流形 ,其维数不低于约束方程数目与循环坐标数目之和. 后来 ,

Сумбатов[12 ]推广了 Семенова的定义 ;第二类 ,运动方程中不显含循环坐标 ,但它可能不存在循

环积分. 1966 年 , Неймарк和 Фуфаев[9 ,13 ]首先讨论这类系统的平稳运动 ,他们指出 ,非完整系

统的平稳运动不是孤立的 ,而组成维数不小于 1 的一个流形. 后来 , Емельянова和 Фуфаев等推

广了这类定义 ;第三类 ,运动方程不显含循环坐标 ,且存在循环积分. Шульгин, Карпетян等研

究了这类系统的平稳运动 ,通过引入 Routh 函数 ,他们将非完整系统的运动方程降阶 ,把原系统

平稳运动的稳定性问题转化为降阶后的系统平衡位置的稳定性问题 ;第四类 ,运动方程显含循

环坐标 ,且不存在循环积分. Карапетян[14 ,15 ]首先研究这类系统 ,将非完整系统平稳运动的稳定

性问题转化为完整系统平衡位置的稳定性问题. 后来 , Карапетян[16 ] , Атажанов和

Красинская[35 ,36 ]等进一步考虑了这类平稳运动的稳定性.

以上四类问题中 ,第一类的研究结果较少 ,第三类可类似完整系统考虑 ,下面简介第二类及

第四类的研究结果. 这四类问题之间实际上存在一些关系[33 ] .
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假设系统除有势力外 ,还受有耗散力的作用 ,系统的 Lagrange 函数 L 及耗散函数 F 中不显

含后 l 个广义坐标 ,且 F 不含后 l 个广义速度. 设系统所受非完整约束的形式为

∑
n

s = 1
Bβs ( q1 , ⋯, qn - l) Ûqs = 0 　(β = 1 , ⋯, g) (18)

此系统的运动方程可表为 Routh 方程的形式

d
d t

5 L
5 Ûqi

-
5 L
5 qi

= ∑
�

β= 1

λβBβi -
5 F
5 Ûqi

, 　 d
d t

5 L
5 Ûqn - l +ρ

= ∑
�

β= 1

λβBβ, n - l +ρ

( i = 1 , ⋯, n - l ; ρ = 1 , ⋯, l) (19)

系统存在平稳运动

qi = qi0 , 　Ûqi = 0 , 　Ûqn - l +ρ = Ûqn - l +ρ,0 (20)

系统平稳运动满足方程

5 L
5 qi

+ ∑
�

β= 1

λβ0 Bβi = 0 , 　∑
�

β= 1

λβ0 Bβ, n - l +ρ = 0 , 　∑
l

ρ= 1
Bβ, n - l +ρÛqn - l +ρ,0 = 0 (21)

方程 (21)组成为确定 n + g 个量 qi0 ,λβ0 , Ûqn - l +ρ,0的 n + g 个方程的系统. 可以推出 ,方程 (21)

中至少有一个方程不是独立的 ,于是 ,平稳运动组成维数不小于 1 的流形. 这时 ,对非完整系统

平稳运动稳定性的研究 ,类似于对非完整系统平衡位置稳定性的研究[9 ,13 ] .

对于某些存在平稳运动的非完整系统 ,其运动方程可能不存在循环积分 ,且非完整约束方

程中显含循环坐标. 下面考虑线性、齐次、定常的非完整系统. 假设系统的 Lagrange 函数 L ,耗

散函数 F 和约束方程 (8) 对于广义速度 Ûqσ的所有系数都不显含广义坐标 qα(α= n - m + 1 ,

⋯, n ; 0 Φ m Φ g) . 这时 ,约束方程的前 g - m 个方程和嵌入约束后的 Воронец方程中都不显

含广义坐标 qα及广义速度 Ûqα. 这样 ,可把约束方程的前 g - m 个方程和嵌入约束后的 Воронец

方程结合 ,作为系统的一个子系统 ,与其余方程区分开来. 此子系统的运动方程为

Ûqε+β′ = ∑
ε

σ= 1
bε+β′,σ( q1 , ⋯, qn - m ) Ûqσ 　 (β′= 1 , ⋯, g - m ) (22)

d
d t

5 L 3

5 Ûqσ
-

5 L 3

5 qσ
- ∑

g- m

β′= 1

5 L 3

5 qε+β′
bε+β′,σ - ∑

ε

μ,υ= 1
∑

g

β= 1
K
β
σμυÛqμÛqυ = -

5 F 3

5 Ûqσ
(23)

假设 L 3 , F 3 , bε+β,σ及 ∑
�

β= 1
K
β
σμυ= 0 中不显含广义坐标 qρ(ρ = k + 1 , ⋯, ε;0 Φ k Φε) ,且

5 F 3

5 Ûqρ
= 0 , 　 ∑

�

α= g- m +1
K
α
ρρ

1
ρ

2
= 0 , 　bε+β′,ρ = 0 　 (ρ,ρ1 ,ρ2 = k + 1 , ⋯, ε) (24)

这时系统存在如下的平稳运动

qr = qr0 , 　Ûqρ = Ûqρ0 , 　qε+β′= qε+β′,0 　 ( r = 1 , ⋯ , k ; ρ = k + 1 , ⋯, ε; β′= 1 , ⋯, g - m) (25)

平稳运动 (25)不是孤立的 ,而组成维数不小于约束方程 (22) 的数目与循环坐标数目之和的流

形[15 ] .
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令

qr = x r + qr0 , 　Ûqρ = yρ + Ûqρ0 , qε+β′ = zε+β′+ qε+β′,0 (26)

将 (26)代入 (22) (23)中 ,可得扰动方程 ,其特征方程有如下形式

Δ = λn - m - kf (λ) = 0 (27)

即特征方程有 n - m - k 个零根. 类似 Айзерман2Гантмахер定理[3 ]的推导方法 ,据 Ляпунов2
Малкин定理及 Ляпунов按一次近似的不稳定性定理 ,可以得到

定理 2 . 4 . 1 　 ( А. В. Карапеяян[15 ]) 　　如果特征方程 (27) 的所有根 ,除数目等于 n - m

- k 个零根外 ,都具有负实部 ,那么平稳运动 (26)相对变量 qr , Ûqρ, qε+β′是稳定的. 此时 ,所有充

分接近未扰运动的扰动运动 ,当 t →∞时 ,趋于平稳运动流形上的一点 ;如果特征方程 (27) 至少

有一个具有正实部的根 ,那么平稳运动 (26)是不稳定的.

通过基本变换 ,可将去掉 n - m - k 个零根后的特征方程 (27)变为以下形式[15 ]

det A ijλ
2 + B ijλ+ Cij+ = 0 　 ( i , j = 1 , ⋯, k) (28)

这可看成某一完整系统运动方程的特征方程. 从而 ,非完整系统平稳运动的稳定性转化为含 k

个自由度的完整系统平衡位置的稳定性.

类似定理 2. 2. 1 ,也可把定理 2. 4. 1 应用于平稳运动流形. 除 n - m - k 个零根外 , (27) 的

所有根都具有负实部 ,那么系统的平稳运动流形渐近稳定.

让 m = g ,则子系统 (22) (23)中只包括嵌入约束后的 Воронец方程 ,文献[ 14 ]所考虑的系

统属于这种情况. 后来 ,这些问题得到进一步发展[35 ,36 ] . 文献 [ 16 ]研究了受有粘性摩擦力作用

的非完整系统 ,讨论了此类系统与原系统同样平稳运动的存在性问题 ,并得到一些关于

Ляпунов稳定性的结果. 文献[30 ]放宽限制条件 ,将定理 2. 4. 1 推广到非线性非完整系统.

近来 ,广义力对非完整系统平稳运动稳定性的影响问题也得到研究. 文献 [ 37 ]分析了一些

特殊非完整系统平稳运动引入陀螺力后镇定的可能性问题. 文献 [ 34 ]指出 ,对于某些非完整系

统 ,通过引入关于部分或全部循环坐标的控制力 ,可使不稳定的平稳运动变成稳定.

例 9 匀质圆盘在重力作用下沿绝对粗糙水平面的滚动[9 ,17 ] . 系统的 Lagrange 函数为 L =

1
2

m ( Ûx 2 + Ûy2 + a2 Ûθ2cos2θ) +
1
2

{ AÛθ2 + A Ûψ2 sin2θ + C ( Ûψcosθ+ Ûφ) 2 - m gasinθ,耗散函数为 F

=
1
2

hÛθ2 . 此系统存在平稳运动

θ = θ0 , Ûψ = Ûψ0 , 　Ûφ = Ûφ0

此平稳运动组成维数为 2 的流形. 可利用定理 2. 4. 1 分析此系统平稳运动的稳定性.

2 . 5 　非完整控制系统的镇定

非完整控制系统的研究可追溯到本世纪 60 年代 ,由于问题的复杂性 ,其后的 20 多年进展

缓慢 ,所得结果大多停留在建立基本的运动方程 ,这些工作的主要内容在文献[17 ]中做了概括.

近 10 年以来 ,由于大量的实际问题的需要 ,非完整控制系统引起了广泛的关注 ,在系统的镇定、

控制及非完整运动规划等方面得到了很多的重要结果 ,在许多的重要学术期刊和国际会议上发

表了大量的学术论文. 这些研究的部分早期工作已在文献 [ 47 , 48 ]中给出. 下面仅介绍非完整

控制系统镇定问题的有关结果.
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以往主要研究了受线性、齐次、定常的非完整约束的控制系统的镇定问题 ,此类系统的运动

方程可表为以下形式

∑
n

k = 1
M sk ( q) q¨k + Fs ( q , Ûq) = ∑

�

β= 1
asβ( q) λβ + ∑

r

i = 1
B is ( q) u i 　 ( s = 1 , ⋯, n) ( 29)

∑
n

k = 1
akβ( q) q¨k = 0 　 (β = 1 , ⋯, g) (30)

且假定方程 (30)能转化为

Ûqε+β = ∑
ε

σ= 1
bε+β,σ( q) Ûqσ (31)

系统 (29) (30)可统一表为

Ûx l = f l ( x ) + ∑
r

i = 1
u igil ( x) 　 ( l = 1 , ⋯,2 n - g) (32)

其中 x = ( x 1 , ⋯, x 2 n - g) T = ( q1 , ⋯, qε, Ûq1 , ⋯, Ûqε, qε+ 1 , ⋯, qn) T . 系统 (29) (30)在 u = 0 时

的平衡位置不是孤立的 ,而组成维数不小于约束方程数目的流形. 鉴于此特性 ,可研究系统平衡

状态流形 ,单个的平衡位置及一般运动的稳定性. 对于平衡状态流形 L 的镇定 ,有结论

定理 2 . 5 . 1 　 (A. M. Bloch[49 ]) 　　若将方程 (32)在 L 上每一点处线性化 ,所得线性方程

的能控阵的秩都为 2 n - 2 g ,则可通过光滑状态反馈使非完整控制系统 (29) (30)的平衡状态流

形 L 渐近稳定. 设

L′= { ( q , Ûq) | Ûq = 0 , fσ( q) = 0 , σ = 1 , ⋯,ε}

为系统 (29) (30)在 u = 0 时的 �维光滑平衡子流形 ,且设 r Ε n - �. 这时 ,有

定理 2 . 5 . 2 　 (A. M. Bloch , M. Reyhanoglu , N. H. McClamroch[50 ]) 　假设非完整约束

(30)满足 (i) 若 qσ( t ) , Ûqσ( t ) 是指数衰减函数 ,则 Ûqε+β = ∑
ε

υ= 1
bε+β ,υ( qσ( t ) , qε+γ) Ûqυ( t ) 的解有

界 ; (ii)矩阵
5 fσ
5 qυ 　 θ和

5 fσ
5 qυ+ ∑

�

β= 1

5 fσ
5 qε+β

bε+β,υ 0

,　

是满秩的. 那么 ,可以通过光滑状态反馈使平衡子

流形 L′渐近稳定.

对于系统的单个平衡位置 ,由 Brockett 关于稳定性的必要条件[51 ]知 ,不可能通过光滑状态

反馈使其渐近稳定. 但系统 (29) (30)的平衡位置是强可达和小时间局部可控的 ,可通过非连续

状态反馈使其渐近稳定[50 ] . 分别针对一些特殊的非完整控制系统 ,文献[ 52 , 53 ]考虑了利用时

变光滑状态反馈 ,文献[54 ]考虑利用非光滑状态反馈 ,使平衡位置镇定. 近几年 ,平衡位置的指

数收敛性也得到研究 ,文献[55 ]利用分段光滑纯反馈 ,文献[56 ]利用非光滑时变反馈 ,分别讨论

了几类非完整控制系统平衡位置按指数镇定的问题. 另外 ,非完整控制系统的非平衡解的镇定

问题也已引起关注[57 ] .

3 　应用

非完整系统稳定性理论不断发展的同时 ,其应用也受到广泛的关注 ,特别是近 10 年来 ,在
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对非完整控制系统的研究中 ,绝大多数工作是结合具体的实际问题进行的. 比较突出的应用有

(1)滚轮系统的线路稳定性 　　滚轮系统 ,如自行车、摩托车、汽车、火车车厢、飞机起落架、

带轮的机器人等 ,一般都是非完整系统. 文献[9 ] 研究了滚轮系统的线路稳定性问题. 许多具体

现象涉及线路稳定性 ,如 :在一定速度下 ,即使轮胎制造非常好 ,在极平坦的路面上行驶 ,汽车也

会失去稳定 ,这只能用非完整力学的线路稳定性理论解释.

(2)航天结构的运动稳定性 　　许多航天结构的运动与非完整力学有关. 如 :卫星对接问题

中 ,为避免使联结件发生扭转而破坏 ,常常要求两卫星以同样角速度转动 ,这一问题需利用非完

整动力学理论 ;航天结构自由漂浮时守恒律对操作的影响 ,这是一个非完整运动规划问题 ;等

等. 对于某些非完整系统 ,可能有完全不同于完整系统的失稳现象[47 ] ,这对航天结构的运动控

制会有较大影响 ,此问题已引起一些学者的注意.

(3)机器人的运动规划 　　近 10 年来 ,在非完整力学的应用中 ,滚轮机器人是国际上研究

最多的非完整系统 ,针对各种不同的情形 ,许多学者对其镇定、控制及运动规划等方面做了大量

的研究 ,得到不少有意义的结果[52～61 ] . 另外 ,受有非完整约束的机器人操作器也得到研究[62 ] .

由于系统的复杂性 ,至今对滚轮机器人的研究还停留在仅考虑在平面等较简单的环境下作纯滚

动的情况 ,对更复杂的问题研究较少. 若考虑到机器人的又滚又滑运动 ,则需加上单面约束 ,对

受单面约束的机器人系统进行研究很有必要 ,至今未发现这方面的成果.

4 　结束语

尽管从 Whittaker 提出非完整系统稳定性问题以来 ,不少学者做出了很大的努力 ,已得到

一些重要成果 ,但是 ,与完整系统相比还很不完善 ,有不少问题还有待进一步研究. 下面提出几

个问题 ,供研究参考.

(1)对以往课题作进一步研究 ,将完整系统的结论推广到非完整系统.

(2)应用现代数学理论 ,特别是现代微分几何知识. 非完整系统平衡位置一般不孤立 ,故对

其稳定性作大范围的研究很有必要 ,以往在这方面的结果有很强的局限性. 对一般非完整系统 ,

其稳定性的几何提法及判断方法是一个十分困难的课题.

(3)动力学中随机过程的研究是科学和工程中的重要课题 ,已取得重要进展. 近几年来 ,非

完整系统的随机问题已引起一些学者的关注. 受非完整约束的系统 ,其随机性可能表现在约束

方程中 ,这类系统的随机响应十分复杂 ,随机稳定性也是非常困难的课题 ,其提法及解法有待深

入研究.

(4)分叉 ,混沌问题是现代非线性科学中的重要课题. 非完整系统的定性分析中 ,也少不了

要考虑分叉与混沌问题. 近几年来 ,一些学者研究过一些特殊非完整系统的分叉现象 ,如在水平

面上滚动的重刚体. 这一方面的结果还不多.

(5)非完整系统有着广泛的应用背景 ,国际上近 10 年来在控制、机器人等领域关于这方面

的成果很多 ,稳定性问题是研究的热点之一. 国内对非完整系统的应用问题研究得很少 ,还未见

有重要价值的成果.
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Abstract 　This paper reviews developments in the study of stability of nonholonomic systems , in2
cluding the stability of the equilibrium state with respect to all variables , the equilibrium manifold
and the stationary motions , partial stability and the stabilization of nonholonomic control systems.
Moreover , several important applications of the stability of nonholonomic systems are discussed ,
and some proposals for the study in the future are made.
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