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摘 　要 　提出一个新力学 ———Birkhoff 系统动力学的基本理论框架 , 介绍近年的研究成果 ,
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1 　引 　言

1927 年美国著名数学家 Birkhoff G D 在其名著《动力系统》中给出比 Hamilton 方程

更为普遍的一类新型动力学方程 , 并给出比 Hamilton 原理更为普遍的一类新型积分变分

原理[1 ] . 1978 年美国物理学家 Santilli R M 建议将这个新方程命名为 Birkhoff 方程. 这个

新原理可称为 Pfaff2Birkhoff 原理. 1989 年苏联学者 ГалиуллинАС认为 , 对 Birkhoff 方

程的研究是近代分析力学的一个重要发展方向[3 ] .

以 Birkhoff 方程和 Pfaff2Birkhoff 原理为基础 , 可以提出一个新力学 ———Birkhoff 系统

动力学的基本理论框架 , 包括

·Birkhoff 方程和 Pfaff2Birkhoff 原理

·完整力学系统的 Birkhoff 动力学

·非完整力学系统的 Birkhoff 动力学

·Birkhoff 系统的积分理论

·Birkhoff 系统动力学逆问题

·Birkhoff 系统的运动稳定性

·Birkhoff 系统的代数和几何表示

Birkhoff 系统动力学是 Hamilton 力学的自然推广 , 可在原子分子物理 , 强子物理中找

到应用[2 ] . 同时 , 在非相对论经典力学范围内 , 约束力学系统 ———完整的和非完整的 ,

可纳入 Birkhoff 系统的框架.
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Hamilton 系统理论犹如一颗参天大树 , 已经根深叶茂 , 成为当今非线性科学研究中

一个最富成果而又生机勃勃的研究方向[4 ] . 相信 , Birkhoff 系统动力学亦将在非线性科学

中扮演一个重要角色.

2 　Birkhoff 系统动力学的基本理论框架

下面提出 Birkhoff 系统动力学的基本理论框架.

2. 1 　Birkhoff 方程和 Pfaff2Birkhoff 原理

2. 1. 1 　Birkhoff 方程

Birkhoff 方程的一般形式为[2 ]

6
2 n

ν= 1

5 Rν( t , a)

5 a
μ -

5 Rμ( t , a)

5 a
ν更为　 一类新 Ûaν -

5 B ( t , a)

5 a
μ +

5 Rμ( t , a)

5 t
of　 .1 9 = 0 , (μ = 1 , ⋯, 2 n) (1)

其中 aμ为变量 , t 为时间 , Rμ (t , a) 称为 Birkhoff 函数组 , B ( t , a) 称为 Birkhoff 函

数 , 而

ωμν =
5 Rν

5 a
μ -

5 Rμ

5 a
ν (2)

称为 Birkhoff 张量. 如果函数 Rμ , B 都不显含时间 t , 则 Birkhoff 方程称为自治的 , 有形

式

6
2 n

ν= 1

ωμν( a) Ûaν -
5 B ( a)

5 a
μ = 0 　　(μ = 1 , ⋯, 2 n) (3)

如果函数 Rμ不显含时间 t , 则 Birkhoff 方程称为半自治的 , 有形式

6
2 n

ν= 1

ωμν( a) Ûaν
-

5 B ( t , a)

5 a
μ = 0 　　(μ = 1 , ⋯, 2 n) (4)

一般形式的 Birkhoff 方程 (1) 称为非自治的. 通常假设 Birkhoff 方程是规则的 , 即设

det (ωμν) ≠0 (5)

众所周知 , Hamilton 正则方程有形式

Ûqk =
5 H
5 pk

, Ûpk = -
5 H
5 qk

　　( k = 1 , ⋯, n) (6)

令

a
μ

=
qμ　　(μ = 1 , ⋯, n)

pμ- n 　(μ = n + 1 , ⋯, 2 n)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　要求

促进　　　　　　　　　　　　　



则方程 (6) 可表为 Birkhoff 方程 (4) 的形式. 因此 , Hamilton 正则方程 (6) 是半自治

Birkhoff 方程 (4) 的特殊情形.

2 . 1 . 2 　 Pfaff2Birkhoff 原理

积分

A =∫
t
2

t
1 论 框 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　 　　 　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　μ

　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 t,

, R0
ν =

pν (ν = 1 , ⋯, n)

0 (ν = n + 1 , ⋯,2 n)

　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　 　 　　　 　　 　　　 　　



程形式 , 它自然是 Birkhoff 系统.

2 . 2 . 2 　一般完整系统的 Birkhoff 动力学

一般完整力学系统的 Lagrange 方程为

d
d t

5 T
5Ûqs

-
5 T
5 qs

= Qs 　　( s = 1 , ⋯, n) (14)

它可展开为

q̈s = gs ( qk , Ûqk , t) 　　( s , k = 1 , ⋯, n) (15)

有多余坐标的完整力学系统 , 变质量完整力学系统 , 完整系统的相对运动动力学等都有形

如 (15) 的方程. 令

as = qs 　　an + s = Ûqs

则方程 (15) 表为标准一阶形式

Ûaν =ν (ν = 1 , ⋯,2 n)

σs = an + s , σn + s = gs ( ak , an + k , t)
(16)

欲使方程 (16) 有 Birkhoff 形式 (1) , 即要求

Ûaμ - σμ ≡ 6
2 n

ν= 1

5 Rν

5 a
μ -

5 Rμ

5 a
ν 　　 Ûaν -

5 B
5 a

μ +
5 Rμ
5 t

　　　 　= 0

于是有

6
2 n

ν= 1

5 Rν

5 a
μ -

5 Rμ

5 a
ν =　σν( t , a) =

5 B
5 a

μ +
5 Rμ
5 t

　(μ = 1 , ⋯, 2 n) (17)

对于给定的 Birkhoff 函数 B , 无论 Birkhoff 函数组 Rμ是否显含 t , 方程 (17) 总可表为

Cauchy2Ковалевская型的. 根据 Cauchy2Ковалевская定理知 , 方程 (17) 的解总是存在

的[2 ] . 因此 , 一切完整力学系统的运动方程总有 Birkhoff 表示. 当然 , 对具体力学问题如

何构造 Birkhoff 函数 B 和 Birkhoff 函数组 Rμ , 这是一个困难问题. 文献 [2 ] 给出一些构

造方法.

2 . 3 　非完整力学系统的 Birkhoff 动力学

假设力学系统的位形由 n 个广义坐标 qs ( s = 1 , ⋯, n) 来确定 , 它的运动受有 g 个

理想双面 Четаев型非完整约束

fβ( qs , Ûqs , t) = 0 　　( β = 1 , ⋯, g ; s = 1 , ⋯, n) (18)

则系统的运动方程可表为 Routh 形式

d
d t

5 T
5Ûqs

-
5 T
5 qs

= Qs + 6
g

β= 1

λβ
5 fβ
5Ûqs

　　( s = 1 , ⋯, n) (19)

在运动微分方程积分之前 , 可由方程 (18) 、(19) 求出乘子λβ作为 q , Ûq , t 的显函数[7 ] ,

记作

λβ = λβ( qs , Ûqs , t) 　　 (β = 1 , ⋯, g) (20)
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将式 (20) 代入方程 (19) 并解出所有 q̈s , 记作

q̈s = gs ( qk , Ûqk , t) 　　( s , k = 1 , ⋯, n) (21)

称方程 (21) 为与非完整系统 (18) , (19) 相应的完整系统的运动方程. 如果运动初始条

件满足约束方程 (18) , 即

fβ q0
s , Ûq0

s , t0

t )

= 0 　　( β = 1 , ⋯, g) (22)

那么方程 ( 21) 的解就给出所论非完整系统的运动. 因此 , 非完整系统运动方程的

Birkhoff 化问题转化为相应完整系统方程 (21) 的 Birkhoff 化问题. 类似于2 . 2 节中的讨

论知 , 一切一阶非完整系统的运动方程都有 Birkhoff 表示[8 ] .

关于 Чаплвыгин非完整系统的 Birkhoff 表示问题参见文献 [9 ].

关于高阶非完整系统的 Birkhoff 化问题 , 可利用文献 [10 ] 的方法 , 转化为相应完整

系统的 Birkhoff 化问题.

2 . 4 　Birkhoff 系统的积分理论

Birkhoff 系统的积分理论主要包括 Birkhoff 方程的变换理论 , 广义 Hamilton2Jacobi 方

法 , Birkhoff 系统的 Noether 理论 , 积分 B i rkhof f 方程的场方法 , B i rkhof f 系统的 Poisson

理论等.

2. 4. 1 　 B i rkhof f 方程的变换理论

变换理论是一种重要的积分理论 . 在等时变换

t → t′≡ t , 　　a
μ → a′μ( t , a) (23)

下 , 新的 B i rkhof f 函数 B′和新的 B i rkhof f 函数组 R′ρ分别选为

B′( t , a′) = B - 6
2 n

α= 1

5 a
α

5 t
Rα ( t , a′)

R′ρ( t , a′) = 6
2 n

α= 1

5 a
α

5 a′ρ
Rαf f ( t , a′)

(24)

则在新变量下 B i rkhof f 方程保持其形式

6
2 n

σ= 1

5 R′σ( t , a′)

5 a′ρ
-

5 R′ρ( t , a′)

5 a′σ
一个　 题. 文Ûa′σ -

5 B′( t , a′)

5 a′ρ
+

5 R′ρ( t ,′a)

5 t
型　 约束 = 0

(ρ = 1 , ⋯, 2 n) (25)

　　在非等时变换

t → t′( t , a) , a
μ → a′μ( t , a) (26)
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下 , 新的 B i rkhof f 函数 B′和新的 B i rkhof f 函数组 R′ρ分别选为

B′( t′, a′) = B
5 t
5 t′- 6

2 n

μ= 1

Rμ
5 a

μ

5 t
运动　件 ( t′, a′)

R′ρ( t′, a′) = 6
2 n

μ= 1
Rμ

5 a
μ

5 a′ρ
- B

5 t
5 a′ρ

题转　应 完整 ( t′, a′) (27)

则在新变量下 B i rkhof f 方程保持其形式[2 ]

6
2 n

σ= 1

5 R′σ
5 a′ρ

-
5 R′ρ
5 a′σ

k h　 问 d a′σ

d t′ -
5 B′
5 a′ρ

+
5 R′ρ
5 t′　k ho = 0 　　 (ρ = 1 , ⋯, 2 n) (28)

如果等时变换 (23) 满足以下等式

6
2 n

μ= 1
Rμ( t , a) d a

μ
- B ( t , a) d t - 6

2 n

μ= 1
R′μ( t , a′) d a′μ + B′( t , a′) d t = d F( t , a , a′) (29)

其中 F 为 t , a , a′的某函数 , 则变换 (23) 为广义正则变换.

2 . 4 . 2 　广义 Hamilton2Jacobi 方法

研究半自治 Birkhoff 方程 (4) . 假设在广义正则变换

t → t′≡ t , a
μ → a

μ
0 ( t , a) (30)

下 , 新的 Birkhoff 函数恒为零 , 即

B ( t , a) → B′0 ( t , a0) = B - 6
2 n

α= 1

5 a
α

5 t
Rα ( t , a0) ≡0 (31)

则变换后的 Birkhoff 方程给出

Ûaν0 = 0 　　 (ν = 1 , ⋯,2 n)

于是

a
ν
0 = a

ν
0 ( t , a) = const . (32)

而原方程 (4) 的解由逆变换

a
μ

= a
μ( t , a0)

来得到 , 其中 a
ν
0 起着积分常数作用.

广义 Hamilton2Jacobi 方程为[2 ]

5 A g

5 t
+ B ( t , a) = 0 (33)
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Rμ( a) =
5 A g

5 a
μ , Rμ( a0) = -

5 A g

5 a
μ
0

(33)

其中

A g ( �E) =∫
t

t
0

d t 6
2 n

μ= 1
Rμ( a) Ûaμ - B ( t , a)μ5 ( �E) (34)

在

5 B
5 a

μ ≠0

下 , 方程 (33) 总可归为关于5 A g

5 t
,

5 A g

5 a
μ的一个偏微分方程.

2 . 4 . 3 　Birkhoff 系统的 Noether 理论

寻求力学系统守恒量的近代方法是研究 Hamilton 作用量在无限小变换下的不变性 ,

这就是所谓 Noether 对称性理论. 用 Pfaff 作用量替代以往研究中的 Hamilton 作用量 , 引

进 r2参数变换群的无限小变换的广义准对称性 , 可以建立 B i rkhof f 系统的 Noether 理论.

对 Birkhoff 系统 (1) , 如果有限群 Gr 的无限小变换

t 3 = t + 6
r

α= 1

εαξ
α
0 ( t , a) , a

μ3 = a
μ

+ 6
r

α= 1

εαξ
α
μ( t , a) (35)

是准对称变换 , 则系统有 r 个独立的第一积分[11 ]

6
2 n

μ= 1
Rμξ

α
μ - Bξα0 +λα

= C
α　(α = 1 , ⋯, r) (36)

其中λα称为规范函数. 生成函数ξα0 , ξαμ和规范函数λα满足如下广义 Killing 方程

5λα

5 a
ν + 6

2 n

μ= 1
Rμ

5ξαμ
5 a

ν +
5 Rν

5 a
μξ

α
μR

(

+
5 Rν
5 t

ξα0 - B
5ξ0

5 a
ν = 0 　(ν = 1 , ⋯, 2 n)

-
5λα

5 t
+ +

5 B
5 t

ξα0 + B
5ξα0
5 t

+ 6
2 n

μ= 1

5 B
5 a

μξ
α
μ - Rμ

5ξαμ
5 t

T = 0

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　



2 . 5 　Birkhoff 系统动力学逆问题

动力学逆问题是经典力学的主要问题之一 , 同时又与许多新兴学科密切相关[15 ] . 对

于 Birkhoff 系统动力学可提出如下 4 类逆问题 :

(1) 已知系统运动性质来组成 Birkhoff 方程 , 或者根据已知一部分运动方程和一些运

动性质来封闭方程组 ;

(2) Birkhoff 系统的对称与动力学逆问题 ;

(3) 根据 Pfaff2Birkhoff2D’Alembert 原理组建运动方程 ;

(4) 广义 Poisson 方法与动力学逆问题.

2 . 6 　Birkhoff 系统的运动稳定性

Birkhoff 系统的稳定性问题 , 包括系统的平衡稳定性和运动稳定性.

设自治 Birkhoff 系统 (3) 有平衡位置

a
μ

= a
μ
0 , Ûaμ = 0 　　 (μ = 1 , ⋯,2 n)

将其代入方程 (3) , 得到平衡方程

5 B
5 a

μ 论

求力 学
0

= 0 　　 (μ = 1 , ⋯,2 n) (38)

令

a
μ

= a
μ
0 +ξμ 　　(μ = 1 , ⋯,2 n) (39)

将式 (39) 代入方程 (3) 并注意到式 (38) , 得到系统的受扰运动方程

Ûξμ
= 6

2 n

ν= 1

ωμν 5 B
5 a

ν μ
1
　　(μ = 1 , ⋯,2 n) (40)

其中下标 1 表示其中的 a
μ用式 (39) 替代的结果 , 而ωμν为 (ωμν) 的逆矩阵元素. 方程

(40) 的一次近似方程写成形式

6
2 n

ν= 1

(Ωμν) 0 Ûξν - 6
2 n

ν= 1

(ωμν) 0ξ
ν

= 0 　(μ = 1 , ⋯,2 n) (41)

其中

Ωμν =
52 B

5 a
μ5 a

ν (42)

由方程 (40) 、(41) , 利用 Ляпунов直接法和一次近似法 , 可得如下结论 :

如果 a
μ = a

μ
0 (μ= 1 , ⋯, 2 n) 是自治 Birkhoff 系统的平衡位置 , 若 Birkhoff 函数 B

满足 B a
μ
0 t= 0 , 且 B 在 a

μ = a
μ
0 的邻域内为定号函数 , 则系统平衡位置是稳定的 . 自治

Birkhoff 系统一次近似方程 (41) 的特征方程的根总是成对互为反号出现的 ; 如有实部不

为零的根 , 则平衡是不稳定的[16 ] .

对 Birkhoff 系统的运动稳定性问题亦可进行类似讨论[17 ] .
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2 . 7 　Birkhoff 系统的代数和几何描述

2 . 7 . 1 　代数表示

将余切丛 T 3 M 上的函数 A ( a ) 按自治 Birkhoff 方程 (2) 或半自治 Birkhoff 方程

(3) 对时间 t 的导数定义为一个积

ÛA =
5 A
5 a

μω
μν5 B

5 a
νΔA . B (43)

它满足右分配律 , 左分配律和标律

A . ( B + C) = A . B + A . C

( A + B) . C = A . C + B . C

(αA ) . B = A . (αB ) = α( A . B )

(44)

因此 , 自治形式和半自治形式的 Birkhoff 方程具有相容代数结构. 进而 , 有

A . B + B . A = 0

A . ( B . C) + B . ( C . A ) + C . ( A . B ) = 0
(45)

因此 , 代数结构归为 Lie 代数结构[2 ] .

对非自治形式 Birkhoff 方程 (1) 来说 , 没有相容代数结构.

2 . 7 . 2 　几何表示

Birkhoff 方程以局部坐标中的恰当辛形式为特征. 对自治形式和半自治形式的

Birkhoff 方程定义微分 12形式

R1 = Rν( a) d a
ν (46)

它的外微分 d R1 是余切丛 T 3 M 上的 22形式

Ω = d R1 =
1
2
ωμνd a

μ ∧d a
ν (47)

它有恰当特性. 对非自治形式的 Birkhoff 方程 , 定义微分 12形式

R̂ 1 ( â ) = R̂ν( â ) d âν, 　 R̂ν( â ) =
- B (ν = 0)

Rν (ν = 1 , ⋯, 2 n)
　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　 直接 次 近 　 　　 　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　



X 为恰当辛流形 T 3 M 上的全局 Birkhoff 向量场. 半自治形式 Birkhoff 方程的全局特性表

为

i�XΩB ≡ �XâΩB = 0

t ( �X) = 1
(51)

其中

ΩB = �Ω - d B ∧d t , �Ω = π3Ω (52)

称 �X 为半自治全局 Birkhoff 向量场. 一般形式的 Birkhoff 方程的全局特性表为

i�X d R̂ ≡ Xâd R̂ = 0

d t ( �X) = 1
(53)

称 �X 为一般全局 Birkhoff 向量场[2 ] .

有关更详尽内容可参考文献 [18 ].

3 　结 　语

文献 [2 ] 写道 :“Birkhoff 力学是由 Hamilton 力学经过变换理论构造出的最一般可能

的力学. ”这是首次提出术语“Birkhoff 力学”. 文献 [ 2 ] 主要论述了 Birkhoff 方程 ,

Birkhoff 方程的变换理论 , Galilei 相对论的推广等三个问题. 本文称为“Birkhoff 系统动

力学”, 并给出了它的基本理论框架. 随着科学技术的发展 , 这个新力学还会增添许多新

的内涵. 文献 [19 ] 认为 , Birkhoff 力学是经典力学的新发展.

Birkhoff 系统动力学的进一步研究 , 可考虑以下几个方面 :

(1) 广义 Birkhoff 系统. 当系统方程的阶数不是 2n 阶 , 而是更高阶时 , 如广义经典

力学系统 , 广义 Hamilton 系统等. 对这类系统可建立广义 Birkhoff 系统动力学. 在这一

方面 , 文献 [20 ] 已作了某些研究.

(2) 约束 Birkhoff 系统. 当系统的变量 a
μ (μ= 1 , ⋯, 2 n) 不是彼此独立的 , 而受

到一些约束时 , 就称约束 Birkhoff 系统. 对约束 Birkhoff 系统 , 需组建动力学方程 , 研究

方程的积分理论 , 研究系统的运动稳定性 , 研究它的近代数学方法等.

(3) 无限维 Birkhoff 系统. 当系统的阶数增至无限大时 , 系统的动力学行为值得研

究.

(4) Birkhoff 系统及其各种推广的应用. Birkhoff 系统本身及其各种推广在力学 , 物理

学以及工程科学中的应用会有广阔前景.

本文作为大会报告曾在 MMM2V I 会议上宣读.
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THE PROGRESS OF RESEARCH ON DY NAMICS

OF BIRKHOFF’S SYSTEM

Mei Fengxiang

Department of Applied Mechanics , Beijing Institute of Technology , Beijing 100081

Abstract 　 This paper presents the frame of fundamental theory of a new mechanic ———dynamics of

Birkhoff′s system. It cites the research results in recent years. It outlines the future directions of re2
search.

Keywords 　Birkhoff′s system , Pfaff - Birkhoff′s principle , Noether′s theory , inverse problem of dy2
namics , stability of motion
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