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提要　结合20多年来国内外的研究成果, 评述奇异积分方程在裂纹体弹性波散射问

题中的应用, 特别是在界面裂纹散射问题中的应用. 讨论如何将裂纹散射问题归结

为奇异积分方程、如何用数值法求解这些方程等问题, 并指出奇异积分方程法与其

他积分方程法的关系. 最后展望了奇异积分方程在裂纹体散射问题中可能的应用前

景.
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1　引　言

积分方程是研究许多物理问题的一个重要的数学工具. 所谓积分方程即指在积分号下包

含未知函数的方程. 当其中的积分为广义积分时则称为奇异积分方程 (S IE). 但我们通常所

说的 S IE 专指以下两类方程:

　　　A ( t0) Υ( t0) +
B ( t0)

Πi ∫L

Υ( t)
t - t0

d t +∫L
K ( t0, t) Υ( t) d t = f ( t0) , 　　t0 ∈L (1. 1)

A ( t0) Υ( t0) +
B ( t0)

Πi ∫L
Υ( t) ctg

t - t0

a
d t +∫L

K ( t0, t) Υ( t) d t = f ( t0) , 　　t0 ∈L (1. 2)

它们分别称为 Cauchy 型和 H ilbert 型奇异积分方程. 其中 1
t - t0

和 ctg
t - t0

a
分别称为

Cauchy 核和H ilbert 核, 二者奇性相同; 常规核 K ( t0, t) 除可能具有对数奇性外没有其他奇

性. 当 K ( t0, t) = 0 时方程为特征方程. A ( t0) = 0 时称为第1类 S IE, 否则称为第2类 S IE. 关

于 S IE 的理论经过四五十年代前苏联格鲁吉亚学派的努力已逐渐完善. Мусхелищвли在其专
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著[ 1 ]中给出了非常系统的总结, 国内学者如路见可[ 2 ]等也在这方面做出了卓著贡献. 在数值解

方面 E rdogan [ 3 ]的工作非常突出.

奇异积分方程技术在弹性力学中获得了广泛的应用, 已成为求解弹性力学混合边值问题

的有力工具之一. 特别是对于一些带有奇性的问题, 如接触问题、裂纹问题等. 60年代末发展

起来的作为断裂动力学和弹性波散射理论重要内容之一的裂纹体弹性波散射问题也同样得益

于 S IE 技术的发展与成熟. 诚然, 裂纹散射问题发展至今, 已有不少有效的方法, 包括各种纯

数值方法、积分方程法以及各种近似解法 (如 T - 矩阵法, 几何射线法, 渐近匹配法等). 其

中积分方程法由于在给出任意频率下的远近场特性方面具有优越性而受到重视. 奇异积分方

程作为积分方程法的一种, 由于在处理奇异性方面具独到之处, 更是被广泛应用. 本文在总

结国内外二十几年研究成果以及笔者近几年在这方面的研究工作基础上评述了 S IE 方法在

裂纹体散射问题中的应用, 特别是在界面裂纹散射问题中的应用. 重点讨论了如何将不同问

题归结为 S IE、可适用于解决哪些问题等等, 并与其他积分方程法相比, 指出了它们之间的区

别、联系和各自特点. 对于 S IE 的数值求解及求解过程中可能遇到的困难也做了简要评述. 至

于最终结果及所揭示的物理特性本文很少涉及, 有兴趣的读者可参阅本文提 到的参考文献.

文章最后还讨论了 S IE 方法现存的问题及可能的应用前景.

2　奇异积分方程的导出

目前求解裂纹散射问题的积分方程法主要有3种: Cop son- Sih 方法, COD 方法和 S IE

方法. 其中Cop son- Sih 法由 Sih 及其合作者发展而来, 它利用积分变换最终将问题化为第2

类 F redho lm 积分方程求解. Sih 的专著[ 4 ]给出了全面总结, 国内范天佑[ 5 ]也进行了深入研究.

该方法可用于求解圆柱中的圆片裂纹[ 6 ]、圆筒中的圆环裂纹[ 7, 8 ]、有限方板中的裂纹[ 9 ]以及各

向异性介质中的裂纹[ 10 ]等复杂问题. 但后面的分析指出该方法对界面裂纹的平面问题不适

用. COD 方法则将问题归结为关于裂纹张开位移 (COD ) 的积分方程, 然后根据裂纹尖端的

平方根奇性将COD 作第2类Chebyshev 多项式级数展开求得结果. 该方法得到非常广泛的应

用, 如应用于无限空间和半无限空间的裂纹散射[ 11- 13 ]、界面裂纹的 SH 波散射[ 14- 16 ]、周期分

布裂纹的散射[ 17, 18 ]、圆片裂纹的非轴对称散射[ 19, 20 ]、矩形裂纹的散射[ 21, 22 ]以及任意分布多裂

纹的散射[ 23 ]等问题. 对于界面裂纹的 P 波或 SV 波散射问题, 由于裂纹尖端的复奇异性, 该

方法将遇到困难.

图1　均匀介质裂纹的散射

本文主要评述 S IE 法, 首先以一个简单的例子阐述

如何将裂纹散射问题归结为 S IE, 并与Cop sonSih 方法

和COD 方法进行比较.

2. 1　积分变换法推出 SIE

如图1所示, 一无限大均匀介质中有一直裂纹, 一角

频率为 Ξ的 SH 波以 Η0 的角度入射, 其形式为

　W
( i) (x , y ) = A exp [ iK T (x co sΗ0 + y sinΗ0) ] (2. 1)
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其中 K T 为横波波数. 式中省略了因子 exp [ - iΞt ] , 以下亦如此. 介质的总波场W 由入射波

场W
( i) 和散射波场W

(d ) 合成, 其中W
(d ) 满足方程

ý 2 W
(d ) + K 2

TW
(d ) = 0 (2. 2)

利用 Fou rier 变换 (简称 F 变换, 用 fθ (s) 表示 f (x ) 的 F 变换) , 并考虑辐射条件得

W
(d ) (x , y ) =

1
2Π∫

∞

- ∞
A + (s) exp [ - isx - ΒT y ], 　　y Ε 0

=
1

2Π∫
∞

- ∞
A - (s) exp [ - isx + ΒT y ], 　　y Φ 0 (2. 3)

其中 ΒT = (s2 - K 2
T ) 1ö2 = - i (K 2

T - s2) 1ö2. A + (s) 与A - (s) 的关系可由条件

T
(d )
y z (x , 0+ ) = T

(d )
y z (x , 0- ) , 　　ûx û < ∞ ( 2. 4)

确定, 结果为A + (s) = - A - (s) . 再引入裂纹面的张 (撕) 开位移—— ∃W (x ) , 即

W (x , 0+ ) - W (x , 0- ) = ∃W (x ) , 　　ûx û < a (2. 5)

可得

A + (s) = - A - (s) =
1
2

∃W (s) (2. 6)

利用边界条件

т( i)
y z (x , 0) + т(d )

y z (x , 0) = 0, 　　ûx û < a (2. 7a)

W
(d ) (x , 0+ ) = W

(d ) (x , 0- ) , 　　ûx û > a (2. 7b)

可得对偶积分方程组

-
Λ
4Π∫

∞

- ∞
ΒT ∃W{ (s) e- isx ds = - т( i)

y z (x , 0) , ûx û < a

-
1

2Π∫
∞

- ∞
∃W{ (s) e- isx ds = 0, ûx û > a

(2. 8a)

(2. 8b)

与 Sih 的结果比较 (可参见 [5 ] 中14. 3—14. 11式) , 形式完全相同, 将 ∃W{ (s) 分为奇偶两

部分之和, 沿用Cop son- Sih 法可获得第2类 F redho lm 积分方程, 从而得到最终解答. 详细

过程见文献 [4 ] 和 [5 ]. 若利用

∃W{ (s) =∫
a

- a
W (u ) e isudu ,
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则 ( 2. 8a) 化为

-
Λ
4Π∫

∞

- ∞
ΒT e- isx∫

a

- a
∃W (u ) e isududs = - т( i)

y z (x , 0) , 　　ûx û < a (2. 9)

此即为关于COD 的积分方程, 许多学者都是从此方程出发将W (x ) 展为第2类Chebyshev 多

项式而得到关于未知系数的线性方程组, 通过数值计算获得最终结果, 如文献 [15 ] (其中若

令两介质相同则其方程与式 ( 2. 9 ) 完全一样).

进一步引入裂纹面的位错密度函数 5 (x ) =
5

5x
(∃W ) , 亦可写为 ∃W (x ) =∫

x

- a
5 (u ) du .

显然有

∫
a

- a
5 (u ) du = 0 (2. 10)

利用分部积分得 (亦可通过交换积分次序)

∃W{ (s) = ∫
a

- a
∃W (u ) e isudu = ∫

a

- a∫
u

- a
5 (Ν) e isudu = is- 1∫

a

- a
5 (u ) e isudu (2. 11)

代入 ( 2. 8a) 或 ( 2. 9 ) 得

-
iΛ
4Π∫

∞

- ∞
s- 1ΒT∫

a

- a
5 (u ) e is (u- x ) duds = - т( i)

y z (x , 0) , 　　ûx û < a (2. 12)

由于积分∫
∞

- ∞
s- 1ΒT e is (u- x ) ds 不是一致收敛的, 所以欲交换式 ( 2. 12 ) 的积分顺序, 需将发散

部分提出作单独讨论, 发散部分由 s ±∞时被积函数 s- 1ΒT 的性态决定, 注意到当 s ±∞

时

s- 1ΒT = sgn (s) + O (s- 2) (2. 13)

再利用R iem ann- L ebesgue 公式[ 25 ] , 则有

∫
∞

- ∞
sgn (s)∫

a

- a
5 (u ) e is (u- x ) duds = 2i∫

a

- a

5 (u )
u - x

du (2. 14)

于是从 ( 2. 12 ) 中提出发散部分可得到Cauchy 奇异积分方程

Λ
2Π∫

a

- a

5 (u )
u - x

du + ∫
a

- a
5 (u ) K (u , x ) du = - т( i)

y z (x , 0) , 　　ûx û < a (2. 15)

其中

K (u , x ) =
Λ
2Π∫

∞

- ∞
。(s- 1ΒT - 1) sin [s (u - x ) ]ds (2. 16)

此 S IE 附加条件 ( 2. 10 ) 可唯一确定 5 (x ) .

2. 2　Green 函数法推出 SIE
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利用 Green 函数和积分表示定理 (或Bett i 互易定理) 同样可导出 S IE. 仍考虑上述问题,

无限大均匀弹性体中在 r0 = (x 0, y 0) 处作用反平面简谐线载荷时的 Green 函数为方程

ý 2W G + K 2
TW

G = - ∆(r - r0) (2. 17)

的解[ 26 ]:

W G (x , y ; x 0, y 0) =
i
4

H
(1)
0 (K T û r - r0û ) (2. 18)

其中H
(1)
0 (　) 为第1类H ankel 函数, r = (x , y ) . 由积分表示定理[ 26 ]得

W
(d ) (x , y ) =

i
4∫

a

- a
∃W (x 0)

5
5y 0

W G (x , y ; x 0, y 0)
y 0= 0

dx 0 (2. 19)

利用边界条件 ( 2. 7b) , 并注意 5
5y 0

H
(1)
0 (K T û r - r0û ) = -

5
5y 0

H
(1)
0 (K T û r - r0û ) , 得

- lim
y→0

iu
4

52

5y 2∫
a

- a
∃W (x 0)H

(1)
0 (K T (x - x 0) 2 + y 2 ) dx 0 = - т( i)

y z (x , 0) , 　ûx û < a

(2. 20)

此即为关于COD 的积分方程, 很多学者从此方程直接求解最终结果, 如文献 [11—13 ] 等.

实际上, 只要利用

H
(1)
0 (K T x 2 + y 2 ) =

1
Πi∫

∞

- ∞
Β- 1

T e- isx - ΒT ûy ûds (2. 21)

便可将式 ( 2. 20 ) 化为式 ( 2. 9 ). 同样可将 ( 2. 20 ) 化为 ( 2. 8a) , 即由 Green 函数法同

样可得到式 ( 218 ) 所示的对偶积分方程组, 详见 [26 ]. 若再引入同前定义的位错密度函数

—— 5 (x ) 则有

T
(d )
y z (x , y ) =

iu
4Π∫

a

- a
5 (u )∫

∞

- ∞
Β- 1

T e is (u- x ) - ΒT ûy ûdsdu (2. 22)

代入 ( 2. 20 ) 即可得式 ( 2. 15 ) 所示的 S IE. 注意从 ( 2. 20 ) 到 ( 2. 8 )、 ( 2. 9 ) 或 ( 2115

) 的过程中实际隐含了极限 lim
y→0

与积分∫
∞

- ∞
ds 交换顺序的问题, 其详细证明请参阅文献 [24 ].

至此, 我们分别利用两种方法导出了对偶积分方程、关于COD 的积分方程和Cauchy 奇

异积分方程. 两种方法是等价的, 可求解同样的问题. 一般来说, 对较复杂的问题, Green 函

数法推导较繁, 因 Green 函数的求解本身可能就是个困难的问题, 其极限分析和数值处理则

更困难. 所以只要问题允许, 积分变换法可带来许多方便. 但 Green 函数法更具普通性, 如

半空间中任意分布的裂纹问题, 积分变换法就会遇到困难, 宜用 Green 函数法[ 12, 13 ]. 另外

Green 函数法还是边界元法的基础.

式 ( 2. 15 ) 所示的是第1类 S IE, 根据 S IE 理论[ 1, 2 ]易知未知函数 5 (x ) 在 x = ± a 处具

有 - 1ö2 奇异性, 这即是普通裂纹尖端的奇性. 可见 S IE 在分析解的奇性时简单明了. 方程

( 2. 15 ) 具有明确的物理意义: 5 (x ) 为裂纹的位错分布密度, 积分核 (奇异和非奇异部分) 正

是对应单个位错的基本解, 其中奇异部分表示了裂纹尖端的奇异特性, 与静态问题相同, 非
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奇异部分则反映了波动的影响, 在较复杂的问题中还包括了材料组合和几何尺寸的影响. 关

于 ( 2. 15 ) 的数值解文献 [3 ] 有详尽的讨论, 一般有两种方法, 一是Chebyshev 级数展开

法, 相当于 Galerk in 方法; 另一种方法是直接积分法, 相当于配置法. 当 K (u , x ) 足够光滑

时, 两种方法均可获得同样好的精度, 但直接积分法所用CPU 时间只有级数展开法的 1ö10 左

右. 而当 K (u , x ) 的 n (n Ε 1) 阶导数无界时, 直接积分法存在较大的误差, 不宜使用. 在数

值计算时, 可能遇到的一个困难是关于 s 的无穷积分, 当被积函数在积分路径上有极点时, 需

特殊处理, 这将在下节详细讨论.

尽管这里仅给出一个简单实例的推导, 但其方法和思路同样适用于其他问题. 从本节的

分析不难看出, 对于裂纹尖端具有 - 1ö2 奇性的散射问题, Cop son- Sih 法、COD 法和 S IE

法同样有效, 几乎无优劣之分. 但个别情况如边裂纹的散射利用 S IE 法求解则要方便得多, 如

文献 [ 27—30 ]. 对于下边将谈到的界面裂纹问题, S IE 法则是其他两种方法所不能替代

的. 　　　　　

3　层状介质界面裂纹的散射问题

界面裂纹尖端所具有的振荡奇异性为问题的求解增加了难度, 许多方法也因此失效. 复

变函数方法对静态问题是有效的, 但在动态问题中遇到困难. 唯有 S IE 方法可成功地解决该

问题. Srivastava 等[ 31, 32 ]首先利用 S IE 方法求解了界面 Griff ith 裂纹和圆片裂纹的散射问题.

以后经过众多学者的努力, S IE 方法已经推广应用于多层介质、多个界面裂纹、周期界面裂纹

等较复杂的问题.

3. 1　层状介质中的 Gr iff ith 界面裂纹

Srivastava 等[ 31 ]最早求解了两半无限体之间交界面上的 Griff ith 裂纹的散射问题, 他们

利用积分变换法导出关于位错密度的 S IE, 然后借助 E rdogan [ 33 ]发展的方法获得数值结果. 该

方法由马等[ 34 ]推广到多层介质的情况, 他们考虑的问题如图2所示, 利用 F 变换借助传递矩阵

的思想, 可获得如下形式的对偶积分方程组:

1
2Π∫

∞

- ∞
s[M 11 (s) ∃uθz (s) + M 12 (s) ∃uθx (s) ]e- isx ds = - Ρ(0)

z (x , 0) , ûx û < 1

1
2Π∫

∞

- ∞
s[M 21 (s) ∃uθz (s) + M 22 (s) ∃uθx (s) ]e- isx ds = - T

(0)
x z (x , 0) , ûx û < 1

1
2Π∫

∞

- ∞
∃uθz (s) e- isx d

1
2Π∫

∞

- ∞
∃uθx (s) e- isx d ûx û < 1

(3. 1)

其中 ∃uθz (s) 和 ∃uθx (s) 为裂纹面沿 z 轴和 x 轴之COD 的 F 变换, Ρ(0)
z , T

(0)
x z 为无裂纹时的值. 考

查M ij (s) 的性质可知: i = j 时为关于 s 的奇函数, i ≠ j 时为偶函数, 且当 s + ∞ 时,

M 11 (s) ,M 22 (s)  Β; M 12 (s) = - M 21 (s)  ia , 其中 Α, Β分别为

　a = -
u 0u 1 [u 0 (k 1 - 1) - u 1 (k 0 - 1) ]

(u 0k 1 + u 1) (u 1k 0 + u 0) , 　　Β = -
u 0u 1 [u 0 (k 1 - 1) + u 1 (k 0 - 1) ]

(u 0k 1 + u 1) (u 1k 0 + u 0)
(3. 2)
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图2　多层介质中界面裂纹的散射

式中 k j = 3 - 4Τj , Τj 为 po isson 比.

利用[ 4 ]或 [ 5 ]所述的 Cop son- Sih 方法不

能将对偶积分方程组 ( 3. 1 ) 化为、F redho lm、积

分方程, 除非 a = 0 , 此时裂纹尖端具有普通的

- 1ö2 奇性. 参照上节的论述也不难将 ( 3. 1 ) 转

化为关于 COD 的积分方程, 但由于裂纹尖端的

复奇异性 , 方程的求解将很困难 , 至今尚未见

有关的报道. 唯一可行的做法是引入位错密度

函数

5 (x ) =
5

5x
(∃u z ) , 　　7 (x ) =

5
5x

(∃u x )

将 ( 3. 1 )化为 S IE, 有

- Χ7 (x ) -
1
Π∫

1

- 1

5 (u )
u - x

du +∫
1

- 1
[P 115 (u ) + P 127 (u ) ]du = - Β- 1Ρ(0)

z (x , 0) , ûx û < 1

Χ5 (x ) -
1
Π∫

1

- 1

7 (u )
u - x

du +∫
1

- 1
[P 215 (u ) + P 227 (u ) ]du = - Β- 1т(0)

x z (x , 0) , ûx û < 1

(3. 3)

和单值条件

∫
1

- 1
5 (u ) du =∫

1

- 1
7 (u ) du = 0 (3. 4)

式 ( 3. 3 )中 Χ=
Α
Β 即是熟知的D undu rs 数[ 35 ] , 它反映了不同材料组合界面裂纹尖端所具有的

振荡奇异性. 当 Χ= 0 时, 振荡性消失, ( 3. 3 )变为第1类 S IE.

式 ( 3. 3 ) 所示的第2类 S IE 将主部解耦后可沿用 E rdogan 的方法[ 33 ]数值求解. 其方法是

将未知函数展为相应的 Jacob i 多项式的级数, 获得关于未知系数的线性代数方程组. 当方程

右端载荷项以复函数表示时, 5 (x ) 和 7 (x ) 均是复函数, 不能象文献[36 ]处理静态问题那样

将 ( 3. 3 )合为一个方程进行求解.

上述处理单个界面裂纹的方法由章等[ 37 ]推广到多层介质中多个非共面界面裂纹的情况.

轴对称圆筒状界面裂纹的散射问题也可用类似的方法求解, 见文[49 ]的推导. 最近Q u [ 38, 39 ]利

用几乎完全相同的方法对界面裂纹散射问题进行了更详尽的研究. 另外, 除了上述积分变换

法, Bogy 及其合作者[ 40- 42 ]还利用 Green 函数法推导 S IE, 研究了加层半空间中界面裂纹的散

射问题. Kuo 等[ 43, 44 ]还利用 S IE 对各向异性界面裂纹的瞬态响应进行了分析.

裂纹散射问题同时注重近场和远场特性, 近场的动应力强度因子是断裂动力学的重要参

量, 而远场的位移模式则对无损检测具有重要意义. 以上提到的文献有的给出了近场解, 更多

的则同时分析了远近场特性. 界面裂纹的应力强度因子一直是有争议的问题, 静力分析中常以

K I + iK I I 的复形式表示. 文[34 ]通过引入等效应力强度因子给出其计算公式, 是行之有效的.

[ 38 ]也采用类似的定义.
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3. 2　层状介质中的圆片界面裂纹

圆片界面裂纹是最简单的三维界面裂纹之一, 其弹性波散射问题求解比较困难, 当入射

波为轴对称波时, 控制方程变为二维的, 问题大大简化. Srivastava 等[ 32 ]最先求解了两半无限

体之间的圆片形界面裂纹的轴对称散射问题, 利用H ankel 积分变换 (简称H 变换) 导出一组

对偶积分方程组, 然后利用A bel 积分变换并引入辅助函数将对偶积分方程组化为一组 S IE,

并进行数值求解. 该方法由马等[ 45 ]推广到多层介质的情况. 仍如图2所示, 其中裂纹为圆片形,

而非穿透形的, 轴对称弹性纵波垂直裂纹面入射. 首先利用H 变换并借助传递矩阵的思想, 获

得如下形式的对偶积分方程组:

∫
∞

0
s[N 11 (s) ∃uδz (s) + N 12 (s) ∃uδr (s) ]J 0 (sr) ds = Ρ(0)

z (r, 0) , r < 1

∫
∞

0
s[N 21 (s) ∃uδz (s) + N 22 (s) ∃uδr (s) ]J 1 (sr) ds = 0, r < 1

∫
∞

0
∃u

δ
z (s)J 0 (sr) ds =∫

∞

0
∃u

δ
r (s)J 1 (sr) ds = 0 r < 1

(3. 5)

其中, s- 1∃u
δ

z (s) 为 ∃u z (r) 的零阶 H 变换, s- 1∃u
δ

r (s) 为 ∃u r (r) 的一阶 H 变换, ∃u z (r) 和

∃u r (r) 分别为裂纹面的法向和径向 COD. 当 s + ∞ 时, N 11 (s) ,N 22 (s)  Β ; N 12 (s) ,

N 21 (s)  - Α ( Α、Β见式 ( 3. 2 ) ). 式 ( 3. 5 ) 不适宜利用Cop son- Sih 法和COD 法求解,

只有将其转化为 S IE 求解. 为此, 先对式 ( 3. 5 ) 作第1类和第2类A bel 变换, 将其转化为如

下的对偶积分方程组:

∫
∞

0
s[N 11 (s) ∃uδz (s) + N 12 (s) ∃uδr (s) ]sinsx ds = ( Π

2

1ö2

f� (x ) , ûx û < 1

∫
∞

0
s[N 21 (s) ∃u

δ
z (s) + N 22 (s) ∃u

δ
r (s) ]co ssx ds = ( Π

2

1ö2

C 0, ûx û < 1

∫
∞

0
∃u

δ
z (s) sinsx ds =∫

∞

0
∃u

δ
z (s) co ssx ds = 0, x û > 1

其中 f
� (x ) 为 rΡ(0)

z (r, 0) 的第1类A bel 变换, C 0 参见文 [32 ] 或 [45 ]. 进一步引入辅助函数

∫
∞

0
∃u

δ
z (s) sinsx ds =

2
Π

1ö2

5 1 (x )H (1 - x )

∫
∞

0
∃uδz (s) co ssx ds =

2
Π

1ö2

7 1 (x )H (1 - x )

(3. 7)

并记 5 (x ) 和 7 (x ) 分别为 5 1 (x ) 和 7 1 (x ) 的偶延拓和奇延拓. 则可得关于 5 (x ) 和 7 (x ) 的

奇异积分方程和单值条件
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- 5 (x ) -
Χ
Π∫

1

- 1

7 (u )
u - x

du + ∫
1

- 1
[Q 115 (u ) + Q 127 (u ) ]du = - Β- 1f

� (x ) , ûx û < 1

- 7 (x ) -
Χ
Π∫

1

- 1

5 (u )
u - x

du + ∫
1

- 1
[Q 215 (u ) + Q 227 (u ) ]du = - Β- 1C 0, ûx û < 1

∫
1

- 1
5 (u ) du =∫

1

- 1
7 (u ) du = 0 　　

(3. 8)

与 ( 3. 3 ) 所示的方程不同, 这里 5 (x ) 和 7 (x ) 不是位错密度函数, 而且当 Χ= 0 时, 上述

方程退化为第2类 F redho lm 方程. 但当 Χ≠ 0 时 ( 3. 8 ) 也是标准的第2类 S IE, 求解仍可采

用 E rdogan 的方法[ 33 ]. 另外, 不难证明对无限大均匀介质中的圆片裂纹方程 ( 3. 8 ) 退化为

第2类 F redho lm 方程, 且与Cop son- Sih 方法得到的方程一致[ 4, 5 ]. 以上方法由章等[ 46 ]推广到

多层介质多个非共面裂纹的情况.

3. 3　周期排布的界面裂纹

图3　周期排布界面裂纹的散射

界面上周期性排布的裂纹对 SH 波的散

射由邹[ 47 ]、Z hang [ 17, 18 ] 等研究. 其中 [47 ] 用

有限 F 变换将问题归结为 S IE 求解. 而

Z hang 则由单个裂纹出发导出关于 COD 的

积分方程进行求解. 文 [48 ] 还利用 [47 ] 的

方法对 P 波或 SV 波垂直入射进行了分析.

我们考虑图 3 所示的一般情况. 由于在 x 方

向具有周期性, 故可将位移势函数写成如下

Fou rier 级数的形式 (相当于 [48 ] 中有限 F 变换和反演的结果) :

5 j (x , y ) = ∑
∞

m = - ∞
5ϖjm (y ) e- im Πx öL

7 j (x , y ) = ∑
∞

m = - ∞
7{ jm (y ) e- im Πx öL

　　j = 0, 1 (3. 9)

其中 5ϖjm (y ) 和 7{ jm (y ) 分别具有形式A jm e (- 1) j

ΒL j (m ) y 和B jm e (- 1) j

ΒT j (m ) y , 其中 Β2
T j (m ) =

(m ΠöL ) 2 - K 2
T j , Β2

L j (m ) = (m ΠöL ) 2 - K 2
L j (要求 Im ΒT j , Im ΒL j Φ 0) , K T j 和 K L j 分别为横波

和纵波波数. 将界面上的位移间断 ∃u y 和 ∃u x 也展为 F 级数, 则有

∃u y (x ) = ∑
∞

m = - ∞
∃uθym e- im Πx öL

∃u x (x ) = ∑
∞

m = - ∞
∃uθxm e- im Πx öL

(3. 10)
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其中 ∃uθym =
1

2L∫
L

- L
∃u y (u ) e im ΠuöL du , ∃uθxm 类似. 由边界条件可得对偶级数方程组

∑
∞

m = - ∞
[ M 11 (m ) ∃uθym + M 12 (m ) ∃uθxm ]e- im Πx öL = - Ρ(0)

y (x , 0) , ûx û < 1

∑
∞

m = - ∞
[ M 21 (m ) ∃uθym + M 22 (m ) ∃uθxm ]e- im Πx öL = - т(0)

x y (x , 0) , ûx û < 1

∑
∞

m = - ∞
∃uθym e- im Πx öL = ∑

∞

m = - ∞
∃uθxm e- im Πx öL = 0, ûx û > 1

(3. 11)

其中当 i = j 时, M ij (m ) 为m 的偶函数, i ≠ j 时则为奇函数. 当m →+ ∞时, 有M 11 (m ) ,

M 22 (m )≈ m Β , M 12 (m ) = - M 21 (m )≈ im Α( Α, Β见式 ( 3. 2 ) ). 于是引入位错密度函数 f (x )

=
5

5x
(∃u y ) 和 g (x ) =

5
5x

(∃u x ) , 并注意重要关系式

∑
∞

ûm û= 1
sgn (m ) e im Η = ictg ( Η

2
,

∑
∞

m = - ∞
e im Η = 2Π∑

∞

m = - ∞
∆(Η- 2Πm )

(3. 12)

则可得第2类H ilbert 型奇异积分方程

- Χg (x ) -
1

2L∫
1

- 1
f (u ) ctg

Π
2L

(u - x ) du + ∫
1

- 1
[P 11f (u ) + P 12g (u ) ]du

　　　　 = - Β- 1Ρ(0)
y (x , 0) , 　　ûx û < 1

Χf (x ) -
1

2L∫
1

- 1
g (u ) ctg

Π
2L

(u - x ) du + ∫
1

- 1
[P 21f (u ) + P 22g (u ) ]du

　　　　 = - Β- 1т(0)
x y (x , 0) , 　　ûx û < 1

∫
1

- 1
f (u ) du =∫

1

- 1
g (u ) du = 0

(3. 13)

方程中H ilbert 核的出现体现了问题的周期性, 由于H ilbert 核与Cauchy 核具有同样的奇性,

上述方程可转化为形如式 ( 3. 3 ) 的Cauchy 型奇异积分方程, 并利用相同的方法进行数值求

解. 借助传递矩阵的思想, 不难将上述推导过程推广到多层介质、多个周期排布等复杂情况.

顺便指出, 波透过双周期分布裂纹群传播时会出现一种有趣而又重要的现象——某些频

率段的波不能通过裂纹面, 称为“滞止带 ’’ (stopp ing band) , 另外一些频率段的波则能通过,

称为“通过带” (passing band) [ 50, 51 ]. 对周期界面裂纹的类似特性尚无人研究.

3. 4　其他界面裂纹模型
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界面裂纹尖端所具有的振荡性在物理上是不合理的, 因此许多学者提出了各种模型以消

除这种不合理性, 如著名的Com n inou 模型[ 52 ]等. 奇异积分方程为建立和研究这些界面裂纹

模型提供了一个有力的工具. 王晓东等[ 53, 54 ]利用 S IE 法研究了用Com n inou 界面裂纹模型时

弹性波的散射问题. 如图4所示, 设裂纹尖端 (- 1, a1) 和 (a2, 1) 的区域内裂纹面无摩擦闭合,

其他区域裂纹面是自由的. 根据这一假设, 经过与 [34 ] 相似的推导过程, 可获得下列形式

的第2类 S IE:

- Χg 7 (x ) -
1
Π∫

a2

a1

5 (u )
u - x

du +∫
a2

a1

P 115 (u ) du +∫
1

- 1
P 127 (u ) du

　　　　 = - Β- 1Ρ(0)
z (x , 0) , 　　a1 < x < a2

Χg 5 (x ) +
1
Π∫

1

- 1

7 (u )
u - x

du +∫
a2

a1

P 215 (u ) du +∫
1

- 1
P 227 (u ) du

　　　　 = - Β- 1т(0)
x z (x , 0) , 　　ûx û < 1

∫
a2

a1

5 (u ) du =∫
1

- 1
7 (u ) du = 0

(3. 14)

其中各符号意义同式 ( 3. 3 ). a1 和 a2 未知, 需由方程的解在该点有界时满足的相容条件来确

定. a1 和 a2 是频率 Ξ的函数. 该模型裂尖前沿拉应力有限而剪应力有 - 1ö2 奇性, 即破坏为

剪切形式, 有学者对此提出质疑.

图4　Com ninou 界面裂纹模型　　　　　图5　尖端吸附界面裂纹模型

周振功等[ 55, 56 ]求解了用由A chenbach 等[ 57 ]提出的尖端吸附模型时弹性波的散射问题. 模

型见图5所示, 裂纹尖端区 (- 1, a1) 和 (a2, 1) 内有吸附力作用, 其分布假设为线性或非线性

的, 其强度由裂纹尖端解有界的条件确定, a1 和 a2 则由该点解有界的条件确定. 求解方法与

[34 ] 和 [53 ] 基本类似, 此处不再重复. 该模型在裂尖无任何奇异性, 但吸附区的本构关系

尚需进一步研究.

本节我们简述了将几种典型的界面裂纹散射问题归结为 S IE 的过程. 从中看到最终获得

的方程具有同样的形式, 均可用 E rdogan 的方法[ 33 ]求解, 也可用M iller 等[ 58 ]和 Ku rtz 等[ 59 ]提

出的方法, 已经证明这些方法具有收敛性和稳定性. 需注意的是在计算广义积分核时遇到的
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无穷积分∫
∞

0

G (s)
R (s) ds , 其中R (s) 对于层状介质或半无限介质在 0—∞ 内有有限个一阶零点,

它们分别对应各种表面波, 计算时需特殊处理. 通常的做法是在 s 复平面内适当地变换积分路

径, 避开这些零点. 如文献 [40—42 ] 采用零点部分的积分路径向下偏移的办法, 见图6所示,

由于在第 IV 象限内 R (s) 没有零点, 故由留数定理得

∫
∞

0

G (s)
R (s) ds =∫C1+ C 2+ C3

G (s)
R (s) ds +∫

∞

S R

G (s)
R (s) ds (3. 15)

该方法无需求出极点, 因而计算简单, 但偏移路径的选择对计算精度有影响, 应注意适当选

取.

文献 [27—30 ] 则将原积分分解为极点的留数值与Cauchy 主值积分之和, 即

图6　积分路径

∫
∞

0

G (s)
R (s) ds = iΠ∑

n

j= 1

G (Γj )
R ’ (Γj )

+∫
∞

0

G (s)
R (s) ds　 (3. 16)

其中 Γj 为R (s) 的第 j 个零点 (即被积函数的一阶

极点) , 右端第1项为极点处的半个留数值, 第2项

为Cauchy 主值积分, 可直接数值计算. 也有学者

采用其他的方法, 如 [34, 45 ] 采用围道积分的方

法 , 考虑了主要的极点贡献 , 并用来分析远场特

性. 只要有表面波出现 , 同样的问题在 Cop son

- Sih 法和COD 法中也会遇到. 可采用同样的方

法处理.

4　具有弧形界面裂纹的夹杂对弹性波的散射问题

当在夹杂与基体间的界面上发生部分脱胶时, 可以将此脱胶区看作弧形界面裂纹. 这问

题较上述问题稍复杂些, 但借助波函数可用类似方法求解. Yang 和N o rris[ 16 ]利用COD 方法

图7　具有弧形界面裂纹的圆夹杂对波的散射

求解圆夹杂 SH 波散射, 后又建立了关于粘

接面应力的积分方程来研究同样的问题[ 60 ] ,

其方法当然只适用于裂纹尖端具有 - 1ö2

奇性的问题, 例如他们对纵波散射问题的研

究[ 61 ]局限于某种特殊材料组合的情况, 使裂

纹尖端不出现振荡性. 而借助S IE 则不难解

决这个问题. 我们在 [62, 63 ] 中用 S IE 法

研究了圆夹杂 SH 波散射问题. 获得了与

[ 16, 60 ] 同样的结果, 在 [64, 65 ] 中讨论

了 P 波和 SV 波散射问题, 考虑了振荡奇性

的情况. 在 [66, 67 ] 中则将该方法推广到椭圆夹杂的情况. 这里以图7所示圆夹杂对 P 或 SV
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波的散射为例简述其求解思路. 此问题关于 Η坐标的周期性提示我们可借鉴 3. 3 节关于周期

界面裂纹的求解方法, 根据散射问题中的波函数展开法, 可将位移势函数写为下列 Fou rier-

Bessel 级数的形式:

5 j (r, Η) = ∑
∞

m = - ∞
A jm Z

( j )
m (K L j r) e- im Η, 　　7 (r, Η) = ∑

∞

m = - ∞
B jm Z

( j )
m (K T j r) e- im Η (4. 1)

其中 Z
(1)

m = J m 为Bessel 函数, Z
(0)

m = H
(1)

m 为第1类H ankel 函数. 同 ( 3. 10 ) 类似将界面上

的位移间断 ∃u r 和 ∃uΗ展为 F 级数

∃u r (Η) = ∑
∞

m = ∞
∃uθrm e- im Η, 　　∃uΗ(Η) = ∑

∞

m = ∞
∃uθΗm e- im Η (4. 2)

根据边界条件得对偶级数方程组:

∑
∞

m = - ∞
r- 1

0 [N 11 (m ) ∃uθrm + N 12 (m ) ∃uθΗm ]e- im Η = - Ρ(0)
r (r0, Η) , Η∈ (a1, a2)

∑
∞

m = - ∞
r- 1

0 [N 21 (m ) ∃uθrm + N 22 (m ) ∃uθΗm ]e- im Η = - T
(0)
rΗ (r0, Η) , Η∈ (a1, a2)

∑
∞

m = - ∞
∃uθrm e- im Η = ∑

∞

m = - ∞
∃uθΗm e- im Η = 0, 　　Η∈ (a1, a2)

(4. 3)

其中N ij (m ) 与式 ( 3. 11 ) 中的M ij (m ) 具有同样的奇偶性和渐近性. 引入位错密度函数 f (Η)

=
1
r0

5
5Η(∃u r) 和 g (Η) =

1
r0

5
5Η(∃uΗ) , 并利用式 ( 3. 12 ) 得第2类H ilbert 奇异积分方程

- Χg (Η) -
1

2Π∫
a2

a1

f (Φ) ctg (Φ- Η
2

) dΦ+∫
a2

a1

[Q 11f (Φ) + Q 12g (Φ) ]d Φ

　　　 = - Β- 1Ρ(0)
r (r0, Η) , 　　Η∈ (a1, a2)

Χf (Η) -
1

2Π∫
a2

a1

g (Φ) ctg (Φ- Η
2

) dΦ+∫
a2

a1

[Q 21f (Φ) + Q 22g (Φ) ]d Φ

　　　 = - Β- 1т(0)
rΗ (r0, Η) , 　　Η∈ (a1, a2)

∫
a2

a1

f (Φ) dΦ=∫
a2

a1

g (Φ) dΦ= 0

(4. 4)

其形式与式 ( 3. 13 ) 一样, 其中的H ilbert 核体现了此问题关于 Η的周期性. 数值结果表明

该问题有一个显著的物理特性, 即“低频共振”.

5　总结与展望

我们系统地总结了 S IE 方法在裂纹体弹性波散射问题中的应用, 重点讨论了 S IE 方法在

界面裂纹散射问题中的应用, 简述了获得 S IE 的大致步骤. 文中尽管讨论的都是稳态波散射

问题, 但结合 Fou rier 变换或L ap lace 变换不难推广到瞬态波的散射问题. 文中讨论的方法也
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适用于静力学问题. 其实, 当频率 Ξ→ 0 时, 动态解即退化为静态解. 此外, S IE 还可应用于

包括裂纹动态扩展在内的其他一些弹性动力学问题, 请参阅 [69 ].

从文中的综述和分析可以看出, 适宜用Cop son2Sih 方法和COD 方法求解的问题, 一般均

可用 S IE 方法求解. 特别对界面裂纹 S IE 方法具有不可替代的优越性. 而在三维裂纹, 如波

斜入射的圆形裂纹、矩形裂纹等问题中, S IE 的导出尚有困难, 一般利用COD 方法求解, 但

只适用于裂尖具有 - 1ö2 奇性的情况. 另外半无限长裂纹散射也是 S IE 法难以应用的情况之

一, 一般用W iener2Hopf 法求解[ 4, 5 ] , 但对界面裂纹有困难. A ngel[ 68 ]发展了一种求解半无限

长裂纹散射的 S IE 方法, 可望用于求解半无限长界面裂纹的情况.

奇异积分方程的推导在不同的问题中虽然各有差异, 但步骤大致相同. 其中的关键是如

何选择适当的辅助函数和如何从无穷积分或无穷级数中分离出发散部分从而获得 S IE 的奇

异项. 对穿透型裂纹, 辅助函数可选为位错密度函数, 而对三维裂纹如圆形裂纹却不便这样

做, 需要选用其他的函数, 这也是三维界面裂纹至今未获很好解决的原因之一.

尽管存在一些问题, 但从已获得的成果看 S IE 无疑是求解裂纹散射问题的有效解析工具

之一. 作者相信它在这个问题上一定会有更广泛的应用, 例如: (1) 用于三维界面裂纹散射

问题; (2) 用于含裂纹多连域的散射问题; (3) 用于各向异性介质、非均匀介质中的裂纹和

界面裂纹的散射问题; (4) 用于稳态波的非线性边界问题, 包括波作用下的裂纹面接触问题;

(5) 发展一种时域的 S IE 用于解决瞬态运动边界问题, 包括裂纹的扩展问题等.

本文仅根据笔者掌握的资料对 S IE 在裂纹体弹性波散射问题中的应用进行了评述, 遗漏

之处在所难免. 另外本文并未涉及裂纹散射问题的研究现状, 有兴趣的读者可参阅文献

[70 ] 和 [71 ].
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ON THE APPL ICAT ION

OF SINGULAR INTEGRAL EQUAT ION

TO THE SCATTER ING PROBL EM S

OF ELAST IC W AVES BY CRACKS

W ang Yuesheng　　　　　　W ang D uo　　M aX ingru i　　Zou Zhenzhu

N o rthern J iao tong U niversity, Beijing　100044　　　H arbin Institu te of T echno logy, H arb in　150001

Abstract　T h is paper review s the app licat ions of singu lar in tegral equation (S IE) to the scat tering p rob lem s

of elast ic w aves by crack s, especially by in terface crack s, w h ich w ere m ade du ring past tw o decades. Several

p rob lem s such as the reduction of the scat tering p rob lem s to the S IE, the so lu t ion of the S IE and the relat ion2
sh ip betw een the S IE m ethod and o ther in tegral equation m ethods are discussed. F inally, po ssib le app licat ions

of the S IE to the scat tering p rob lem s of crack s are suggested.

Keywords　sing u lar in teg ra l equa tion; crack; in terf ace crack; elastic w ave sca ttering ; f ractu re dy nam ics
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