
非 线 性 系 统 的 随机 振 动
〔加拿大 〕 西 大学工程科学院 。

提要 本文评述了最近发展的分析随机干扰下的一般非线性机械和结柯系统 的方

法 重点放在这些方法对承受非平稳随机激励的多自由度非线性系统的适用性派对

多自由度系统有限元分析的适应性上

自从 ‘’ 发表上一篇评述文章以来
,

人们对非线性机械和结构系统随机振动领 域 的

兴趣大为增加 对此间题已出版了各种评述性文章 〔
一 ’、四本书

一 ‘“ , 、 一种国际性杂志
〔‘ ’〔

和三种会议文集 “ 卜川
”

本文评述了 年末到 年中
,

文献中所论述的各种方法 已经评述过的或在会议

文集中出现的方法不考虑在内 重点为应用于受非平稳随机激励的多自由度非线性机械和结
构系统的方法 探讨了这些方法对多自由度系统的有限元分析的适用性 非参数激励和参数

激励也包括在内 参数激励可作为平面内或轴向载荷出现在线性和非线性系统中
,

也可由受

横向或非参数载荷作用的结构的大位移而产生 下面各节讨论应用于单自由度系统
、

多自由

度系统的方法及其他方法

用于单自由度系统的方法

许多简单结构或系统当其第一阶固有频率远离其他各高阶固有频率时
, 可近似为单自由

度系统 本节评述用于单自由度系统的分析方法 这些方法包括统计法或等效 线 性 化 法
,

。 一 一 。 方程法和矩方程法

统计法或等效线性化法 由于等效线性化法能够处理迟滞系统派其简单誉恐 它仍
非常流行

·

” ‘〔“ ’ 用这种方法
,

把简单张力腿式平台模型中随时何尊化的
刚度近似为不随时间变化

·

其结果
一

与 “ ‘“ 仿真的结果作了对比
·

碑迎得出 结 论 ,

用 法所需的计算时间比这种近似解析方法所需的时间大 个数量飘
,

“ 〔‘ ’将等效线性化法用于受非零均值力作用的迟滞系统 他的结论是响应的均值和
协方差与 · ,。 仿真的结。“合

·

“ · ‘ 仁” ”’还用酬转接礴
变

和收缩的迟滞系统 〔
‘’,““ ’ ·

用类似的方法提出了更复杂的模生型
· “ “

今冬卜可协
’

笋
等效线性化法和谐波平衡法 一种在确定性非线性振 动 中 的 成 熟 方 法 结 合 起 来

一

求解
一 一

方程和矩方程方 法 方程
法在本质上不同 它们的一个共同特点是都假定响应过程是 过程 非线
方程的精确解又能在特殊情况下得到 因此

,

方程法和矩方程法通常与其他方法

如数值近似和随机平均法 结合使用 琴 , 最近研寒了一个单自由度 非线性振子
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对白噪声激励的稳态响应
,

使用的是所谓等效非线性微分方程法 他还探讨了带有多重极限

循环和高斯白噪声的自激振子的概率密度函数的稳态解 〔
“‘’ 将理论推导的密度函数 与实验

得到的进行了比较 〔“ ”, 用 后退方程法求解 型非线性振子
,

所 考 虑

的是弱非线性 比较了用
一

的隐式有限差分格式得到的数值结果与线性 情 形

的结果
〔“。’ 最近用路线积分法 〔

“ , 数值求解了描述过滤激励下 的 滋 振 子 的

方程 他给出了具有分叉的随机过程的平稳概率密度函数 〔 “ ’应

用 方程法求解由窄带随机干扰激励的 振子 他们指出
,

对于带宽 很 窄 的激

励
,

在某些频率上响应会出现多值
,

而随着带宽的增加降为单值

的响应和最大值分布 由于在处理非白噪声随机激励时使用了滤波器
,

所以增 加了 方

程的维数
,

从而增加了方程求解的困难 该文给出了系 统 响 应 的 最 大值 分 布 的 结 果
〔“。’ 用 方程法和广义随机平均求解一个带有非线性阻尼和软弹簧

、

受 非 白 噪

声随机载荷作用的振子 描述首次通过时间的矩的 方程的伴 随 形 式 用 四 阶
“ 。算法求解

随机平均 〔 , 与 方程法一起用于船舶在随机横波中的左右摇摆问题 〔“” ‘“ , ,

用一种很受工程师欢迎的数学方法又导出了 的随机平均法
,

并给出了一个简单

的例子 “ 〔“ ’ 用 方程法和随机平均对受参数激励的非线性阻尼二阶系统作了

稳定性分析
〔“ ’ 用矩方程法及 仁“‘ ’ 的平均法研究了受外部和参数激励的线

性振子 〔“‘’ 用矩方程法及非高斯截断法研究了一些非线性振子 他指出
,

在运用

带有
一

密度 〔 ’的非高斯截断法时
,

可能会遇到的麻烦是导出的非线 性 代 数

方程可能没有实数解

用于多自由度系统的方法

对许多工程结构和系统来说
,

单自由度数学模型不能充分描述对象的动力行为
,
而需用

多自由度数学模型来提供分析这类系统的符合实际的描述 本节评述用于分析受随机载荷作

用的多自由度系统的方法 这些方法包括等效线性化法
、

方程法以及矩方程法
。

它们是

已经评述过的单自由度系统分析方法的推广 在进行随机分析之前通常需用一种方法 如正

则振型法 进行坐标变换或解祸 如果系统仅有静力藕合 , 则当矩方程法中运动方程用状态

矢量表示时
,

不必进行坐标变换 从有限元角度讲静力祸合相应于集中质量或惯 性 矩 阵情

形
。

统计法或等效线性化 法 用于单自由度系统的等效线性化法能够很容易地推 广 到

求解多自由度系统 〔 〕将这种方法与确定性有限差分法一起运用
, 研究了多自由度 非 线

性问题 了 「 , , 提出一种用平均响应谱的等效线性化法进行多自由度迟滞结 构响

应的随机分析 他们考虑了非平稳随机激励 ‘““ , 也用等效线性化法求解受到

可看成平稳随机过程的声扰动的固支矩形平板间题 有一个方程中的非线性项表示为广义位

移 次方的矢量函数 在多自由度系统中这样定义非线性是基于探索性而非物理上的考虑
“ 〔‘。一‘ , , 将等效线性化法用于建筑铆随机摆 动 的分 析 中

,

, ,
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仁‘“ 」将等效线性化法与状态空间法结合进行非平稳非线性随机振动分析
,

给 出 了

一个多自由度的例子 〕中有一个二 自由度例子
,

用的 是四阶
一

法
仁‘ 用等效线性化法分析了一个二自由度系统在平稳随机路面激励下的响应间题

〔端 」用等效线性化法计算了基础隔离中迟滞阻尼器的非平

稳响应统计量 考虑的激励属演变非白噪声型 数值求解 采用国际数学和统计库

联合 矩阵微分方程得到了响应的统计值
〔 〕将正则振型法和等效线性化法用于平稳 激励的非线 性随机振

动间题 这种方法简洁明了
,

但只能用于弱非线性情况
〔 ’」 用等效线性化法研究迟滞结构的非零随机振动间题

,

指出平稳解并不 总是存

在 〔‘日〕用从理论上讲能够处理一般的自由度数目很多的迟滞系统的等效线性化法推出

一种公式 但实际上这种公式只能给出那些自由度数目不多的系统的响应统计量

方程法和矩方程法 在本文所评述的这一段时间内
,

还没 有 精 确 求 解 多 自

由度系统的 方程的文献发表 要获得一般的多自由度非线性系统 方程的精确解
,

即使不是不可能
,

也是很困难的 仅对近似解法作了尝试

讯 〔 。’ 将这种方法
一

与随机平均法一起用于含有随机参数激励的 多 自由度

线性系统 〔 ‘〕 给出一种用于受白噪声激励的多自由度非线性系统的公式 用路

线积分法 〔
“ ’数值求解了单自由度非线性系统的 方程

,

以说明具有分叉的随机 过程平

稳状态的概率密度函数和浑沌平稳状态的概率密度函数的求法
。 〔”’了 研究了含有自参数振动的非线性问题 他们采用的是矩方 程 法 及

和非 截断法
,

并用了正则振型变换 矩方程是用五阶和六阶
一

算法

求解的 然而
,

将正则振型变换法和截断法一起使用只能求解弱非线性问题
。 〔 “ 还用矩方程法研究了受参数激励的二 自由度线性结构 当假定自由

端的离散质量被止住而采用正则振型变换的方法时
,

与参数激励有关的项被忽略掉了
,

而文

中既未给出物理上的证明也未说明是出于探索性的考虑 〔“ ’尝

试使用非 法求解带有非线性惯性的另一个问题 尽管只给出了一个单自由度系统的结

果
,

但推出的公式可用于多自由度系统 〔 〕还发表了应用类似方 法 〔”
, ”‘ 的一 篇

文章
。

对于非 截断法
,

一个二 自由度系统的解包括五阶矩项
,

用国际数学和统计库中的

五阶和六阶
一

算法需数值求解 个方程 对有许多自由度的系统来说
,

这 种 方

法即使计算上可行
,

费用也极为昂贵
〔 ’应用矩方程法并举了两个单自由度系统和一个二 自由度系 统的例子加以

说明 在某些方程中作了 响应过程的假定 对非线性系统来说这种假定并不成立 此

外
,

高于三阶的矩被截掉了 因此
,

即使 响应过程的假定可以接受
,

这种处理方法也

只能用于弱非线性情况
。 仁 ’ 用矩方程法及五阶

一

法计算了一个二自由度线性系统在非平稳 随 机

参数和非参数激励下的响应
,

将与参数激励有关的 项 对 角 化 并 保 留在 分 析 中 。

〔 “ 〕给出了用五阶
一

格式求解有小变形几何非线性的离散化 板响应矩

的双振型方法
,

并考虑了非平稳随机激励 计算了多于 个自由度的算例
,

〔 〕介绍了与
一 ·
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此相应的首次通过问题

其他方法

本节评述的方法包括摄动法
, 一

展开法
, 一

有限 元 法
,

有限元 方程法
,

正则振型与 分 段 线 性 法
一 一 ,

。 ,

模型过程法 。 ,

随机中心差分法
,

半

经验法和
一

展开的差分微分方程法 数字仿真法由于经常用于验证分析 法 或

其他方法
,

故不包括在内 此外
,

还结合前述各节中评述的某些方法介绍了由上述方法得到

的结果

摄动法 在所评述的这一时期内
,

仅发现一篇有关单 自 由度 非 线 性 振 子 的文

章 〔
。〕 该文采用多标度 摄动和随机变量的 扭 多项式 这种 方 法

与等效线性化法密切相关并体现了线性化解的一致改进 但它对于一般非线性多自由度系统

的适用性并不如等效线性化法那样简洁明了
,

也不如 〔“ ” 的广 义 等 效

线性化法 这种方法的基本假设是
,

求解过程的每个标准函数 均可由一

个收敛的小参数幂级数表示 文中还给出了各种风速下的响应谱和与时间无关的标准偏差
一

展开法 一个单自由度非线性振子的檄励和响 应 均 在

集上展开
“一 ‘ 」 ,

级数第三项以后的各项被截掉 导出了近似的核函数并由一种对

于强非线性问题计算费用可能较昂贵的迭代方法求解 全。
一

展开法的主要优 点

是它可以求解强非线性振子和非 响应统计量
一

有限元法 〔 〕应用了广义
一

方程和 过

程理论的公式 这些方程用
一

有限元法来求解 需用
一

算法数值

求解一组一阶方程 对于一个受白噪声作用的单自由度迟滞系统
,

求出两个统计矩在

机上运算需要 时间 秒

有限元 方程法 〔 〕 将这种方法用于求解受 白噪声激励的单

自由度 振子 需用有限元对要近似的区域作一估计 时间域方程用等效线 性 化 法

解出 这个例子在 机上运算需要 时间 秒

正则振型分段线性 法 在有限元法范畴内
,

用这种方法及公式分析了对称和 非 对

称非线性结构在非平稳随机扰动下的响应 有两个例子 〔
,日吕’涉及小变形 对于 大 变 形 结

构
,

只要对应于每一个离散时间步长特征值问题得到解决
,

这种方法仍可应用

模型过程法 仁。 , 用这种方法分析 受 激励的弹塑 性 振

子 模型过程法可行性的一个关键性假设是 在一个塑性相结束之后而进入一 个新

的塑性相之前
,

响应有时间重新正则化 〔 “’

随机中心 差分法或递推关 系法 此法可认为是随机等效于确定性中心差 分 法 随

机响应用递推关系来表示
。

〔 一 〕研究了单自由度非线性振子
。

这种方法既简单又经济
,

可用于强非线性间题
。

半经验法 〔 〕用这种方法研究了多自由度屈服结构 因为在线性化单元中 的参

数值是根据单自由度双线性迟滞系统的仿真 经验 数据选定的
,

故此法是经验法
一 。 展开的差分微分方程法 这种方法 〔 , 用于连续柱在随机 脉 冲力

和 自噪声激励下的可靠性和稳定性分析 连续柱被近似为一个 重摆 此法 用 于 弱
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非线性问题

结 语

过去 年来
,

在公开文献中发表了一些令人感兴趣的方法 然而在受随机激励的一般多

自由度非线性系统领域还有很大的发展余地 递推方法以及正则振型分段线性法具有求解这

类系统的能力
,

因此值得进一步研究和应用
。
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夕 柏 二
切

,

伪
, ,

。 , , ,

幽曲翻目“
,

嘶 十
已 夕 ,

湘‘ 叭 ‘ 廿 ‘ · 。

尸 万

。 。

湘
, 十

, 一 《 ,
。

二

勃
万
多尸 角
仍 一 ,

口
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户
。 。

,

。 。 ,

伪用 。寸

艇
,

杨

寸 内 可 寸 , 〔 , 二
百 卞

”

陌 ‘ 协
寸 十 卞 个 十

二 翻

肋
, 〕, 卜

十 阳 苏 十 ,
州 帅 月 饰

灯
阳

, , 一 ,
,

〕 八 偏
一 , 尤蛤

。

己月。 伪。 卜
,

仆
,了
。

湘
, 。 。

十
。 卞 “ 亡。产

夕
。

, ,

仪
,

人 〔 〔
·

儿
伪

。
寸 湘

十 侣 个 ‘ 个

饰 时 仆 了

尺 下今川卞 乍
一
人

日 , ,

十 十 , 八
·

晰下 , 。
矛
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淤悬您娜汾戴淤兹 胡丫 溉黔眺澎飞积 姗
‘粼二

淤
二燃娜戳鄂溅 夔戴熟淤季嵘翼
然 翻缪划解黔 熟蒸憔撰麓嵘滩

一 ,

瓣锡价攫嚣 漱试谋 熬熬祺蒸诀热爹鬓参
豁 梦 黯 念告 二糕 梦黑留黑 嗽 森 概 罗 斗淤妙 冷貂 黯 犷“一
留 思 塑 尔 盔 黔 ‘ ”。” , 粼 多’ 抬 厂瓷 韶 念 二絮罗丫发

的 日一朗 的 , ”

攀毖
会黝浓摹粼龚 麟蒸琳粼纷魏
扮蒸炭彰狱誉 髯粼冀蔗毛燃报燕滋
滋箱下器声鸳森。甚豁黑了态 淤或薰戴沙燃撅算惹羁瑟

粼髦袱剔等狱赚 熟夔熬藻携憔蕉霭
翼彝然袋铡翼黛 参黝蒸溯散簇

健
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哭,二 卜 「 。 二 个卜竺
泛 , 犷性 哗 少 饰 川 于 菩印】 ’ 钾 晰
石石至 二锣 石欲 ” 汁琴 , “ 阳 一 ,“ ‘” ”。 ”

韶二 霭二霖 粼 公 蹂 九之 思 飞次 九篇 急 言 豁 、爪 ‘飞 昌几, 产能咒二 济器丁

二了 二咨臀智 主职几之言二识老 生盅户万孟 ” 一 ’ ” 巡 ” ,“ ”。,

孙 片 犷一

巨 的 而 , 仁
正贾旦方四厂 份 妙 士竺 二 斤 〔 伪 一 南闪 勺
山 ” 比 匀比 伪

兮 佗尸 夕 份 , 而 已 化
岁 三里 户只 塑 〔 , 时

犷 任 份 竺万只兮 饰 尚 俪 〔 弓趁 ” 卜 」垃 《 肠

孚 毛 闪 一 川 〔一 , 川 ,
工坚竺竺二华份 勺 竺只 湘 。 一 队 十, ￡ ￡

幽 之

翔娜淤嗽乳戳黑厂恕
’

卖羚潺撼攀棘豁
工 竺尹 叮 户丁 少 ⋯

茹蹂徽粼翼沪臀蔗 翰庶豫渊京嚣药梦罪

黔梦熊撰撇碳灸蒸 淤脚
“不“橇黔” 飞“

旷 二‘二杏 曲, , ‘肪 ‘ 。二, 、, , ‘ 阮 ‘ , 时

翼蒸麟粼茗蔚岁镰 敏抵巍薰哈愉逻藻

黔巍熬楼共博燃 热阶娜然阶孵撇

李 力 译 自 人 西 。。 了 一

蔡 强 康校

, 八, 叭, 卜, ”内, 叭 , 内

上接 第 页

已 知 的事 物 是 有限 的 未知 的 事物 是 无限 的 , 理 智 地 我们 站 在神 秘 的 无 限 海

洋 的孤 岛 中间 我们 每 一 代的 事 业都 是 要 开 垦一 点新 的 土 地 增 加一 些 新 的 东西

使 已有 的 东 西更 加 充实

赫 香 黎

天 津 大学 土 木系 刘 兴 业译 自 租

梁 焰 盆 务 民校
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