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力 学 进 展 了

,

一

稳定理论及其应用

敏们
、

又队任洁黄宝宗
力 匕」学

’

见

提要 本文介绍了 川 比 稳定理论的特点
、

基本内容
、

应用和发展情况
,

讨论

这一理论在结构屈曲研究中的重要意义和应用前景

关键词 。 ,
,

理论 初始后屈 曲

。

引言

在 二程结构中常以杆
、

薄板和薄壳作为构们
,

为 了允分发挥材料的承载能力
,

往往使这

些构件主要承受轴向力或薄膜应力
,

因此屈曲成为必须考虑的问题 特别是在航空
、

航天
、

船艇
、

薄壁容器
、

大型柑架等结构中 , 以稳定性控制设计的零部件常常占有很大比重
,

所以能
一

否洽当地解决稳定问题
,

直接影响结构的安个
、

性能和经济性 屈曲的发生
一

般是突然的
,

屈曲以后结构的承载能力大大下降
,

变形急剧增加
,

导致破坏
,

甚至造成灾难性的后果
。

在

很多情况
一

’
,

屈曲载荷在相当大的范围内变动
,

这种随机性质
,

使结构的可靠性变差
,

有些

被
一

认为是安全的结构
,

实际上并没有完全排除发生屈曲的危险
,

因此屈曲成为设计人员必须
一 确

分注意的隐患 大型昂贵结构由于屈曲导致破坏和造成严重损失的例子时有发生
,

文〔士 〕
「
卜介绍了许多实例

。

所以
,

对于结构屈曲的研究
,

吸引了许多力学工作者和设计人 员的注意

力
,

稳定理论及其应用成为近代力学的一个重要分支

近 年来
,

稳定理论取得了很大进展 〔‘ 把屈曲的最新进 展 归 纳 为 三 个 方

面 渐近屈曲理论 理论或初始后屈曲理论 的发展
,

及其应用于诸如板
、

壳和壁

板这类简单结构 通用计算程序的发展
,

这些程序可用于计算大挠度
、

大变形和材料非

线性及动力间题 专用计算程序的发展
,

这些程序可用于轴对称结构的极值点和 分 支点

计算
。

通用非线性分析程序是从 年代初开始发展的
,

直至现在
,

它们的理论基础是连续介质

力学
,

方法是将连续结构离散化为有限元
,

最后归结为解非线性代数方程组 专用计算程序

是为更特殊的结构建立的
,

也是采用离散化和非线性分析方法 由于计算对象有限
,

因而更

加简单
、

灵活
,

便
飞

工程师和设计人 员使用 仃关计算程序方面的文献见综述巨 〕和 〕

渐近屈曲理论是 枕 ‘ 」 建立的
,

年代起受到重视
,

并得到迸
一

步发展和



户泛应用 本文的主要 目的是简要介绍
。 理论的基本概念

,

以及它的某些发展 和 应用

情况
。

为了说明 理论的特点
,

首先简单回顾屈曲理论的发展过程
,

详细的叙述见 仁
,

一 〕
。

年代以前
,

在经典临界载荷的研究方面
, 已经取得了很多有价值的结果 但是当人们

把经典临界载荷与实验测得的破坏载荷比较时
,

发现平板的破坏载荷远高于经典临界载荷
,

而壳体的破坏载荷却低于经典临界载荷 在圆柱壳轴压屈曲时
,

前者通常只是后者的 一
。

这促使人们从理论和实验上进一步研究板和壳的后屈曲行为
。

在平板后屈曲研究中
,

建立了轴压屈曲时等效宽度的概念
,

剪切屈曲时张力场的概念
。

近来又研究了矩形平板在轴压下的二次屈曲间题 〔
, ’。〕,

确定在第一个分支点以后
,

非 线性

路径上出现的新的分支点
,

讨论第二个分支点的稳定性和二次后屈曲行为

对于薄壳后屈曲较早的研究
,

是 进行的 和钱学森

第一次得到圆柱壳轴压后屈曲路径
,

证明在低于经典临界载荷时
,

还有其他的 平 衡 状 态存

在
,

初步解释了实验结果低的原因 后来又有很多人
,

沿用非线性分析途径进 行 了 大 量工

作
,

企图找到后屈曲平衡路径上的最低载荷 “下临界载荷 ” 文〔 〕 已指出
,

这种下临界载荷的存在是可疑的
,

并认为它没有多少实践价值 等 对轴压圆

柱壳进行了更完善的分析
,

证明随着挠度函数中所用三角级数的项数的增加
,

最小平衡载荷

趋于零
,

并且只有无限薄的壳体才有精确解 可见后屈曲平衡路径上的最小平衡载荷与最小

屈曲载荷之间
,

几乎没有任何联系 这期间
,

等 的理论分析和大量实验
,

都肯定影响薄壳屈曲的主要因素是实际壳体存在缺陷
。

年代初
,

在圆柱壳轴压实验中
,

采

用新的技术制造出接近于理想完善情况的试验模型
,

实验结果 大 大 提 高 同时
, 。 。 等

提出的前屈曲一致理论
,

更合理地考虑了屈曲前壳体的实际状态
,

考虑了边界条件

和非线性的影响
,

从而使临界载荷的理论值有所降低
,

最后理论和实验结果基本一致 考虑

非线性后屈曲和指出缺陷的重要影响
,

是 年代初以前
,

壳体屈曲理论的两个重大进展

结构屈曲有分支点和极值点两种形式
,

其中极值点屈曲 或跳跃屈曲 最常见 后屈曲

分析的基本方法是借助于非线性大挠度理论 但是计算奇异点很多的屈曲路径 和 讨 论 稳定

性
,

是非常复杂和困难的 因此在工程结构中
,

特别是在复杂结构中的实际应用
,

受到很大

限制 在
‘

一般情况下
,

人们最关心的问题是屈曲何时发生 所以分支点的确定 是 很 有 意义

的
,

而且计算比较简单 但是单纯的分支分析不能讨论后屈曲行为和缺陷影响
,

有时不能给

出满意的结果 稳定理论
,

则兼有非线性大挠度分析和分支理论的优点
,

又 弥补了

两者的弱点和不足 这是该理论在 年发表以后经过 来年终于受到重视和得到发展的

原因
。

把分支点附近足够小的邻域作为研究对象
,

根据能量原理和 稳 定 性 的 能 量准

则
,

利用摄动法讨论了下列问题 对于完善结构的已知前屈曲状态 基本状 态
,

决定

分支点和屈曲形态 , 确定分支点附近平衡状态的渐近解 用能量准则讨论基本状态
、

分支点本身及邻近后屈曲平衡状态的稳定性 , 研究小初始缺陷对结构 后 屈 曲 行 为 的影

响 作为渐近理论
,

它的局限性在于只在分支点附近适用
,

不能分析大范围内的后屈曲和较

大缺陷的影响
,

而且限于保守系的研究



韭 弹性德定一般理论
。 一般理论的叙述可以在 本人或其他作者的很多文献中找 到

,

例如 〔 一
〕

‘ 「’‘ ’更多地利用了泛函分析的方法
,

并给出能量法 和 虚 功 法 两 种 形 式 ,

〔‘” 讨论了离散系统的渐近屈曲理论 这些叙述本质上是相同的
比 讨论的是弹性静力保守系统 假设载 荷 依赖

于唯一的参数 只
,

系统存在己知的平衡状 态 、
。

朴
,

称为

基本状态
,

位移 ‘是
。
的运动许可邻近状态 五

,

是附加位移 状态 工和 的位能差为

」 又 叮〕 〔只 , 。 , 〕一 凡 汉。〕

位能极值原理给出状态 业的平衡条件

占 乙 〔几 叩〕

按能量准则
,

纂本状态和分支点 刃 稳定性的充要条

‘ 交
划一二厂

卫

件是 对于一切运动许可的邻近状态 勺的模足够小

〔只 叮〕声

由于 叮很小
,

将泛函 刁 以 叩」对 吓展开

刁 只 刀〕二 〔兑 刀 。〔几 刀」 〔只 刃 ⋯
。

表示 刃的 二 次泛函
, 。〔凡 刁〕二 是因为基本状态 叮二 是平衡的

,

即

侈 刁 仁凡 刃〕 。 。 几 占刃〕 ⋯
,

卜 。 〔只 己刃〕二

基本状态分支点的条件是 〔凡 刃〕半正定
,

夕 又 刃〕 或 〔只 叮〕

使 的非零 刃及对应的载荷因子 又 称为屈曲形态和临界载荷 一般说来
,

能有 个
,

记作
、 , ⋯

,

的
。

显然
,

线性组合万
、也是屈曲形态 “

” 称为多模态

屈 曲形态可

称为单模态
,

如果限于研究 几
。

附近的后屈曲行为
, 之一 只

。

是小量
,

可以预料
,

后屈曲平衡状态应该

与某一些屈曲形态接近 令

了 、 ‘ ,

其中系数
、
是小量

,

是高阶小量
,

重复指标表示求和 要求

了
’ , 〔 , , 护 」二 戈 , ’ ‘ ’ ,

夕 与
、正交

,

即内积

矛

泛函
, , 可以任选

,

但要求二次泛函 ,口
,

门 。〕
,

通常可取线弹性应变能 形 式
,

则
了
’

刃〕 〔即〕二 〔 , ‘ 三 ,仁
‘ , ,

〕 。」 , , 」 仁。
,

」

上式表示正交条件使 , 对线弹性应变能的影响最小
。

在一次近似下
,

可以取
’

二 、 夕 ￡, ,

函数 。 , 和幅度 。 , 是待定的 为了利用 几一 只 是小量的条件
,

将 各项对 又在 又
。

处

展开
,

把
,

代入
,

略去高阶小量
,

求 , 归结为线性边值问题
,

泛函 月乡〔只 们

归结为多元函数 户 只 。
,

求 ‘
, , 归结为解方程组



几一 只 厂 “ ,

、 , 、 , ‘ , ‘

、 ,

当 , 、不全为零时 三次结构

当
、 , 、全为零时 四次结构

其中 , ,

维空间中
,

月 , , 、 , , 、 ,
是与 “

, 、 , 有关的系数 上式阶数很低
,

不难解出
, 。

在
。 ,

代表一个向量
,

称为屈曲方向
,

或记作 “
, 如

,

虽
。

对琢一屈曲方向
,

可以得到幅度 若与 只的关系 图
,

若

只,
言 三次结构

是沿屈曲方向 的 单 位向

考 四次结构

其中 、
, 式 是

一

与 有关的系数

今
“

、

‘

分
弓

入 矛
入了产云

‘

口

亏
《

产 弓

内︺
﹄,札‘一

当入
, 当入,

扣节 知
乡 弓 “

当义一。
, 入之 。 当入, ,

入厂

稳定性决定 」平衡状态是否使多元函数 之 。 取极小值 。八 证明 之夕只 时从

本状态是不稳定的 二次结构的分支点是不稳定的 四次结构分支点稳定性的必 要 条件

是四次型
、 , 、 , 。 。 , 。 、。 , 非负

,

充分条件是正定 三次结构在 只 以上和以下都 有 后屈

曲路径
,

下降路径是不稳定的
,

上升路径可能稳定
一

也可能不稳定 分支点稳定的四次结构
,

后屈曲路径在
‘

以 匕 至少有一条稳定路径 分支点不稳定的四次结构
,

后屈 曲路径在 只

以下
,

都是不稳定的 可见后屈曲行为决定于分支点本身的稳定性

如果结构有小几何缺陷
。

。 存 二 , ,

则这种缺陷也可以用 维空间的向量 。
、表示 如果

,

即与屈曲方向一致
,

则 变为

凡一 只 夕 了

一致

盆兴
、。 , 任

一

““ 了万 一 “

的解 “ 才 也与屈曲方向 当完善结构有下降路径时
,

缺陷引起的极值点只
。

为

二次结构 当 几
,
烤 寸

、,

一匕﹄
、产口八

四次结构 当 只 一寸

几才

︸气
﹄

乙厂
‘

一一

了

、
、

自八
一一

,上
一一一一只

、

只
‘

天 只

表明真实结构的极值点 又 随缺陷幅度 行的加大而减小 当 一 , 时
, 大

。

的 降 低

速度引 介 趋于无穷大 图 分支点不稳定的结构
,

对缺陷非常敏感

当结构有任意缺陷时
,

分析比较复杂 玉 〔‘ 」证明 对于三次结构
,

在缺陷幅度相同的

情况 卜
,

当缺陷方向
,

与完善结构后屈曲方向中有最陡下降斜率的方向一致时
,

对应于最低



的极值点 关于四次结构的类似定理
,

由于可能给出过于保守的估计
,

因而不太重要 结构的
、

人从
缺陷是随机函数

,

所以实际屈曲载荷也是随机 的 。 的

证明指出了影响最严重的缺陷形状
, 这一点在实际应用中

特别重要

神庆 【川 等基于能量原理和虚功原 理
,

给 出渐

近稳定理论的两种等价叙述
,

采用了更一般的泛函分析记

号
,

使理论适用于更广泛的情况
。

例如除位能原理外
,

可

以用其他极值原理
,

有时用混合型变分原理
,
以应力函数

和法向位移为独立变量
,

分析板壳后屈曲更加方便 用虚

入, ,

入止‘

入, 、。

图

功原理时则不要求找到问题所对应的泛函 〔”’对于有限维系统
,

讨论了基本状态的

高阶分支点接近最低分支点时的收敛性 证明渐近理论的正确范围不超过邻近 的 高 阶 分支

点

渐近屈曲理论使复杂的后屈曲分析大大简化
,

尤其便于分析小初始缺陷的影响

所给出的结果
,

在渐近的意义上是精确的
,

它的适用范围一般不大
,

但对于研究缺陷敏感结

构小初始缺陷的影响
,

可以给出很好的精度

班 应用和发展

年代初 以来
,

包括 在内的许多作者在渐近稳定理论方面做了大量工作 一方

面是使理论更加完善
,

另一方面是推广和应用 下面着重讨论推广和应用方面的一些进展

典型结构的初始后庄 曲分析 渐近理论首先用于一些典型结构
,

例 如 圆 柱 壳 的轴

压屈曲
, ,

圆柱曲板轴压 屈 曲
,

整 球 壳 外 压 屈 曲
」 理, 。 ,

圆柱壳侧 压 屈 曲 。 等 和 扭 转 屈曲
、 等等 这些分析往往只 讨论屈曲前是薄膜状态及典型边界条件情 况

,

一

般采用解析法
,

着重分析缺陷影响 所得到的结果进一步验证了渐近理论的正确性和优点
。

年代以来
,

人们更感兴趣的是研究一些比较复杂的壳体和结构的后屈曲问题 例如考

虑壳体非线性前屈曲状态和边界条件的影响
,

加筋结构屈曲模态的相互作用
,

复杂结构的承

载能力等 涉及复杂问题时
,

渐近理论和有限元相结合的方法得到了发展

极值点屈 曲的近似计算 当前屈曲状态必须考虑非线性时
,

出现极值点是 可 能的
,

这时前面介绍的渐近理论不再适用 在实际结构中
,

由于加强元件的限制作用
,

前屈曲状态

的非线性一般并不十分严重
,

常常属于 “中等非线性 ” 情 况 , 等 〔
’ ’把 理论

推广到有中等非线性前屈曲状态的极值点屈曲问题
,

这对于扩大渐近理论的应用范围是很有

意义的
。

竹呀硅勿相心假
人

真实结构

〔 〕认为
,

如果前屈曲非线性并不十分严重
,

那么屈曲行

为应该比较接近某一个有线性前屈曲状态的假想结构的分支屈

曲 因此实际结构的泛函 刀 应该与假想结构的泛函 刀 相 差 不

大
,

不难找到这样的假想结构泛函
,

并由 己 给 出 线 性基

本状态 几
。 ,

而泛函 差 〔 〕 汀仁 〕一 刀「 〕是小量 可以

用渐近理论分析假想结构的后屈曲 行 为 因 为 刀 口
,

, 相当于假想结构的 “缺陷 ”
,

称为固有缺陷 所以真实结



构相当于带固有缺陷的假想结构
,

很容易确定它的极值点几

层 曲形态的相互 作用 某些结构 例如圆柱壳的轴压屈曲 在同一临界载荷 下 存在

多个屈曲形态是不可避免的
,

另一些结构 如加筋结构
,

为了减轻重量
,

常常人为地使局

部屈曲载荷与总体屈曲载荷相等或接近
,

因此多模态屈曲是常见的 多模态屈曲时
,

模态相

互作用使结构缺陷敏感度增加
,

实际承载能力下降
,

在屈曲优化分析中是应该注意的问题
。

近 多年来
,

对模态相互作用进行了许多研究
。

在同一临界载荷下考虑多模态的相互作用
,

其实就是一般理论在多模态屈曲问题中的具

体应用 当高阶分支点接近第一分支点时
,

必须考虑高阶屈曲形态的影响
,

一般理论需要加

以修正
,

应改成

,

艺 人 一 式〔 、 之过 犷口 十
月

、“ ,“ ‘ 、 ,花
’

,万
, 一

夕夕 兀

式 ‘卜只、 是第 牙个临界载荷
,

心 丧示非求和指标
’日了第一次分析了受轴压简化薄壁支柱的总体和局部屈曲模态的相互作用

,

括出尽

管单独的局部屈曲和总体屈曲都是稳定平衡
,

但当两者同时发生或接近同时发生时变为不稳

定平衡
,

结构变得对缺陷敏感 卜。 等 〔
’。’指出

,

优化条件要求局部屈曲载荷 高 于总

体屈曲载荷

此后
,

对 」
飞

加筋板壳的模态相互作用问题
,

一直受到重视 〔
“ ’一 “ 〕 〔 研究 了纵向加筋

圆柱壳轴压总休屈曲和局部屈曲的相互作用
,

方程 为

一 、 人 乙 州 乙, 、 “ 通 人
一 ‘ 只 乙, 乙 只 只

吕 ,口 有

一 帐

纵甸筋教
,

人 附近下降最多
,

但两者相等仍不偏离最佳

式中 , , , 只 ,

只 是总体和 诗部屈曲的‘舀

度和临界载荷
, , , 、 是形状同总体和 局 部

屈曲形态相同的缺陷幅 度
, , , 是 已 知 系

数 乙
,

和 分别只同总体和局部 屈 曲 有

关
, 占」 和 乡 同时与两者有关

,

反 映了两

种屈曲形态的相互作用

图 是一组典型结果 实线考虑 了相互

作用
,

虚线未考虑相互作用 可见相互作用使

缺陷的影响加大
,

极值点 几
。

降低
,

在人呀

仁

盆凡

、之
,

﹃‘曰丹甘乌。氏,卜

嫂 渐近理论的有限元 法 为了用渐近理论分析比较复杂的问题
,

许多文献采用有限元

法 例如 〔“ , 。和 〔 ’以及 【“ ’等等

〔 〕利用了 、 的概念
,

可以研究非线性前屈曲状态的分支点和极值点
,

在近似位

能表达式中保留了更多小项
,

还考虑了高阶屈曲形态的影响
,

用迭代步骤合理地选择所考虑

的屈曲形态
,

用位能的主要余项作为误差来控制结果的可靠性 算例表明
,

屈曲形态的相互

作用
,

对结构后屈曲行为的影响极大 汀 ‘ 的近似方法对于中等非线性前屈曲 状 态
,

可

以给出比较精确的极值点或分支点
,

临界点以后路径的可靠性
,
受所选择的模态影响

,

利用



余项控制误差可以给出比较满意的结果 与一般非线性数值计算 例如增量法 相比
,

这种

方法的突出优点是可以大大节省机时
,

尤其便于讨论缺陷影响
,

既经济又比较有效 因此
,

把渐近理论和有限元结合起来分析复杂结构的后屈曲行为是合适的
,

但 目前这方面工作还很

不充分
。

弹塑性后层 曲的渐近 理 论 上 面 讨 论 的 理 论
,

只 适 用 于 弹 性 系 统
〔““ “ 。’把渐近理论推广到弹塑性初始后屈曲 塑性屈曲和弹性屈曲有很多本质区

别 在研究压杆塑性屈曲时指出
,

分支点与屈曲引起的卸载区有关
,

在一定范围内

变化
,

整个截面只有中性加载点 无卸载区 时对应于最低分支点 把这种全面加载的

概念用于三维弹性体
,

建立了塑性屈曲分支准则 塑性屈曲发生后
,

开始时载荷稍有升高
,

平衡是稳定的
,

但很快达到极值点
, 接着载荷下降

,

变为不稳定平衡 认为
,

由

于后屈曲路径的极值点与分支点比较接近
,

在分支点处的摄动分析
,

有可能讨论塑性后屈曲

分支上极值点处的行为和缺陷影响 」从 规定的分支点出发
,

利用与 相似的

方法
,

分析 了塑性初始后屈曲行为
,

对于完善结构给出
几 只

‘

义,占 只行
’斗 日 ⋯

其中 认 是 位 移 幅 度
,

系 数 只, ,

只 ,

口
。

图 给出完善结构和有缺陷结构的平衡

路径 分析表明
,

在分支点处卸载区的增长

速度是无限大
,

以后逐渐减小
,

从而使后屈

曲路径开始时上升以后下降 目前在塑性屈

曲研究中
,

还有许多间题有待进一步解决

和 一 “。
还把

理论推广到动力屈曲

结束语

入

完善结构

二 缺翩构
、

近 年来
,

在结构屈曲研究中
,

无论是 创 , 渐近理论还是一般非线性理论以及它们

的应用
,

都取得了重要进展 但是应该看到
,

理论研究的进展与工程应用之间 还 有 一 定距

离 口前在结构设计中
,

包括象飞机这样的轻结构设计中
,

与强度分析相比较
,

稳定性分析

还比较落后
,

有效的稳定分析程序远不如应力分析程序那样普及
, 因此加强工程应用研究是

很需要的 在屈曲理论的实际应用中
,

还有许多问题应该进一步研究
,

为了解决这些问题
,

理论是很重要的
,

例如
,

缺陷影响 问题 〔 己经肯定缺陷是影响屈曲的主要因素
,

但实际结构的缺陷无论大

小还是形状都是随机的
,

合理的方法可能是通过对缺陷的统计分析
,

确定结构在工作载荷下

的破坏概率 可惜这方面研究的进展很慢 然而
,

精确测量实际结构的缺陷是很困难的
,

而且

未必有必要这样做 有时还会在使用中产生新的缺陷
,

而且有任意缺陷的结构后屈曲
,

分析

很复杂 看来
, 目前在实际应用中比较有效的方法

, 仍然是考虑与屈曲形态一致的缺陷
,

给

出偏于保守的结果 如前所述
, 利用 理论讨论这种缺陷的影响是特别方便的

复杂结构的弹性 后层 曲 在结构设计中
,

特别是复杂薄壁结构设计中
,

弹性后屈曲

包括模态的相互作用 常常是必须考虑的问题 现在己经出现一些大型通用非线性分析程



序
,

但用于复杂结构时
,

由于花费太大往往受到限制 特别是在初步设计阶段
,

简单
、

迅速

又有一 定精度的方法是受欢迎的 这正是 。计。 理论的优点 所 以
,

在复杂结构后屈曲分

析中
,

应用各种简化方法
,

包括 。 理论在内
,

是有意义的
。

为了缩小计算规模
,

常把

结构化为部件来计算
,

因此确定边界条件和连接方式对屈曲的影响很重要
,

这种影响通常
一

分显著
。

确 定承载能 力 某些结构的最低分支点是稳定平衡
,

屈 曲以后仍有很大承载能力
,

有的发生二次屈曲 确定承载能力是设计人 员关心的问题
,

但是很复杂
,

常常必须讨论塑性

屈曲
,

而塑性屈曲还没有完全搞清楚 如果屈曲后仍然在弹性范围内
,

可以用精确的一次后

屈曲路径作为基本状态
,

用 。 理论研究二次后屈曲 〔‘
。’ 在大型彬架的后屈曲分析中

,

〔 利用杆件的后屈曲特性
,

确定整个结构的承载能力
,

这是一种比较简单的方法
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线性 模型的微分方程
,

从而可以用初等振动理论教科书的普通方法来处理
。

相应地
,

方程 化为粘性阻尼的单 自由度系统的频率
一

响应曲线
,

而方程 和 则化为同

样系统的熟悉的对数递减函数

为了利用公式 一 来设计整件货物底层中的装运箱并保护农产品不受瞬态冲击

输入和持续不断振动的作用
,

设计人员必须知道现有系统的恢复参数
。
和

,

耗散 参 数

和 。 理论土
,

应当在整件货物的实际装运和装卸环境中的装运箱上安装一些仪器来收集数

据
,

以获得上述这些参数 很可惜
,

现有的这种数据还非常之少 利用另外的一此方法
,

可

以使用 。 ,

所述的实验室试验来获得恢复参数和耗散参数的估计值

未完待续
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