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力 学 进 展
。 ,

计算地球物理流体力学中的非线性

不稳定问题 续

季 仲 贞
中国 科学院大 么 物理研究所

四
、

算子差分方程和谱方法的非线性稳定问题

圣 计算稳定性和能最守恒性与算子非负性的关系 本节引进算子方程
,

并推广虽和

招 的一些结果 对于非定常流休力学方程
,

往往都可以化为如下形式的 “发展方程 ”

口丫口
,

丫刀

其中 厂 尸
,

是待求函数
,

丫
,

丫 厂
, ,

是一个非线性算 子
, , ,

⋯
,

是空间坐标
, 斤是空间维数

,

是时间坐标 例如
,

对于正压原始方程

劣
·

喘 一窝
·

会
一
一 。

知
·

宝二宝
·

争
、。 一 。

。

口曲 口功 口幼
,

厂 口 口夕

砚 十 “ 。、 十 “ 口。 十 , 戈击 为

二维无辐散涡度方程 和一维非线性平流方程

。

在化为 形式后
,

分别有

口 口
。 十 万
汇 刀

一 厂

口即
夕眯厂 刀 , 了 二

口

口夕

口叨动
污
﹄

叭﹄

动
‘

在
,

空间布网
, ,

⋯
, 走 记函数 在

。

厂 乙
,

丫 二 丽 叙 刀 彻
、 ,

,

了 二 耐 口

、 , 、 , 。 了丁 , , , ,

⋯

时刻的值为 厂
” ,

在点
”, , ,

,

, 尤
二 二 乃 , , 为整数

,

的值为 及
,

于是与 相应
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的差分方程可写为
邝 十‘ 一 厂

” 。 万带 〔尸
” 十 ‘ 一 ”

〕
,

簇 簇一

其中 。是与
一

了 相应的差分算子
, 辛 为 的某种光滑值 定义两个网格 函 数

,

的 内

积为

, 二

乏
。 二
』
川

。

在一维情形 乙 入,

在二维情形时 刁
。 二 “ ,

而范数则取为

刀 二 , “

定 义 如果算子 姓满足

月 ’ , 厂 乡

则称 为非负的
,

而当等号成立 寸
,

则称为反对称的

如果差分格式 的解 满足

万
‘

则称格式 是计算稳定的
,

其中 为常数 显然
,

若 厂
刃 ‘
伙簇 厂

” ,

则必定 是

计算稳定的

于是
,

我们可以证明如下定理

定理 若 为非负算子
,

则格式 当 弃 乡 时无条件稳定 若 为反对称

的
,

且 。簇 时
,

则格式 绝对不稳定

证明 易证
户
’“ 十 ‘ 一 刀

” , 尸
”

刀
” ‘
一
“ 一 万

” 艺 一 凡 ‘ 一 ”

」

了 ” 十 ’一 尸
” , 厂

” 十 ’ 仁
” ’ 一 刃“ ‘ 万

” 十 ‘一 尸
” 丁 」

用 一 和 分别乘 和
,

并相加之得
尸
” ‘ 一 尸

” , ” ’ 一 ” 二 厂
’ ‘ 一 ” 十 沪 一 尸

” 十 ’一 五
” 艺

。

‘ 厂
” 十 ‘ 、

一

一 厂
”

与 一 作内积
,

并利用 一 可得
” 十 ’ “ 一 尸

” “ 。 一 ” 」 ’一 丁
’ ”

带 〔万
’ ” ’ 一 “ 尸

”

」
,

〔万
’ 气 ’ 一 月

〕 二

若 为非负的
,

且
,

则有
刀
’‘ ’

尸镇 万
”

时取等号

即格式 计算稳定

若 刀 , 尸 且
,

则有
万
’‘ 十 ‘ 夕 圣

·

定理 证毕
定理 若 刀 , 刀 ,

目 “ 二
,

则格式 有如下守恒性

①能量守恒 五
’

以 ‘
” 艺 刀 。‘ 川 劝

②广义能量守恒 万
” ’ “ “ 劝 月

” 日 ‘ “ 二 ‘ “ , 十 丁艺 劝 厂
“ , 艺

功 巧

③ “平均尺度 ” 守恒 厂
” ‘附 厂

” 十 ‘
口

”

丫 刀
”

证明 用 刀
” ‘十 石

“

与 作内积
,

即得
。

把 改写为

·
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” 斗 ’干 。‘ 刃 。 辛 厂
” 十 ’ 仃 一 一 。 辛 尹力

两边取范数
,

并注意 ‘ 和 月
, ,

即 得 有 了 和

以后
,

是显然的
,

定理 证毕

附 注 如果以
一

格式
刀
” 十 ’一 圣了

”

尸
” 十 ’ 尸

” 十 ’ 一 ’‘ 了” 二

代替
,

在定理 的条件下只能得到上述守恒性 但得不到其余 两 个守恒

性
,

不过守恒性 也同时限制了总能量和平均尺度
,

使得 州
“ 和 引

’

永 远为

有界量

上述的守恒性不但能保证狭义的计算稳定性 即函数有界
,

还可以在一定程度上抑制

寄生波
,

使得计算场保持平滑
,

由此可见满足
,

的守恒型格式的 优 越 性
,

其 中

又比 更好
。

号 有限元近似的非线性计算稳定性问题 为了提高计算精度
,

描 写 复杂

的边界条件以及处理不规则格点分布等问题
,

近十余年来有限元法发展较快 对于非定常问

题
,

其有限元方程可以用 】’ 方法来建立
,

通常称之为 恤 有限元 ’ 方

法只适用于空间方向
,

而不适用于时间方向
,

故时间方向一般仍需采用有限差分 本节讨论

的就是时间差分空间有限元的近似格式的计算稳定性问题 首先进一步推广上一节的结果
,

考虑更一般形式的发展方程
口厂 口‘十 丫厂 二 」一

厂 “
。

其中 二 ,

和 厂
。 劝 为 已知函数

,

其余符号同前
。

在
,

空间布 网
,

取 为时 间

步长
, 二 为空间网点的标号

。

设 价
、
是基底函数

,

是 的 。 。 近似
,

即

口厂 。 口 ,

价 了
。 ,

叻
。 二 。 ,

价
。

今先讨论 取时间单向差的局地近似
,

于是与 和 相应的 二

有限元近似可写为
一 厂立

、

次
二 刊 卜

“ 〕 ‘ 。‘
, ” , ,

卜
。 。

叮人一一
产

厂、

刀

其中 为不依赖于 的线性算子
,

镇
, 且 。是与 了 对应 为近似算子

, 厂育是 厂 。的某种

线性组合或光滑值
, ” ’· ” 为与 相应的右端项

,

一般取为 ‘和 儿 时刻的线性组合

另外函数
。

在节点 二 和 , 时刻的值
,

可记为 刀 。 二 为简便计
,

在以下书 写 中 省略下标
,

将月
, 尸 , 。

等仍简写为
, 厂 ,

等 定义两个近似函数的内积为

, 一

卫 厂
。 ,

。

而函数 的范数则取为
刃 方厂

,

厂
’

“ 艺

如果算
一

子 满足 刀
, 厂 异 。

,

则称 为非负的
,

当等号成立时
,

贝一称 直 为反对称的
,

如果

关系式
, 二 ,

成立
,

则称算子为实对称的

定 义 若当 了充分小时
,

由局地 二 角 有限元近似算得的解满足
’

【
” ’ 一 于

’ “

簇
,

” 十 ’,
’

‘ , 厂
陀 十 ’, ” ,
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则称格式 为计算稳定的
,

其中
’ ” ’, ” ” 一 ” , 少

” ‘, 月 ” 十 ’ 一 陀

」是有如下定理

定理 若 为对称算子
,

为非负算
一 ,

则格式 , 在 少“ 、 士无条件计算

德定
。

定理 若 ‘ 三 。
,

为非负算子
,

为不依赖于 的对称算子
,

则近似格式 仲

当
一 “ 二 时无条件稳定 若

, 万 ,

且 。
,

则格式
‘

绝对不稳定

上述两定理与上节定理 的证明方法类似 此外
,

我们还需指出
,

如果 在 洲 。 。 有

限儿近似中
,

其时间偏导数项用中央差代替
,

采用类似前面 夸 和 荟 的做法
, 「

寸样可以证

明一维平流方程局地 、 有限元近似和二维涡度方程 认
, 有限元近似存在非线性

计算不稳定的例子
,

详见

釜 一维谱展开法的非线性计算不稳定的例子 潜展开法是一种有效的 近 似 求 解方

法
,

它比有限差分法更易于构造出保持能量守恒的计算方案 但是这种能量守恒性一般都是

在时间导数项不离散化的条件下才能保持的
,

如果在时间方向取 。 一 型差分近似
,

那

末在潜展开法中同样存在非线性计算不稳定

先考虑一维非线性平流方程 对 。
,

作三角函数展开

, , 二 艺
、 。

’”‘

一

足和
山 丫

, ,

‘

了

。

口“ 、
一、二

二 户 七
, , 刀

·

少尤 气

亏

为
’

便
一 飞

看到波的非线性相互作
, ,

分别代替 平 中的 , ,‘可得

口‘

口

,

。 产

把

口

和
‘
代入

,

并比较两端系数
一

可得

一

艺
, 、一 ‘ 。

为简
一

单起见
,

仅限于讨论
,

均取
、

二 二
‘

七 七 。 ,

, , 一

。

的波分量
,

于是由 得

一 一 。

把 伙
一

型 寸间离散化后可得

尸
’一 自

, 一 ’二 』 全 泥

忿 ’一 艺
一 ’

一 二丁‘ 二 一 刁 忿 二

。

·

礴
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以 可得

下
卜“ 一 ,、 下 梦

一 二

其中 一 “ 召 ,

而 和 是 只在奇偶时间步上的两个常数值
,

对
一 ,

有类似

的方程 不难求得
,

若 川
·

,

则 了
, 刀 ,

有界
,

即 , ” 计算 稳 定 若 川
,

则 了
,

兰 出现指数增长
,

这表明其稳定性判据是 】川 飞
,

即相当于 广
,

乙 召 因此
,

若 月
,

召同号且 刁 月 刀时
,

则计算是稳定的 若
, 刀 同号且 乙 ’

时
,

则出现线性计算

不稳定 若 月
,

反号时
,

则出现非线性计算不稳定
。

圣 二维谱展开法的非线性计算不稼定的例子 现在考虑正压无辐散涡度方程
,

引进流函数 功后
,

它可以改写为

口
。 , 。 、

草 功二 一
·

动 甲 “必
口 丫

’ 一 丫 丫
一 丫 “

’

尸 ‘

按〔 〕中的办法
,

取如下最简化的涡度和流函数的谱展开

“琪
, 二 万 互

一扛︷十乙一
﹃

。二 一 舟
。 ‘, 一

户
。 ·、 一 。 丁 万 无

。

。

把
,

代入
,

并比较谱展开的同类项
,

最后可得其系数所满足的方

程为

、之︸
一

沁、
一

“ 尸‘

武
一

动
、, , 。 。

、
, , 月 。

一 无 左 五 厂

工尸一
︸

尸
一
、·

一一一一一一一

正如 〕中所指出 ,
一

仁方程组对平均动能 刃 一侧省 厂
十 、

群 和平均平 方 涡 度

二 十 “

是守恒的
,

因此 叻和 功均有界
,

即计算是稳定的 但是
,

如果

对 取
一

型时间离散化可得方程组

认
一 、
子

, “ 厂
”

‘
”

、, , , ,

。 、
“ 一 、“千

。

夕“ “ 。

”

‘
月 一 一 刁

、
, , 刁 二 ,

”

一 “‘万厂

不难看到方程组

才
二 ·

“

少
’ ” 二

有特解

当 为偶

当 为奇

”

” 二

当 ”为奇

当 ”为偶

‘ 。

、广

护几

刁刁自山一
﹄一

一一一一
牛十
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厂是今考虑 的特殊情形

、

、
、声

几月月几下托卜扎

、

、
了

了苦‘,夕‘

十
山一,

卜几﹃丸儿一一
江
” 卜 ’一 滩

” 一 ’一 “‘

泣
行 ” 一

乙才

, 千 几 一

。

由 第三式可知
”

必循环交替地取两个常数
,

不妨设为 和 刀
,

记 二 刁 天八无
一

卜

“ 由 前两式可得
凡 一 召

’‘ 几 一 , 厂
门 一 召 ” ” 一 二

其中 八二
·

刀 召 与前一节一维情形类似
,

可知当 】川 时 且
” , ”

有界 若 】尸卜
寸

, ” , “

指数增长 这表明这时的稳定性判据是 川
,

它相当于 一 子 刀 由此

可知
,

当
,

反号且 少 时
,

计算是稳定的 若
,

反 号 且 了 刀 一 时
,

则

出现线性计算不稳定 而当 和 同号时
,

将出现非线性计算不稳定

五
、

有关非线性计算不稳定的几个问题

釜 对产生非线性计算不稳定的机理的讨论 为什么会产生非线性计算不稳定
,

这是

至今尚未完全弄清楚的问题 但 已有如下一些看法

混淆误差 川 , 等认为由于网格系统不能分解成比 倍格距更短的波
,

当 波 产

生非线性相互作用时
,

网格系统不能正确地表示它们
,

从而造成 倍格距波的增长
,

导致非

线性计算不稳定出现 , 等则认为推断混淆误差总引起非线性计算不稳定是不确切的
,

例如
,

在保持总能量守恒的差分格式中
,

尽管仍存在 见淆误差
,

但并不会出现非线性计算不

稳定

能量宁恒性 八
,

曾庆存等都很强调差分格式保持微分方程物理特性
,

特 别

是能量守恒性的重要性 曾庆存 〔
“ ”〕指出

,

非线性计算不稳定的产生都有一个共同的特点
,

就是没有明显的能量守恒性
,

或者是能量范数预估式的时空差分格式提供 犷虚假的能源
,

而

由格式所决定的虚假的能谱转移过程使得某些特殊类型的扰动很快地发展起来
,

这些特殊类

型的扰动的共同特点是波长和空间差分步长同量级
,

而且振幅足够大
,

使得网格函数变号

他还进一步指出
,

对于非线性方程来说
,

一般只能求得广义解或弱解
,

可是对于弱解来说
,

能量守恒性是不一定存在的

网格函数变号 等分析了一些具体例子后指出
,

非线性不稳定的出现与网格

函数变
一

号有关
,

只要网格函数始终保持相同的符号
,

就不会出现非线性计算不稳定 而我们

自己的分析和数值试验表明
, 网格函数在时间方向和空间方向变号都易于出现非线性计算不

稳定
。

通
。

初值状忍 我们通过定性分析和数值试验还发现
,

非线性计算不稳定的出现与 否 与

函数初值状态有密切的关系 譬如在 号 中看到的
,

兴 白 时
, 。 二 ‘

时不会出现非线

性计算不稳定
,

而当
。二 一 ‘

时必出现非线性不稳定 而 当 三 。时
,

在 召
。 ’

时必出

现非线性不稳定
,

而 ” 一 ’时则不会出现非线性不稳定

圣 克服非线性计算不稳定的措施 既然在非线性方程的差分求解中
,

非线性计算不

· ,
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稳定是经常存在的 如何才能避免这种不稳定呢 了 这是一个很现实的问题

〔 〕中己作了较详细的阐述 一般非线性不稳定在初始时表现为局部的小尺度的不规则

性
,

也就是高频扰动
,

在一定时间后
,

就出现突变性的指数增长现象 这种高频扰动可以用

如下儿种方法中的一种来消除或减弱 ①空间或时间平滑 , ②在变量 的预报方程中引入形

式为 的扩散项 ③构造具有隐式平滑或某种选择性衰减作用的差分格式
,

如 后

差等 ④构造总能量守恒的格式 ⑤截谱近似 前面三种办法虽然在实际工作中经常使用
,

并且对克服非线性计算不稳定确实有一定的效果
,

但是这些办法的采用
,

在抑制虚假的高频

扰动的同时
,

把许多有意义的小波动也抹去了 因此这些措施长时间大量地使用 是 不 适 宜

的 第五种办法意味着使用谱展开法
,

虽然近年来也在迅速发展
,

但涉及波谱的非线性相互

作用
,

在理论上还有许多问题需要深入地研究 看来还是第四种措施更值得提倡
,

特别在地

球流体力学问题的计算中可以采用 然而
,

以前所发展的时间差分意义下的完全能量守恒的

格式几乎都是隐式的
,

它们一般都较费机时
,

相速误差也较大
,

近年来人们在使用过程中把

隐式格式与分解算法结合起来了
,

曾庆存等更是发展了参数可调的灵活性替代格式
,

这些都

大大弥补了隐式格式的某些不足之处 更可喜的是最近己出现了构造显式的完全能量守恒的

差分格式的趋势
,

当然要想在实际工作中使用
,

还需作更多的努力

圣 耗散与计算稳定性 如前所述
,

在方程中加耗散是抑制非线性计算不稳定的主要

措施之一 但是耗散如何加法 加多大量才合适 了 这是需要侦重对待的 本节分析一下耗散
量对计算稳定性的影响

。

在一维非线性平流方程上加上形如 。 叙 的耗散项
,

就得到著名的 方程

口 口 口 友
孔 十 一‘ 厂 二 岁

一石万 万

不 以 万

。

引进参数
,

方程 可推广为

宾卜 卜
白

嘿
一

誉豁
公

器
, “镇‘

与其相应的差分格式可写为

‘夕‘ 一 , ,梦
一 ’

』
一 夕 , ,梦

友了
十 , 一 ‘罗

一

刁

刃 立沁兰二业生 ,吐
乙

叮二 二 卫二
一

土迎胜乞
刁

。

今取 的形如 的特解
,

或改写为

,‘

卜 艺
不‘· 孟 , 阴 ‘“ ·

。

其中 刁 , 川 ,

巨

” , 卫 , 二 ”

平
” , 竺了 二 ”

。

把 代入 并化简
,

可得其展开系数 众所满足的常差分方程组
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’一
”

一 歹 , 弓
一 , 一

一

干 与

写
, 。 一

’

琶 与
, 打一 户 宇

,

夕
十 ’一

』
一刀

乙
么 月

』
一

公

川 补

了 艺 。

一 夕 梦

竺少‘一 与 ‘ 一
一

一 口 与 一

乙艺尹

刁 “

乙 侧

月

把 代入
,

并按虚实部分开可得
” 十 工一 ” 一

乙抚召︸月自一
‘

” 一 ” 一 ‘ “ 一 白’已
”

月 一 一 口
”

” 一

乙

月又

』 ,

一 为义
” 一

。

‘、尸

凡

罗

” 十 一 ” 一 一

乙 ,

』
口
” 一

若在
、

。厂

一
。,一 半

·

、
·

卜 。卜

中取 口
,

可得

竺 ‘ 一 只
一 二

。 之 一 。 厂

鉴
。 。 , , 刁 尹

』 拼厂
,

与
’

十 ’

一 。 、 一 一

蹂
亡 。 。 口 尹

』 艺

刁乙乙刁
一 罗

一 ‘ ‘

二 ’一 叮
’ 一

梦 “ 一

二

乙 训

刁 ,

刁

歹
一 ‘

笃

由 一 前两式可得

尸 一 卜
、

二沙
”一 ‘

分
刁抑
刃

乙 ,

刁 “
、
广一

土

其中 月
, 刀 是 忿所取的两个常数 的特征方程为

以十一尸加山山
、 一

卜
一

嵘
于是 可得

一
刁 , ,

刁 尹

刁

刁

』 卫

刁
士侧例

。

其
一

眯
’“

咐嵘
““ 一 ‘ ·‘· 下面分两种情况讨论

①若
,

则 为复根
,

于是

“ 乙 卫

刁 “
刁 ,

月 “
。

理
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调蹭涛刻绷侧樱以片创浙侧樱岭到
,

浙侧

称 班

侧稽玲划浙川一怨祷划邪越钾圳一稗玲到
、

浙拌

之 、
一 ’

一攀 ,

洛
一 ’

低、﹃只门一
、
、

决囚
,翔、‘
、轴勺火祠门

︿帕︵决丫
、

撬
囚。工叫、阅、﹀、嗽、。,帕勺匀勺
,

。,、‘、

、﹄次勺

︿一
一

厂一

了尸︸勺

︵劝相勺十夯巴﹀凑、︵钧丈︸勺介巴︿翔飞

泊甲
、

、阅孰囚︿戮、﹀乓︵决︶
。升

。,勺柏﹁

若要格式计算稳定
,

则必

须 八 , ,

化简 之 为

山以刁对
,

反之
,

若

山 刁护
,

则格式计

算不稳定 可见
,

对于固

定的 乙 和 刁
,

耗 散 系

数 尹不能取得太大
,

否则

将造成计算不稳定
。

②若 。,

则人
一

“
为

实根
,

当 和
“

一

时将出现计算不稳定 经

详细分析
,

可得 当 对

寸格式 的稳定性

如表 所示
。

此外
,

我们还利用方

程组 进行数值计

算
,

选取 川
, 月

。 “ 乙

。 二 , 一 二

一 ’ ,

而
,

分别取 为
。 , 。 , 。 ,

。 所得总能量 的

变化如表 所示

由表 可见
,

太大和
夕过小都会出现计算不稳

定
,

而当 , 和 , 二

时计算才是稳定的
,

可见

对耗散量的选择必须十分

侦重
。

乌
一

乞
乏

书飞
习

柏阅囚
︸

飞勺一

︿勺权勺众

柏勺囚、勺、勺、郎以
一

囚工祠﹁

叫钧丫
、

︺勺品﹀澳沐

﹀臼柏勺众囚

帕阅囚。抉勺飞
’

蓖

劫︸门急囚︿饿飞

男器攀侧皿留︿翔湘︵份︶拭您一琳

飞乞
一烤飞澎于︵洲忿禅架飞澎于︵忿担

︿澳
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表 格式 的计算稳定性状况
泥

一 一 一刃 ——
一

—一
勿

似

岁 二 。 创 。 〕
·

二 。

一

仪

义

工

’二

火

工

卫 又 。‘

火 门

‘

工
几

工 士

‘

弓
‘

〔 ‘

丫

工

只

。川巧

又
‘少

‘

火 咭

义

‘
又

又

里 又 工 工
’

苏丫
工

又 」

工

工 只
二

上

只

又 厂
‘

王 了

︼、曰尸八曰洲曰︺︸口︺幼门
︸矛斗‘斗巴︺

曰玉

上

飞 义 ’

只

土

火
‘

又

又

只

曰门几曰门曰曰勺八日勺翻凸乙,口

六
、

平方守恒型差分格式的构造和应用

荟 平方守恒型差分格式的构造 如前所说
,

能量守恒的格式对于长时间计算稳定是
一

卜分有利的
,

在 虽 中又进一步看到能量守恒性与算子非负性有着十分密切的关系 从 某

种意义上说
,

构造计算稳定的差分格式的问题 已转化为构造非负算子的问题 如何才能构造

出具有非负算子的差分格式呢 下面介绍一些具体的方法

为了书写的方便
,

先引进一些记号和关系式 在
, 方 ,

空间布网
,

分别取空间 和 时

问步长为 乙 乙 , 人, 月 设
,

为任二个网格函数
,

记

、户 旦少钾 尸、
,

” 十 一 ” 二 ,

二 一 一 , 厂 ‘ 二

”
一

卜 一 ” 一

丁

厂
·

刀 卜
, 、

里、 , 一 , , , ,丁
一

川

, 二互石
、二妇 。理 应、丛 二 刃

, , 、 一 厂 一 , 孟

二

一 , 二

, 、 , 、 一 , 一 ,

月
、 一 ,

凡

, 走一

·
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显然有
厂 、

二

七刃二
一 二 了

方法
。

方法
。

方法
。

方法

十 。 一 ,

略
,

可参见 〔
,

〕

散变积分法 略
,

可参见 〔
,

〕

共扼内积法
。

定义两个网格函数
,

的内积为

厂 ,

万互
,

, 、‘ ,
·

、护
。

在周期边界条件下
,

容易验证如下关系式成立
尸 , 十 二 , 一 二

在 中以 勃 代
,

以 言代 〔得 勃烤
十

言
,

占芍
二 二 ,

可改写为

言
, 刀若

二

言刃
一 二 速 ,

在 中以 勃 代
,

以 含代 得 烤
,

言刃卜
万 十 勃烤

十 二 ,

可改写为

言
, 刀言

一 二

言
十 二 ,

把 攫 , 一

与 相加
,

并除以 得

含
,

苦二 蔚 二

同理可得

有
,

舀
,

翁
一 , 二 ,

行
,

着
一 ,

占
、 一 。,

言
,

石
一

、 参刃
, ,

在 中以 尹 代 言
, 以 ‘料 代 刃

,

在 中以 少 代 言
,

获 尹果 代 刃
,

并把所得结果

两两相加并除以
,

共可得 兰
·

个关系式
,

譬如有

乙带
, ‘辛辛乙宁

二 ‘岑辛心辛
一 了 辛辛心士 帐带右带

一 , 二 ,

代气沪 犷 十 、辛辛乙勺
十 二 余 乙少

, , 带辛乙勺
十 。 二

尹
, 、料葬二 又尹吃两二 ”乒

一

产气勺
·

其中 尹气 产带 分别为
, , 的某种光滑值

,

尹 为 乙的某种线性组合
,

例如可取 护 乙
,

或 乙

等

关系式 表明
,

如下的格式具有瞬时平方守恒性

乙·
,

扑料
之 ”·。

一 二

声 产 产二
一 , 一 。

乙
一 一

一 ,
二

⋯乙
· ,
十 二

二乙兰
, 。·“· ,

· 一 。

。

, 一 一

沪 ·民 而可
, 十 二子 又公“乙‘ ,

⋯
一 。

二

如果取 妙 乙
,

还可以证明以上这些格式具有完全的平方守恒性
,

而与 珠 和 尹令 的取法无

关
。

格式 。就是我们在
, ,

〕中构造的格式在二维棍度上的体现

。

吐
。
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方法 滩 直接差分法 略
,

参见仁

方法 有限元法 略
,

见〔
, 理,

〕
。

釜 完全能 守恒的格式在海流数值模拟中的应用 海流数值模拟是一项有着重要意

义的工作
,

能否使其取得满意的结果
,

计算格式的稳定性问题是一个关键性问题
,

卜而我们

扼要介绍
一

个表层流计算模式
,

以说明平方守恒格式的重要实用意义 考虑 二维全流方程

口 口‘ 口, , 口动

山
一

卜 左 口二 十 ’ 。,
一
卜 一

口 ,

, 】
’ 。价刀

“口口
一一一

︸灯﹄口

日
乡万

材口口

二 叭 △

尹 寿 △,卜 , , ,

飞

一 厂、 八 一 十 ,

衬

十

叮
打口

其中 △三口 口护 十 舀
“ 口 , ,

为海流流速的两个分量
,

为水层厚度
,

功
,

为 自山

而位势
, ,

为海底地形高度
, 弄 为侧向摩擦系数

, 介 为海底摩擦系数
, 介。 为分 子 迁 移 系

数 和 为风应力的两个分量

叉 二 户气 水户水 。卜
。 ,、。 , , 户气 水户水 ,〕卜

。 , 。

为海表面风速
, 。 , 。

为其两个分量

作变数变换
,

今侧妙 。
,

了
, 巾 、 功一 入

。 ,

于是可将 变

、
丫

换为

口 厂 山 、
一

个 吸“ , 十 一

一
一 十

以 口

口钊 、
, 丁 ,

, 口必
, 二 、 , , 而

、

二 , 一 ’夕 一一一 十 兀 岁 乙划 一工
一

,一 人 。 十
’
厂 丈

’

口
’

、
‘

甲 厂

护
一

箕
口人

口 峨 盟
·

哥
一

卜
一 巾

一

等
·“ 小“

一

纂
、

一 天 ·小 尸

口 巾

刁
朽巾 △小

洲山娜
一

山

。

不难验证 满足如下能量关系

层
一

护
’
协 ,

尔
介 必

巨 创
犷“ 一

基
一 一 无‘口 ,

、功必 巾 中
、 , “ “、 。

如果忽略耗散强迫力项
,

则有能量方程

〔 研 十 护〕 向 二
。

今在
,

妇 空间布网
,

变量分布有如图 所示的跳点分布

为了节省计算时间
,

我们采用分解算法进行计算 具体的
,

就是把与 相对应的

差分方程分解为如下三个过程逐次进行计算
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一一 、、、、、、、、产——————,,

一叫叫
卜卜卜一

匕匕匕 七习习 , 习习习习习匕匕匕匕匕 ,,

甘一中一 一 中一

—匕弄二一了
,

二一一
一

—
’

扭 支皿分布图

地转适应过程
。于

, ,
, 一 。

十 , , , 「
, , 一 少

粱
、十 , ,

。

,‘一

工‘划,‘﹄早川门

必
厂

︸
、于

, 十 , 一 、 , 十 山 一 厂日 〕
, ,

厂

厂舀 中 厂 乃 中

‘
, , 粼

, , 一 』‘从
一

饭
一

夕
, ,

又乙

、八八司土
、

、,
︸

勺︸十

亚卜
、、

。

寅变过程
,

五
,

工
十 , 夕 , 萝

。拜
、, , 十 一 、

, ,

价梦
二 , , 一 功梦

, ,

耗散过程

呈亨
一 , ,

, 乙 己。 、 厂
一 “ 一‘ 一一 个 一云一 一 一 下 一 、“

, ‘

‘ ’“

己
‘ 、

一
心

乙万

夕

扩

夕 里 , 夕

妙川勺州

刀

‘

︸

︸一‘
,

了、‘自

,︺妇

才泞︸月月

五
, 、

,

, , 乙 左 △ , 一 岁
‘ 二 十 , ,

,

亚
』 ‘ 山

、 , ,

五
厂了百

,

, 十 「 , , , , 乙 艺 左 △ , 丫 一 左 厂 岁丈
‘ , , ,

。

五
,

“
,

丑

叻理下,
, , 二 价

, 、
·

匕 左 甲 △甲甲 」
, ,

其中 △ 是与 上冲 。 。 算子 △ 口丫 护 口 心 对应的差分算子
,

一 中的各

项的具体差分法从略 可参见 〔 〕 不难看到上述方程组 和 是隐式的
,

而 是显式的 我们可以证明这套差分格式完全保持了与 和 所相应

的能量关系
,

因此这套格式有较好的计算稳定性

在计算中我们取 刁
, 二 分钟

, 』 二 月 。 分钟 我们 己分别作 了如
一

的数值试验

①渤海 月份平均流计算 取 刁 二 刁 二 公里 ②南海 月和 月平均流计算 取 乙 二

刁万 公里 ③南海定常台风下的海流计算 取 』 二 刁刀 和 公里

图 是实测的渤海 月表层流
,

图 是考虑 了渤海外流影响的计 算 风 吹 流 对比两张

图
,

不难看到主要的边界流系吻合得很好
,

对于中心 区的几个涡流
,

由于缺少相应地区的实

测资料
,

所以难以论定 表 至表 是计算南海 月平均流时所得到的一些数据 表 是每
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表 能篮变化表 单位
‘ ‘

, 一

卜 梦功’
营

、

二月 袱二
一

卜 ￡、

泛

滩尽

今

】三〕

工

」

勺

见】

道

只
、

几

又

弓 。

。

“ ,

工 。

口

了 ,

火 工 公 ,

〔 弓
一

工 。

,

‘,

,
‘ ’

又 ,

义 ,

只 ,

‘
,

只
‘

〔少,

。 ,

弓
‘ ,

弓
『,

弓
‘ ,

,

‘〕

弓 只 工 ,

表 海流 分皿变化表

厅 间 所在位置 时 间 所在位找
“ 。 、 二 。 。

门自八伪凸︸乙口曰自自八曰门冷门曰口。曰门八自︸二︺,
‘几︸︸飞口伪八。︸︹门乃﹃口乃净八八忆

︸

甘

八曰

目曰

门曰

曰

曰

曰曰

土

生

一
」

一 只 工
‘

一
‘

一
工

一

一

一
’

一

一 弓 火 上

一

一 弓 ‘

一

一 弓 火
‘

一

一

门口八曰几口八曰曰八曰门曰口曰几曰,,土,
盆,,,生,﹃丫土一
‘,产一﹃了月叮

夕﹁了勺者,了,夕一丫门了一了︻加产乙勺自口一八‘心自勺‘,习户乙八白口石︸八白八乙门山勺山火

’

〕

又

只

’

只 工 ’

‘

弓 义

, 只

砚

父曰,引卜门刃斗︺门邝引曰“心乙几气尸了曰夕︸竹卜月
了甫纬价自八一飞马,

,上,止丁五,汉乃石翻一宁︸令、今
气

护

典

崖
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表 海流 分量变化表

时 间 所在位置 所在位置
二 二 。 。 。

,

了

一

,

了

勺了门︸

了产

︵﹄

了

工

工 吕

弓

」

又

只

弓 冰

火

碑

工

土

寸 间

,
·

,

乞飞

一 又

一

一 火

一 弓 又

一

一

一

一 只

一

一

一

一 又

一

一

一

︺尸曰今一、勺︼乡︺、一﹄一月注嘴曰,,,
‘

西八己门介口﹃污门乃‘口翻月二八乙弓白今曰今白门乙勺麦八乙八乙勺自八‘八乙勺乙

, , 甚润厂 , , 下飞 ,‘ , ,‘ , 了 哎 , 一叫
门口气二二 , 口犷淤尸 , , , 侣翻 , , 一

, ,

一 , 尸 , 月 ‘ , 甘 , , 目 , ,‘于 二 ,曰 叮 一 , 二

表 海面起伏变化表

时 间 所在位置 时 间 所在位置
刀 , 。 二

、

, 。 、。

︵︼︸

凸︵

︸日︵日

曰︸

曰曰

八曰

工

忿

弓

引

弓
’

了

弓只

之

乙

三 ‘

‘又

工 弓交

弓 乏

弓 乏

〕 乍

三

〔

工

〔

〔 ’

若

弓 」

一 」

’

工

一

’ 一

乏
、 ⋯

竺
,

赢翌
,

一
’

一 工拿弓

一 〕

一 弓 ‘ 又

一 潭 压 工

一 弓之

一 三 〔〕 三

一 弓 工

一 弓芝〕弓

一 之 艺

一 弓 乏

一 弓芝

一 弓乏

一 」弓弓乏

一 赶
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隔 小时 一次的总能量及总动能 在所计算的 天中总能量几 乎没有什么变化
,

而总动能

却是十分缓慢地下降 表 至表 分别给出流速的两个分量和海面起伏的最大值
、

鼓小值以

心仑们所在位置
,

由表上可以看到它们的所在位置儿乎没有变化
,

而其数值开始几天有所变

化
,

大致到 小时左右也就变化很小
一

了
,

也就是计算达定常状态了 总之这些计算结果衷

明我们所用的格式的确有非常好的计算稳定性
,

卜 城
它是很适宜于做海流数值模拟使 的

伙岁业书针琳
产

弃
只

分沙

。

洲住

飞卜山协
妇口卜卜

认
厂穿,孔泛认

‘

、

石

己洲 厂 ,

必求
、 、、令 产价矛

』 六月份农层海流 实测 目 六月价止个日匀海流 以于算
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