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流动稳定性
一

一 方程直接

求 解 的 数 值 方 法

中山大学 张涤明

流动稳定性的线性理论 仅限于振幅很小的扰动
,

对
几

探讨不稳定 胜米说
,

则仅限 于很小

扰 功还来不及怎么 发展就失去流动稳定的那种初发不稳定性 它在研究有限振幅的扰动
,

经

过较 长时问发展的扰动增 长
,

以 及流动从层流至湍流的过渡等方面显然是成 间题的
。

人们早

就注意到有限振幅的非线性影响 例如
,

在实验
一

方面
,

等 乞’ , 。 等
’ 以 及

等
“

都证明了平面 流对有限振幅扰动在雷诺数低达 时出现流动的不稳定
,

而在稍低于 川讨初始湍流将使流动保持为湍流 在理论方面
,

早在 年 和
毛 就引迸

一

了考虑到平均流 与一次扰 劝 波 相 互 作 用 的 所 谓 均 场 方 程
,

得出有限振幅扰动的非线性影响可以使扰动在亚临界雷诺数下得到增 长的结论

研究流动稳定性非线性问题的数值方法
,

虽然 可以建立在各种不 司非线性理 沦的基础上
,

例

如 价 。 ’“ 求解 等所引进的均场方程的数值方法等
,

但无论如何
,

最根本的还应

着眼于对
一 ,汰 方程

一

方程 的直接求解 本文将主要介绍对于流动稳定性问

题直接
一

方程求解的数值方法 至今
,

应 称于流动稳定性直接求解
一

方程的数值方法有

有限差分法和谱方法两种 李毓湘和葛时俊 〔 将有限元法应用于 流动稳定性的线性 间题
,

表

明有限元法应用于求解流动稳定性的线性化方程
,

例如求解平面 川 流线性稳定性的
一 。 二 方程

,

是完全可行的 但用于直接求解
一

方程却还有待研究 下而我们

分别介绍对流动稳定性 问题直接求解
一

方程的差分法和谱方法

有限差分方法

差分法应用于求解流动稳定性这样极强的 讨间相关问题
,

并
一

卜寻常的事情
。

首先要涉 及

对差分格式数值稳定性的要求 如果不管解什么 问题都得要求差分格式数值稳定
,

那么
,

对

流动稳定性问题来说这一差分格式的基本要求就显得特别严格 因为如呆差分格式本身不 是

极其稳定
,

那就会分辨不清流动的物理稳定性和求解过程中的数值稳定性 研究流动稳定性

时人们所关心的是流动的物理稳定性 这种物理稳定性与求解过程中的数值稳定性如果棍淆

不清
,

甚至为数值定稳性所淹没
,

那就根本达不到求解问题的 目的 其次要涉及差分格式的精

度 程心一 〔 曾以模型方程作过研究
,

证明对于流动稳定性这类具有周期性解的 问 题
,

差

助 胃 少 司力学学会砒 动稳定性 学 味调研全 年别 一抖 日
,

广州 上宣 欠



分格式最低限度必须具有
一二阶的精度 这是不难理解的 流动之失 去稳定都是在宙 诺数相对

地比较大的情况下发生
。

因此研究流动稳定性时雷诺数一般都比较大
,

这就要求差分格式的

数值损耗 即人工粘性系数 要相对地很小
,

否则将造成在粘性损耗方面物理的因素为非物

理的因索所掩盖
,

不能反映出真实的物理现象 要减小非物理的人工粘性的影响
,

就必须具

有高阶的差分格式精度
。

另方面
,

因为流动稳定性间题是一个极强的时间相关的问题
,

所 以

址要紧的是扰动量随时间的变化即流动的时间相关性质 在 计算中
,

务必使时间过程的每一

步都具有其解的真实性 很多求解
一

方程流行的差分格式
,

虽然在流动趋
一

“

定常 时 其 最

后结果具有解的真实性
,

但其随时间的变化过程却是靠不住的 实践表明
,

要能真实地反映

出这种具有极强时间相关性质的问题随时间的变化过程
, 一

方程中的时间 导数项也必须采

用高阶精度的差分格式 最后一点是对差分格式效能的要求
,

这 也是 卜算流动稳定性 问题要

比 计算其它一般流动问题要高得多的要求 用差分法解流动稳定性问题所需的机时大
,

这就

要求很大的计算机容量和速度 所 以 ,

一个对计算有希望的差分格式
,

必须其本身就具有极

高的计算效能 即差分格式本身必须具有计算速度快
,

所要求的计算机容量相对地小的特点
。

助此可见
,

流动稳定性
一

方程有限差分法直接数值求解
,

对差分格式的要求 往 往 非
·

般的差分技术所能满足
,

而必须给以一些特殊的处理

最早应用差分法研究流动稳定性的是
,

但他只是基于
一

方

程对平面 流解了线性问题 等
” ,

等
断’。 〕以及 。 等

‘ ’
由

于对基本流动和 或 对扰动所作的假设
,

以及所采用的差分格式不理想
,

所 以得到的结果

都只 有定性的性质 近年来 等 ’“ 一 ’今
采用一种完全的隐格式直接求解

一

方程
,

对

二维平板边界层
,

对二维平而 流
,

都得到了较好的结果 对于振幅很小 的 周 期

扰劝情形
,

等的数值结果
,

同线性理论和实验进行比较
,

都很好符合一卜面概要介绍
, , 的方法

。

研究二维平板边界层层流的稳定性
,

采用速度涡量形式的无量纲
一

方程 考虑

到边界层的 坐标和 方向的速度分量具有因子训
,

无量纲
一

方程为

。 刀门

一一
扮“

﹃口八﹃日八

恤讥

舀。。。一

一一一一少
“ 之‘

。 。万

护

己 “

这里
,

为无量纲坐标
, , , 为相应的无量纲速度分量

, 、 为宙诺数
,

尤量纲涡量
护

田 气 一 一 气

式

年 等 “ 曾做过一个实验
,

在一长平板上的层流边界层内
,

使之受一薄

带的周期性扰动
,

他们对一振幅很小的正弦扰动
,

观察
一

波的发 展
。

年 。 等 〔” 重做 了这个实验 。 所作的计算就是这个物理实验的数位模拟
,

因而

取求解的区域为如图 所示的矩形区域 蕊 , 。 落 ,

其左边的边界 位

于振动薄带的下游



比 片初
三

图 求 解 区 域

偏微分方程组 是非线性的 差分法求解是在一选定的有限求解区域内积分方程

凡划定求解区域而在流场中所添的边界
,

都必须加给必要的附加条件
。

如何合理地确定所取

求解区域的边界条件
,

对差分法来说是至关重要的 求解区域边条件的确定
,

要考虑到问题

的适定
,

要使在其它方面都稳定的差分格式
,

其数值稳定性不致受到不利的影响
,

甚至遭受

破坏
,

要使所取的边条件以相对地小的花费的计算保持在可接受限度内的有限求解区域能够

得到物理上有意义的结果 确定求解区域的边条件为

在平板 刀 上
, ‘

夕二 ,

有
‘ , , ‘, , ,

无滑移条件

己。 , ,

在下游边界 刀 上
, ,

有

己“ 双 , 夕 ,

刀 , 夕 ,

己

己 。 产 , 夕 ,

日

刀 , ,

己夕“

一 产 , ,

二 一 夕 产 , ,

二 一 “ 。 , ,

其中带撇的量为扰动量
,

在边界 上
, 夕 ,

为扰动流的实波数

假设涡量扰动为零
,

。 , , ,

己左 产 , ,

己 侧

训

产 , ,

刀 产 , ,

尹 , , ,

在上游边界 上
, ,

设引进一扰动的数值模式
,

在 刀 上扰动量
, , 尸

。、

都

只依赖于 红和 才,

设未受扰动的主流为 。 , 。 , 。 。 ,

则有
, , 二 眯刀 , 夕

。 夕 ,

公 , , 刀刀 , ,

。 , 夕 , 刀 , 夕 。 万 ,

主流可用定常平板边界层的 解 至于扰动的数值模式
,

譬如
,

可以采用 由线性理论

求得的结果
,



刊 时 始圣仁
一

,

要
·

以 确定
·

个

, ,

分
、

少

工 , 夕 ,

, 万 ,

确定 未受扰动的流场
,

必须求解没有

在 平板 了 几,

有

砖、 州礼由的流场 以 卯 娜始条下下为 。 , ’

扫 , 妇 娜

二 芜 , 〔

乙 , 方

。 项的定常流动
一

一

方程
,

求解的边 华件 为

石
, ,

军 ,

口

己
,

日万

在
一

下游 刀 上
,

有
艺 , 万

己义

。’ , 夕

己

。 软
,

己夕

在外层边界 召 上
,

有

, 二 ,

,

日
, 昆 丫 ,

在 上游 上
,

有

已 , 夕 , , , , , 夕 , , 夕 二 、, 刀 , 刀 , , 夕 二 〕召 , 夕

训 玄

朔
一

卜卜迢
,,

同样
,

这里 , , , , , 〔。。 为 之一、、主 解 为

们么不 厂脆整个流场取 】 加 解为初始未受

优动的流场呢 丫 结果表明
,

解与以之

为 游边条件的定常
一

方程的解
,

的确很一

致
,

但考虑到这里所 要研究的是流动对很小扰

功的反作用
, ‘ , 解 与

一

方程的解虽然

一致
,

似总有微小差别
,

这差别 、丁能 与研究的

强迫扰动有相同的最级 」是造成初始优动的

失真 所 以 由
一

方程直接求得初始流场为的

是避免流动初始扰动的失真
。

。 。 为了满足流动稳定性问题对差分格

式的要求
,

他采用 了一 种三时间层次的个隐式差分格式 如图 所 谓 “ 二时问 次 ” 就

是方程中的时问 学数项 山 在 三个时问层次 取差商
, 以 二阶精度的格式近似为

⋯
, 。 一

讼
一 ·“

,

一
‘。‘川 二“

力
十 。‘“‘ , 卡

所 谓 “ 全隐式 ” 就是在个部基本方程和边条件中
,

所有函数格点值和空间差商都取在最新的

时问层次 空 司差商取二阶精度的中心差

方程组 户
, 。 是涡量传递方程

,

是非线性的
,

化为差分方程则是 一组非线性代

数 方程组 方程 和 均为 方程
,

也各得一组代数方程组 的代数方程组

通过其非线性对流项分别与 和 的两代数方程组祸合
。

此外它还通过边条件 对

平板上祸量的计算而 与 的方程组对 祸合 三个代数方程组之间的祸合
,

当然可以用迭

代法通过在 的方程组中和在边条件 中取
, ,

为前一次迭代所得值子以消除
,

从而



使仃
一

代数方程红以 能独立求解 这样消除招合的迭代过程
,

一

犷收敛性很差
,

随着公抓若数

的增
,

其收敛速度变慢 付
几

这
、

线迭代 , 。一 , , 的解法

丫一 个锅介系统
,

‘, , 。
的通务 天仇在

山 发展 了
·

个相 当有效的 牡

平行
二 万 轴的网格线上直接山所得的 二

对角方程组求解确定
,

而在 轴方向则由迭代求得 用这样的线迭代方 法
,

差 分 方 程 为

其中 艺为迭代指标
,

为时间层次指标

八刀

八了

, 〔。 ,
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,

、
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浮
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,
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且阴夕、
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一 。 蕊孟
耐

了、、
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,
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阴
、、△

△
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, ,

一

。。 , 、
, 州

一一

月
,

﹃
下之孔

一 若
’

众 一 舟 二

十
矛明

了才月

、

、广
川篇年

一

点一 ‘若
’

瓜 若梦 一 若
’

高 欲盖
一

八丫
一

刀口

一

一 。 劣 一一

、

、、,
了

、几

一﹃
于五竹△封

, 、

一 ‘ 吃以

十 川 扁、 , 一 川 禹 以 孟一 ,

、、、户了

阴

八

八
点一 ,

万、 ,

万
,,十

诬刀
,舟汀

‘、
、

△召“

八义

。
’

户几
。 宾 一 〔以

,

弄一 ‘ 一 〔。
,

,

, 一 。浦明功

这里 长 , 《 一 , 镇 拼 蕊 盯 一 , , , ,

价冲

气

、,扩

内币名

口 一

了‘

口

梦言公、·人

、 心从、‘
‘

卜
一卜 , ‘‘ 一

布口口 澎脚 刀即 翻分

呱沂八

图 中性点与线性理论
,

续它理论与实验结果的比较
一

—
一 的数俏解 实验测试 等仁’ ”〕

一改进的
一

的数俏解 实验测试 等仁‘ “ 〕

·

一 。加
一 ‘ ’一

的数值研究 中带 狡
一

方程 汽接数值解
, , 工



二 ,

当 二 时
二 , 二 , 、‘ 二

“ , 二 , , , 派
,

定常流动

盯卜
定常流动 ’

为了检验方法
, ’。 对振幅很小的周期扰动

,

就无量纲频率参 数 二 ‘

百
, 岛

尽为有最纲的扰动频率
,

雷诺数 带 , 、, , ,

为边界层位移厚度 二 和 。

的两种情形
,

作 了大量的计算
”

方法计算得到的结果
一

与实验符合很好
,

一

与共它的理论

毯很一致
,

或更为合理 例如
,

对于中性稳定性曲线 如图
,

在右边的分支
, 。 】方法得

到的中性点 与线性理论和其它理论 例如 ‘ ’

的数值研究 得到的
, 以 及 与

等
‘ 〕的实验和 等

‘

的实验测得的都完全一致 在左边的分 支
,

的
一

方 程

直接数值解得到的中性点在低乳汽若数时与线性理论多少有些偏差
,

但 , 的直接数值解比

线性理论更接近于 等的实验结果

月 下价 流扰动空
、

发

展数值研究的 利戍

这里
,

情况稍不同于上述边界层的是
,

基本方程为完全二维
一

方程

日。 。 己。

, 等
, ‘ 以上述 、 的 方法研究了

平面 流二维扰动的非线性发展
。

所

建立的是两平行平板之间的平面平行流动在某

固定位置受周期性扰动 这个周期性的扰动由

线性理论确定
,

而流动对这个扰动的反作用则

山
一

方程在矩形区 域 刀 卜 图 的

直接数值求解来确定
, 方 向的坐标和速度分量没有因 子训

,

因 而

沂
“

‘

而
’

。,
一了己 。

。
日 。

日

于馨 舀 。
今 , 二 今

。梦一 曰

的
﹃曰八门

一一一
尸夕气门

,

曰

和尸,﹄,﹄日︵门今臼

同样
,

他们先对小振幅扰动作了若干验证性计算
,

与线性理论 一比较
,

然后进行扰动

非线性发展的计算和研究 他们对在不稳定区的雷诺数 二 。人 、 和无量纲振

动频率 日二 ,

以及在稳定区的雷诺数 二 和无量纲振动频率 吕二 的两种情

形
,

扰动振幅 与
。
之比 从 至

,

作了一系列扰动水平的计算
,

计算 了扰动的空

间放大和扰动往 卜游方向的发展

不过
, 。 。 的差分法对平板边界层和平面 流的层流稳定性都只作

一二维问

题
,

也就是说只就流动的稳定性
,

流动扰动的发展等解了二维的
一

方程
。

谱方法

谱方法包括两个基本步骤 第一步是选取基函数序列
,

序列有限截断
,

将未知函数近似

展开为有限基函数的线性组合 第二步是逼近所要求解的方程
,

从而将方程变为求解未知函

数展开式组合系数的代数方程组 由对基函数序列选取的要求和方程逼近的方法之不同
,

谱

方法分为 法
, 下 方法和配置法 又称伪谱方法



, 方法要求未知函数的近似展开式

左 、 , 二
,

小
,

满足所有本质边条件
,

式中 小
, ,

⋯
,

为基函数
,

而方程 以 方法逼近
,

即原方程未知函数代之以近似展开式后
,

对每一基函数在积分区域上取 内积
。

丁 方法
一

与 方法不同
,

它要求基函数 小 二 , ,

⋯ 为正交完备集
,

但不必满足

边条件 未知两数展开为

、 , , 一

艺
。 。 ‘ 小

,

这里 是独立边条件的个数 需要 十 介个方程的方程组来确定 展 开 式 的 系 数
,

,

⋯
,

的 前 刀 个 由 方法并考虑到基函数的正交性得到
,

最后 个由独立的

边条件得到

配置法或伪谱方法
,

未知函数近似展开为

‘ , ‘ 一

艺
, ‘ 小

。

在积分区域上选取 个配置点 二 , ,

⋯
, ,

展式的系数 。 ,

由下式确定

二
。 ”

小
。 、 一 “

在流动稳定性的线性理论中
,

谱方法早 已得 到 应 用
,

基 木 上 都 采 用 法

等
’

对平面
‘

流解了 寸问无关的
一

方程
,

他们取基函数为

卜
。

入
。 “ 一 “ 小

。

其中 一 一 。 一

了
、 一 。 的特征 函数 这些特征函数是正交的

,

他们在计算中只取
一 一

一
’

“ 一

”
” 子 ’” ’ 一 ‘

川 一
“ , , ’山

‘川 污
上一 ” ”

”
山 ”

‘

协
卜 ‘ 少于

一

’
一

乃小

其中的偶函数序列 当他们采用含 项的展开式时
,

所得结果很差
,

但采用含 项的展开式

时
,

却得到 了比较满意的结果

等
‘ ’〕对平面 流解了时间无关和时间相关的

一

方程
,

取基 函数为
“小

,

入‘ 小
。 ,

小
。

小
二

在夕 士

的特征函数
。

特征函数的偶函数序列为
,

鱿佗月︺了
一

,

犷佗以
小

,

妇 二 日

其 「 二 入

日 ‘

十 以 “ ’ , 丫
,

斌 一 “ ’

日
。

日
。 丫

,‘
丫

‘

显然函数序列是正交的 对时间无关问题
,

他们作了展开式含 项至 项的系列计算
,

结果

表明
,

当乘积 。 增加时
,
所含项数也要增加

对于二维问题研究非线性影响直接数值求解
一

方程
,

法也 已得到广泛的应

用
‘ 。

从扰动流函数的方程
·



只
乙 心一 ‘ 。

一

’卜 口忿乙厂

飞,

几 卜

汤厂

己、
,

乙刀 知
艺

。一

片加出发
,

求解
’ 、

卜血 山 。 , 。 流的捻足性 式
, ‘ 一 。一 为平板间 斗

、

受扰动的
· 乙行流速度

方程是非线性的 对未知函数 劝 采用近似展式
人了 卜

飞 ‘一“ , ‘ , 一

户
一

斗
· , · 〕, 了,

一
, 二 一 左 ,

二
飞‘

, 小 , ,

石了 , , 万 二 , ‘ 、 一 了刀一 。
·

。 机 兀刀

劝 。

完备
,

但不正交 这里 。 灿 法的方程逼近是 基函数为 , 仆 妇 和
。 劝

,

妇
,

对
‘

刀在两平板间取 内积 如果是线性问题
,

用这个方法
,

展式中含 初 项至

项就能得到和
「

‘

用差分法解 。 一

方程相一致的结果 计算非线性

题
,

数值积分 , “ 包含这样许多的项往往不容易行得通
,

但无论如何不得小于 二 , 二

的项数

下 。 、。 等
’ 艺 。

’

对平而 。 流数值求解二维
一

方程
,

对 二 也是以 , 模式

展
,

但对 夕 是以 卜 方程的特征函数展开的 他们的计算得到 的扰动

仆上
,

在 。 二 这样低的雷诺数时流动不稳定
,

扰动为 时
,

时流动不稳定
。 , , 一 又寸平 吞 , 流所作的计算

,

展 式对 取 项 , 模
一

丈
,

而对 夕取 项 多项式 他解时间无关问题
,

得到临界雷诺数为
,

相应的

波数为 。 二

等
『

‘ 将谱方法和有限差分法结合使用 他们将速度场对 二 展成 〔,

级数
,

了对 刀采用差分法 他们解平面 流的时间相关问题
,

但不采用
一

方程的特征模式作初始条件
,

而采用流函数

咧
飞 , 。 一 “

刀 ,
·

。 刀

所产生的速度场为初始速度场 为满足边条件
,

这里 、 二 他们得到
,

流动不稳定性

发生在大于大约 。的雷诺数时
、卜 等

「 “ 〕也用谱 方法 与差分法结合对平而 流的稳定性 解 了 止飞维
一

方

程 他们对 取二项 模式的展开
,

而对 二 取 步长不等的差分格式
,

求得有限振幅不

稳定的址小宙诺数为
,

其相应的 。 二

仁述的研究都是二维的 等
“‘对平而 流和平而 流的三维

有限振幅扰动用谱方法直接求解了
一

二维
一

一

广’旱
,

从而对这两种流动研究了二维扰 动 对 流

动稳定性和流动过渡的影响 他们从方程
, 一

己
二 , , 一 , 、, “ ,

, , 发
,

了屯二纤,气 “ , 。‘ 镇万 , 一 犷 , 犷 , 一 ‘蕊 或 上求解 、 「

。‘一 ‘ , 一 、 ‘ · ‘ , 是涡量
, ‘

, ‘ , 一 “
, ‘ , , “

, ‘ ,‘ 是压力头 二 士 , 为无滑移

条件
,

而在两水平方向均为周期边条件
,

对整数
, ,

‘ ·



工 ,咒 , 刀 , 牙 , 二 汇 ,

夕
, 之 ,

均展成
一

级数
,

对 以 。 。 多项式展 开
,

速 度表示为

︸内一夕︸
、、尹
‘

他们将速度场对 二 和 万

, 二 户
· , ,之, 了 ,

,
, 才 , 一 梦、︸

”

丫︸︺
其中 扭 , ,

乡为整数
, , 。 少。 一 ’

为 多项式 方程 中含涡量的

项 非线性项
,

他们用伪谱方法处理
,

表示为
狱 。 二 , , , 、 , 之 ‘ 火 。 , , , , 之

〔厂
, 无 ,

蕊

这里配置点 , , 夕、 ,

为

厂
’

而
,

一
一

兀

力

无 , , , 、 ,

和 。 , , 、 , , 的值分别由 和由 取旋度用快速富氏变换方 法 得

到 此外
,

为了使混淆影响减到最小
,

他们在坷平面上对 丫 。 的谱表示应用了特殊的循环

截断 对于
一

方程中的压力项和粘性项
,

他们采用 下 方法处理 他们求解时间相关问题
,

对
‘

于时间
,

他们用差分法
,

采用分步时间步长方法

等
“

在计算中
,

展式取 , 模式到 项
,

取 多项式到 项
,

结果得到
,

平面 。。 。 流在大约大 的雷诺数可允许中性地稳定的二维有限 振 幅

扰动
,

而平面 。 。
·

流没有中性稳定的二维有限振幅扰动 他们的计算表明 三维扰动有

一个很强的使流动稳定的影响 有限振幅扰动可使平面 卜 流和平面 流在
。。 量级的雷诺数过渡到湍流 平面 。 。。 流在雷诺数低于 时不能为湍流

与差分法比较
,

谱方法的优点是 ①适当的谱方法往往可达到比差分法要高的精度 而

几
,

由于快速变换方法的发展
,

使得谱方法的效能也完全可与具有相同独立 自由度的差分法

的效能相比 一般来说
,

达到同样的精度
,

谱方法所需独立 自由度要比差分法所需的少一半

至五分之 四
,

因此总的来说
,

谱方法的效率要比差分法高得多 随着对精度要求的提高
,

谱

方法 自然是愈来愈具有吸引力的 ②差分法必须选定有限的区域求解
,

而在选定的求解区域

上
,

必须额外加给边条件
,

于是常常造成差分方程具有不同于原来方程的数学特征 谱方法

就没有这一缺点
,

一

谱方法是始终保持原伺题的数学特征的 ③谱方法常常有可能通过对谱的

形式的分析
,

估计出计算的精度
,

差分法却作不到
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