
流 ,了接触 寻求学科之间的渗透
,

日前在多刚体系统和振动方而取得的成果
,

要归功 于力学

方法与控制技术的结合
,

稳定性理论则是力学
、

信息论
、

控制论和数学 微分方 程 定 性 理

论 共同努力的结果 制定若干年的科研计划
,

使科研人员能纵览全局 , 注意在科研手段使

用方而的灵活性

上海交通大学 刘延柱译

在微观结构基础上骨的粘弹性性能分析

引言

晚近
,

骨结构的清晰图象已经得到 密质骨是复合材料
,

它由骨单位
、

间质系统和把二

者粘结在一起的有机粘弹性粘结物质所组成 。 ,

首次将骨

单位分离出来 , 之后
, ’

等 用改进了的技术又作了分离 骨单位为空 心 柱体
图

,

它由胶原纤维及经磷灰石晶体构成 胶原分子为长链结构
,

它们排列成称为胶原

曝曝曝爵爵 嘛
筑

时肠魏 梆
喻杭粉按系统

砚 皮肺丹横截面 门
一

奋图

纤维的三重长螺旋线 经磷灰石是晶状的各向异性

材料 它在胶原纤维上结晶
,

共同构成坚实的胶原

经磷灰石纤维 这些纤维排列成平行于骨的轴线的

同心板层 和 , ,

这些板层之

间的空间由经磷灰石填充 许多此种同心板层围绕

管形成一个骨单位 过去认为骨由轻 磷 灰

石纤维构成并用胶原粘结的概念是不适当的
,

因为

胶原不是各向同性材料
,

而是方向性很强的材料
,

经磷灰石则需要胶原纤维在其上结晶
。

胶

原纤维是粘弹性的
,

而经磷灰石晶体是弹性的 , 和

由 犷每个粘弹性胶原纤维埋置在弹性的经磷灰石晶体里
,

因而认为骨单位具有弹性性能是合

乎逻辑的
,

但在更恰当的模型中
,

必须考虑骨单位稍具粘弹性性能

等 得到关于骨单位结构的清晰的电子显微镜照片 和 的

证明这样的结构可考虑为横向各向同性的

间质系统也由板层组成
,

然而
,

这里的板层不是同心的
,

它们具有不同的大小和形状
。

宏观上可认为间质系统类似于变截面的纤维 它们在骨中的相对体积约为骨单位中的相对体

积的 倍

有机粘结材料 已知是粘弹性的
,

由粘多扩构成 其精确的力学性质至今还不知道
,

因为

它在分离过程中会分解 这些性质的量级可由其他组织分离而得到透明质酸的 已 知 性 质 估

计
。

骨中基体的相对体积很小
,

小于

以往将骨描述为复合材料的著作由 。 和 给出
。

现有的模型均未考虑骨

的如近几年实验所描述的那样的实际详细结构 最后这种模型
,

本文已列表 和
” 考虑到骨的复合结构

,

但未顾及其粘弹性性能
,



骨的微观力学摸型

骨可认为是二相的纤维增强复合材料 一相为粘弹性粘结材料
,

另一相为骨单位 在固

体力学的常用术语中
,

这样的粘结材料称为基体
,

下面
,

我们在力学的意义上使用基体这个

术语
。

正如引言所述
,

骨是由有机粘结基体
、

骨单位和间质系统所构成的 估计间质系统对骨

的力学性质的作用很困难
,

因为就作者所知
,

间质系统至今尚未分离出来
,

其性 质 更 未 测

试 类似于骨单位板层的一些板层构成间质系统
,

但是它们的排列是不同的 本文假定 模

型中骨单位的相对体积 二 骨中骨单位的相对体积 骨中间质系统的相对体积
,

即把间质系统

作为骨单位来处理
。

骨单位是空心的
,

并假定由弹性各向同性均质材料构成
。

假定骨单位随 机 地 排 列
,

因

此
,

宏观上可认为骨是横向各向同性的 骨单位半径是可变的
,

其内外径之比 见

图 假定为常数

这个假设考虑在生长过程中
,

内部的 管和骨单位的结构物质一起生长 , 且该假设

与皮质骨横切片的许多电子显微镜照片的观察是一致的 等

粘弹性粘结基体假定为各向同性
,

剪切时具有牛顿流体的性能
,

在静水压力 下 是 弹 性

的 选择这个模型是因为它最简单
,

受剪切时呈现率相关的性能
,

在静水压力下具有率无关

的性能
,

上述特点是大多数粘弹性材料所具有的典型性能
。

力学分析

由于骨是由骨单位和粘结基体构成的
,

故可采用纤维增强材料的理论进行分析 如图

所示以及如 面 和 用超声波的传播所显示
,

骨中的骨鱼位是随机分布的
,

骨

对称于 。轴
,
’

因此
,

骨是横向各向同性的材料 为了从力学观点表征这样的材料
,

需要选择

个弹性常数 万 , ,

与
, 矛

,

‘ , 和 ‘

假定骨是统计上均质的
,

所以
,

复合材料的等效弹性模量定义为平均应力与平均应变相

关的应力
一

应变关系 表征骨的等效弹性常数为 育
,

弃
, ,

专和‘李

横向各向同性材料的等效应力
一

应变关系为

勺甘

一
甘︷器一口一

雳

们

二澳
一 。 。 一

扣 件 “日‘ 月

、 朴 一

二月 一
,

食
孟 月

二

一一
一 。

五尹
一叭
一﹂

亏 一 聆 一 一
了 产 , ‘ , ,

“ 一 币下 一 万下 。 之 宁 刀 不
‘ 了

,

一
︸怜」

﹃了

一

,么

一
﹄

朴月

,一,

,白

︸叭一一月



在上述应力应变关系中出现 个弹性常数
,

这些常数的物理意义如下 石支为
, 方 句简单

拉伸时的等效轴白杨吸模量
,

定义为氏 乙 石李为 ‘ 或 ‘ 方向简单拉‘树的等效横向杨
手模拿 定义为

“

风 ‘或瓦风 , 、“ , 方向拉伸时的等效轴向泊松 比
,

定 义 为
“ “ 」 , 讨 为 ‘

, 方向拉伸时的等效泊松比
,

定义为 一 。 ,

言
,
‘莽分别为等效轴向和

横向剪切模量
,

分别定义为纯轴向和纯横向剪切时平均应变与平均应力之 比

为表征横向各向同性材料
,

在上面列举的 个弹性常数中仅有 个是必需的 可以证服
, 一

万奕和 李是 育
,

劣
,

季和
‘

的函数
,

这里
’

是等效横向体积模量
,

定义
‘

为平均应力的各向

同性部夯与平均应变的各向同性部分之比

二 无眯 ￡

弃

仃 。 。

尹
无 十 笋

, 类
又 一 切 尹
无 十 尹

其中 二

使用 天 较使用 李和 更方便
,

材料的应力
一
应变关系的详细分析

。

为了计算骨的等效弹性性质
,

用

因为它更易于计算 给出 了纤维增强

银银银
有执建挂塞体

如于和
’

图 假没模型的横截面

和 引进的复合 柱 体 群 来 描 述

骨 选择复合柱体群是因为两者的几何相似性 见踢
,

以及有可能将等效弹性模量作为柱体群所呈

现的相性质的函数进行分析计算 所得结果与特殊的

几何形状无关
,

而只取决于基体和纤维的相对体积之

比 且所得结果与实验和数值计算吻合

在复合材料理论的术语里
,

纤维用于结构元素而

基体用于周围的连续介质 将骨当作复合的纤维增强

材料
,

则纤维即为骨单位
,

而基体为粘结物质 下标 厂和 通常分别表示纤维和基体 就骨

而言
,

用 。代替 表示骨单位
, 脚 表示粘结材料 或基体

柱体群的弹性分析 已在别处给出 和 , 壬于 本文仅描述

了柱体群的等效弹性模量的模型和结果 柱体群的结构如下 每个复合柱体包含一个圆柱形

的纤维和一个同心的基体壳
。

在第 个复合柱体中
,

纤维半径是
, ,

复合柱体半径为
,

在所有复合柱体

中
,

比值
。

乙
,

是相同的
,

且柱体高均为 如今
,

用不重叠的复合柱体
,

将高为
,

横截面为 的柱体

样品渐渐填满 由于复合柱体所有尺寸都被认为是可

以得到的
,

因此
,

在极限情况下
,

样品体积 全部由

不重叠的复合柱体所构成 图

可以证明
,

整个柱体群的 个等效弹性模量 刀支
,

霹霹霹
姗
司嘴料钧目衬花

图 组合的复合材料圆柱壳的横截面

”言, 和 支是与一个复合柱体相应的



·

算这些弹性模量 柱体群的等效弹性模量为
、、飞了
声

十

沉

护
,

左

等效弹性模量相等的 而这一事实使得有可能训

五戈 五
,

声
,。 了、 , 、 一 ’ , “ 。尸

, 一 十

、

、产
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了

汁一
介匹大左土夕 业二土 泣互红士二己趁竺
介

,、

蛛 十
、 ,

均

。 公二 , , ,

。 , , 。
‘一一

只

从这个模型不能解析地计算 李 只可能得到 ‘岁的 下界
,

由 和

以及 讯 用弹性变分原理导出

李
。‘

孚 一 李 季

妞 。“趁犯土鱼
“ , 一 几竺之哨盯

, , 一 一 , , , 盖日

日
丫一

一

一一丫

了‘、自

十

日, 一 丫日
日

比
︷

李 一 二 。
均

。 。 , , 。

。 。 二

已
,

一工
一

下面
,

将下界用作 李的近似值 李二 李 一

空心骨单位作为复合的骨材料的纤维部分来处理
,

因此
,

需要知道这些复合材料的力学

性质 空心骨单位是轴对称的
,

表征其特征需要 个常数 场
。 ,

喃
。 ,

认
。 ,

式 和 子
。

换

言之
,

骨单位可用具有相同弹性常数的等价的横向各向同性的纤维予以替换 符号 。表示骨

单位
,

撇号指与骨单位的等价性质 我们希望将骨单位的等价性质表达为构成骨单位的材料

的性质的函数 如模型中所假设的
,

骨单位材料是弹性的
、

各向同性的
,

其弹性常数为
。 ,

。 , 。 , 。

其中只有两个模量是独立的 骨单位本身是圆柱体
。

柱心是空的柱体
,

它相对

于骨单位的体积比为 二
,

其弹性模量为零
,

在此情况下
,

圆筒壁的材料起着基体的作用 将

下式代入方程 一
,

刀 二 二 介

尺 。 , , , 二 。 , , ‘ , 二 。 , 。 。

我们得到骨单位的等价弹性模量的表达式为
。

一

尸弄

五认
。

丫丈。

刀
, 一 的

、

认
。

一 公

, ,



精确计算等效横向剪切模量‘
’

是不可能的 对于复合纤维材料的‘
·

,

界
。

当从体比纤维密度大时
,

给出 了土
、

下界 设
‘ 。

处于

为计算简便起见
,

选上界为近似值
,

只存在上
、

下
、

界之间
,

石万
, 二 二

一 护

介
。 。

、, , 十‘
。

骨单位的等价模量的实验资料是可以得到的 。 和
, ,

所以
,

用

及。
,

形
, ,

叮
」 ,

以
。

和 斌
〕

置换由方程 一 给出的骨的等效弹性模量
, , ,

‘ , ,

‘ 和 均

本文将骨当作由弹性纤维 骨单位 和线性粘弹性有机粘结材料组成的复合纤维 为了

表征粘弹性材料
,

其松弛函数和蠕变函数必须知道 松弛函数是对应变的 阶梯函

数的响应
,

而蠕变函数是对应力的 。。 泪 阶梯函数的响应

。 , ,

。 , 二 、 , 、 ￡ ,

松弓也
、 , 早,

蠕变 ‘ ‘ ’

松弛和蠕变张量
, 、 和

, , 。
,

是 互相关联的 借助
一

于松弛和蠕变函数
,

有可能描述材料

对任何应力或应变的响应

本文旨在将骨的松弛和蠕变函数作为多相性质函数来计算 为了完整起见
,

得到了相应

的应力
一

应变微分方程和流变模型

山
一 二

骨具有横向各向同性的对称性
,

故可用 个松弛函数或 个蠕变函数来 表 征 其 特

性 为了计算这些函数
,

要用对应原理 直接联系于复合材

料的等效弹性和粘弹性性质的对应原理是
,

发展的 下面将对二相材料
一相是弹性

,

另一相是粘弹性 的特殊情况对对应原理加以解释 这个原理是 带 普 遍 性

的
,

它对于任何相数的材料均适用

现在考虑一种二相复合材料
,

相 为粘弹性
,

相 为弹性 对 于由二个弹性相

组成的类似的材料
,

假设这种复合材料的弹性模数张量 就是通常听说的 相 性 质
’

从

和几何形状 」的函数

川
, ,

「 〕

当相 为粘弹性时
,

力 ’ , “ , 仁 」

即随着 亡“ , 置换 “ , ,

乘以松弛张量的拉氏变换与相性质函数相同 乘粘弹性相

松弛张量的拉氏变换称为变换域 模量 利用上述原理和方程
, 一 ,

骨

模型变换域模量为下列形式

二
无
。

认
, , 。 ,

, , ,

认
明 。 二 。

鱿 刀 。 , 。 十凡 ’
〔

。

认

。 一 、 ,

〕“‘
二 ,

粉
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如
。卜 。‘

,

肠儿 乞且屯
, ,

, , ‘夕。

‘ , 一 。‘
、 刀 ,

。 , 。

入 十 一—一一。 一 。
, ,

‘ 一

石
。 。

其中变换域泊松比 、
‘

的定义在形式上与弹性相类似

、, 二
, 杯妙 一 丝嵘边 二丝
。 」

或
, ,

成
, ,

广
二

为有机粘结基体的松弛模量
,

借助于微观力学模型假设可对其进

行计算 式中 为三维体积松弛模量 的拉氏变换

由于粘结基体假设为可压缩的牛顿流体
,

其本构方程是

几
。 ‘

、

式中
,

和 尸
, ,

分别为应力偏量和应变偏量 这些方程描述这样的材料 剪切时呈粘性而三

向均匀受压 时呈弹性 变换域模量
二
和

二

可直接从 方 程 和

得到

八月任舀。 。

户八八口

, “ ”

其他变换域松弛模量可通过各向同性材料各模量之间的关系得到

。 二 二 ”。 八
二 月。

浏 一 , , 二 门,

」

一旦松弛函数 已知
,

即可得到蠕变函数 可以证明
,

对于线性粘弹性材料
,

张量和变换域蠕变张量之间的关系为

变换域松弛

, , , , 二 ,

我们只计算三个具有重要物理意义的蠕变函数

, ,

受轴向剪切时的蠕变函数 戈
,

受横

向剪切时的蠕变函数 乒 和受非轴向拉伸时的蠕变函数 吐 对于这三种特殊情况
,

方

程 变为

“ 支 支

“ 支 支

“ 尝 李

奴
,

奴 和 尝 可从方程 一 得到 与时间相关的蠕变函数通过变

换域蠕变函数求逆得到 式中只有 尝 仍为近似值



至此
,

使用了粘弹性基体是可压缩牛顿流体的假设 为了将松弛函数和蠕变函数作为时

间的函数来计算
,

必须对基体作特殊流变模型假设 不过
,

应用
一 。 定理

,

仅仅计

算多相材料初始和最终的性质
,

可以取消这个假设 在计算复合材料的初始和最终性质时使

用
一 , 定理的详细分析由

, 一 给出 这些 定 理 陈 述 如 下 如

果 为函数 小 的拉氏变换
,

且极限存在
,

那么

小 小
,

小 二 小 沪
户

护

护 户
、

对于粘结基体作如下假设
,

之
。

泛
。

二
。

二 《
, ,

。 澎
‘

二
,

这些假设对于每种典型的粘弹性材料是合理的 先前已述及的很简单的流变模型
’

借助于各向同性材料各常数之间的关系
,

可得到基体的其他初始和最终性质

二

二 二

刀 二 二

,、

。 , ,

, ,

二

二 。
, 。 、

二 气 , 几 二一
一

。二 叹
杏

弄。 二 二 、

结果

得到的松弛函数为

’ , , , 认 。二 , ,

, , , , ,
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。
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一红 几
一 。 一 、认

, 、
, , 。

’钱 十
。

均

石弋 石
, , 希二 户。 一 。 门,

在 刀兔 的表达式中
,

第二项随时间 才按指数幂衰减
, 且 ” , 》 ”阴 ,

具有弹性性质
,

因此
,

骨单位具有控制作用
,

所以
,

戈 二 认均

一

石认
。 ,

故骨在拉伸时

麦

““ , 二 认
。

【
‘ 一 认 , , 。 。 ,

〕

、 尹二

少

半 。 。 “ 一 刀。 尸 ’ ‘ 十
一御



式中

“ , 二

一 公 , 封 一 万

。。 ,

认
。 。。 一 。二 刀

,

’。
,

, , 一 扩 。

,

。, 。 ,。

,

」

刀 ,

广 , 二 。 , , 户
,

息丽 一 气土” 尤 · 十 ‘ “ 。妙
· 上侧 丽礁不丽砍斌子万 沙不 ’征奋二

由
一

于 项出现于松弛函数之中
,

故如表 所示
,

对于轴向和横向剪切
,

在相应的流变

模型中要串联一个阻尼器 这是因为对基体选择了十分简单的流变模型之故 正如所见
,

基

体的粘弹性对骨的 炙 和 李 具有重要作用

支 一
且丫 。一

“ ‘

一

夕
心

式中

, 二
一 , 五 , 。 。 , ,

壳
, 。 ,

。 沙

一 。扩 ,

无和二
一

千 认, 了 ’

月
,

均

, 二 , 二

, 石
’

。 夕

, 。 五认
二

得到的蠕变函数为

支 亡
, 刀 。

认均 认, 。 , 。 认。
一 〔

, 五
。 , 二 , 五七 门。

考

略去时间相关部分 正如前面所假设的风粉 》
, , , ,

。支 二
一

。

乙 。 护
一

万支

上式显示 了弹性性质

奴 二
夕层
夕 , “

一 巨
。 。 , 〕︸

一

十

,

︸

嵘
‘

类
‘ ‘ 。‘ ‘

护了 么

十

孟,门

爪 夕 、一
上

一场一
﹁

卜

式 ,丰,

理
, 二

一

。
一

, ‘

歹

,’ ,二 、二以
。

以

口
十
无

勺晨嵘蛛 玉

门二。
,

。 , 。切 子
。

义

门二, , ,

弓
二

二
月盖以 ,

,

一 一

·



,

, 刀 。

一 。。
。 十 、

了 ,。创

, , , 、 。

,

斗
‘ “ 一 竺丫

。 ,

从 炙 和 孚 的形式可以预期 认
,

李 与时间线性相关
,

它也源出于粘结材料所

假设的性质

相应的微积分形式的应力
一

应变关系和流变模型示
一

表

表

加加式杀件件 徽柱力
一

应变 系系 流变撰型型
‘‘ ,

例助助
‘ , , 。
“ 屯

,扩、 、
二二二二二 坛咋咋

二二二 , ‘鉴, 黯 扮盆一份 , ‘女几 、、、 ‘

百叮训叮
卜卜卜卜份卜尸半几一一
‘‘‘‘ 、介 一

一一,,,,门门
轴轴问研研 一

‘

怂架
, ·

气 ’
,,

乓冷冷

一一一一《取
,

一一

。。。。七
卜 , 、 ,,

抽抽时切切
, , ‘,‘岑 , ’ ‘二公

‘ , , ”””””

嘴‘认认
,,, ,心、

, ‘ ,梦二
。 “‘件, ”,气

比中犷一一一一不一
一 ‘

,
’’

横横时切切 么
‘二飞

’ , , ‘

粉飞
‘汤

一 , , 叼 勺勺
令令令
代殊 勺叹

· 。心一今朽冲
’’

弓犷傅兀》》‘‘‘ ,哎“‘
,

峥‘
一
砂‘、, , 夕 刀 甲 ,,

,“勺奋‘
, 和户沁叼

‘ , ,,,

如果不假设任何特殊的流变模型以及不应用
一

“ 定理
,

也可得到 二 及 才

时骨的等效性质
,

其结果是

人 “
介 仁介

。 ,

」。
、 走

。

仁
, 二 」

,

〔
。 。 ,

〔左
肥 ,、 ,

无 二
。

无,

介 夕
。 , ,

可以观察到 无 减小
,

但 无 二 不为零
。

减小量取决于 灸
二

与
,

之比 如果
,

。 比
,

小

得多
,

可略去 沙 的时间相关部分 轴向拉伸时
,

有

认 。 刃 叭 耳
,

均 、五
。

刃奴二 五 二 阵 十 石 勺 二 ‘
。

代二 夕
, 石认 五 。了

再强调一次
,

当假设骨单位为弹性时
, 五允的时间相关部分是可以忽略的 剪切时的情 况 仃

所不同
,

卜
· 。 ,

忿
一

劣
一

戮盘尖于
、‘ 爪‘” , ‘

彩
‘

·



鱿 、卜
、

二 旦
”

随时间显著减小
,

支 亦如此 剪切时骨的性能类似于粘弹性基体的上述特性
,

对

基体不假设任何特殊模型
,

这个特点也能看得十分清楚

讨论和结论

骨的粘弹性性能的分析是建立在复合柱体群这一模型的基础上的
,

而这又是最初为研制

纤维复合材料提出的

在骨单位性质和粘结材料粘性性质的基础上
,

得到了横向各向同性骨的 个松弛模量和

个蠕变柔度
。

等 发表了新的实验方法
,

用以确定作为横向各向同性材料的骨的 个弹

性模量
,

他用的是牛的 股骨 对人的皮质骨也建立了类似的方法 通过测量骨单位的

力学性质
,

在粘弹性效应开始之前
,

模型可以检验零时间性能

为了比较本文的模型和以往的模型
,

必须测量骨单位和骨的 个弹性模量
,

看它们与各

种现存的模型吻合程度如何 零时刻骨的粘弹性函数是必须计算的
,

这就得到弹性性能 如

前所述
,

过去从未作过粘弹性分析
,

因此对于时间相关性能无法比较
。

目前
,

本文模型的重要性主要是定性的 由于我们的模型从对称的观点和结构上正确地描

述了骨的特性
,

因此
,

本文的结果可用于 得到关于应该做并且难以定量估计的实验

的指示 得到诸如生长因素和环境适应性的生物学机理的解释 从该模型可以看到
,

重要的是测量拉伸时骨单位的粘弹性性质
,

这是因为如方程 所示
,

骨单位的粘弹性对

支 有很大的影响
,

简单的松弛和蠕变实验必须在骨单位上做 由于基体材料在分离过程

中遭到破坏
,

所以粘弹性基体的性质是未知的 不过
,

它可从模型 中计算得到 计算‘李

也将是可能的
。

至于生物机理的解释 骨的短期适应性借助于骨单位水平上 。 浓度的变化

而达到 但是稍微改变一个分量
,

整个骨的力学性质将改变 在骨的生长和长期适应性问题

中
,

骨单位的数量和大小均改变
,

和松弛函数亦如此
,

正如方程 一 所示 在

移植领域里
,

骨的合适的模型是重要的
,

因为它有助于指示植入材料必须充分满足生物相容

性条件
。

一个更好更接近真实情况的模型应该考虑到间质系统和骨单位中的胶原具有非线性粘弹

性性质
,

这里的骨单位如鼠尾的实验所示 这样的一个模型当然也能更合理地描 述 有 机 基

体
。
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