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非线性振动理论中的多频共振问题

南京工学院 戴德成

由 ’且和 , ‘ 〔 开始的关于多频共振问侧的研究
,

近来得到了大发展
“ , ‘“

这种研究使人们对多频共振问题的机理及其对系统响应的影响都有了新的认识 本文综述这

些间题并指出在多频共振问题中比较成熟的几个领域

共振间题是振动理论中的重要间题之一 本文谈到的多频共振是指共振关系中包含有三
个或三个以上须率 外干扰频率和固有频率

,

但其中至少有一个固有频率 这样本文抚洲瞬
除了对一般共振猜形和一般二 自由度系统内共振情形的讨论

·

对多频共振何题的提法各不相同
,

本文所指多频共振包括下列几种情形 〔
“ , ,

物 一 丫
, ,

是整数
,

是外力频率数目
,

这时系统处在多频输入作
了

用下 时称为组合音
‘ , , 一

‘

⋯时称为次组合音
、 ’ , ’

艺
。 , 二 是系统的自由度数目

,

称为内共振或 自参数共振 两 个 频 率
户二

的内共振研究得较早
,

但三个或三个以上频率情形则是近年的事
,

例如
’

对多

自由度系统研究了 。 士 。
、二 。 情形内共振问题

,

耳 毋 耳即 扭。 对四 自由度
一

系统 研 究 了

叭 一 。一 叽 士 。 “ 情形下的内共振间题

艺
, 。 , 一 ,

这是最主要的情形
,

称为组合共振 例如 。研究字二 自出
护户

度系统中 。 , 。 情形组合共振问题 最早在实验上观察到和差型组合共振的是
,

习
, 。 ,

称为多频共振
。

时即情形 扩 二 ,
,’ ,

时即情形

习
, , ‘ ,

时即情形

艺
, 。 , 会“

‘ ‘

, ⋯ ,

簇
,

称为多个多频共振情形 在厂
,

引中有大

量这方面例子
,

工 这个提法与 的提法含义不一样 又
,

在 提法下不包括共振情形



多频共振问题是讨论当存在上述共振关系时能量在固有模态之间的交换或固有模态与外

部能源之间的流动以及由此引起的它们对系统响应的影响
,

而不涉及这些解的拟周期性质
这些问题的讨论

,

对于共振机理的掌握和实际应用都有重大意义

在多频共振研究方法上
,

传统的儿何方法 已无能为力 由于系统是非线性非 自治的多 自

由度系统
,

利用现有数值计算方法作定性分析将是耗费大 机时长 而效果不
·

定理想
,

因

此目前在计算机方法没有新的突破前
,

看来数值计算在多频共振研究上还不会
产

仃大的进展
。

多频共振研究主要使用定量方法 下面叙述一些较为系统的方法的发展
‘ 毛

首先提出形式如 的多频共振问题
,

他指出了该问题的困难
,

但无论

在理论上或在具体问题上都没有针对这种情形作进一步的具体讨论
“ 。 〔’” 提出 了系统

丫
, ’ , 、 , 、 、 一 口 ‘

, 。, , , 二 , ⋯
, 。, ,

⋯
, 。,

在走、。

笔者

二 从 。
。 工叭

一

卜 ⋯

‘ 将系统加以推广
,

万

刁 。 二 。 “簇
,

耐 情形的渐近近似解

即研究系统

其中 夕
, 。 ,

为二维向量
, ,

。 , , 万 , , 刀 , ￡ , , 夕 , , 夕

为 维向量
。

于是这种系统包括了 ①慢变参数系统 即不

平稳过程
’ ,

” , ②方程右端依赖于惯性作用
,

这种提法 已不仅在陀螺力学中出现
‘ 。 , , 。 ,

而且在刚体动力学
“ ’, “ “ ,

壳体动力学 〔
’ 中也经常出现 ③广泛一类大非线性及 弱 非 线

性系统经过适当变换可以归约到这种情形 如方程 形式提法
, 〔““了也讨论过

,

现

在还有人讨论 如仁
,

〕

文〔 〕中提出的最一般情形共振问题的提法如下 如果对于系统 存在点 与 〔少
,

使得等式
, 。 , 愁 ⋯ , 。 尽

成立
, , ⋯

, ,

不同时为 。
,

且 瓦 则称 护 为系统的共振点 如果在少 内找不到

如上述定义的共振点
,

则称系统处于非共振状态

如果在相应于等式 的共振点 二 铲 的 ￡邻域内找不到点 二 屯, 子 犷
,

使等式
’

。 毛工 ⋯ , 。 。 琶

成立
,

则称 二 是’ 是系统的孤立共振点
。

如果考虑到 号 乞
, ⋯

,

邑
, , 。 是标量

,

则在一般条件下
, , 。 , 毛 ⋯ 十

。 。 。 尾 二 仓在

与空间中表示一个 一 维超曲面 称为 一 维共振超曲面 如果在此超曲面的 邻域内不

存在其它共振关系式
,

则称该曲面为孤立共振超曲面

这里以及以
一

下所述
,

可推广到有任意个 少于快转相位的个数 共振关系式情形
,

即

兰户
, 。 毫 一 ,

一
, ,

‘〔二 一

如果系统的部分变元 始终保持在孤立共振点 氛 的 ￡邻域内
,

则称系统中存在相应的艳

定共振振动



如果系统的部分变元 始终保持在孤立共振超曲而的 。邻域内
,

则称系统中存在相应的稳

定共振振动 卜 二 。、
「“
也提出

一

多频共振超曲面概念
,

然而未见其有效的应用
,

接着根据一阶渐近近似公式确定了系统 中存在稳定和不稳定多频共振 的 充 分 条

件
,

这些条件的定性上的严格论证 已在文江 」中用积分流形方法作出

作为文仁 〕的应用以及具体化
,

文 〔 〕讨论了 二 自由度非线性系统中的组合共振问题

中助
“ ”
研究了系统右端依赖于惯性项的较为一般的系统的渐近近似解及其误差分

析
,

并以此为核心
,

最后完成了有关方法理论及应用的专著
。

二 、。 〔 研究了系统右端为解析
,

而初始时刻满足共振关系时系统的平均方法

并作了严格论证 这些结果及其在天体力学方面应用皆总结在他的专著中
。

。 〔“ ‘工建议在系统右端解析且满足多频共振关系时结合 方法与

方法
,

从而提出了一种形式上的渐近计算方案
,

希望对计算机上计算有些帮助

除此之外
,

近年来关于多频共振研究方法方面值得注意的新动向是
工 由 理论方法

,“以及 。二 。 。。 的加速收敛法 ”“ 〕得到的解析系统的拟周期

解的基本结果带有精细的
、

基本上是 “统计 ” 的性质 。 ““ 直接研究了下列系统

义 夕 厂
, 夕 , ,

召二 , 夕 ,

手专。 二
,

是 维 ,。量
,

而 。
, ,

是 自己宗量的解析函数
, ,

巳孚、 。 作变换
, 一 、百

,

万

是常数 暂 且是任意的
,

于是原方程归约为

二 。 , , 。 , , 二 , , 。 ,

此处 。二 训 宕 , 。 , ,

是 自己宗量的解析函数 这样固定向量 ‘
” 二 。 , ⋯

, ‘
、

二
,

使 。
, 二 , 。

二 , ⋯
,

是有 理 地 独 立 的
,

且 满 足 厂
, 。 丫 】厂

·

犷 ‘ 一 , 丫 ,

夕二 少 ,

⋯
,

声 是具有任意不同时为 。的整数分量的向量 那 么 存 在 这 样 的 球 乙

刀 。 使得对球 内大多数 按勒贝格测度 点 ‘ 二 。 , ,

⋯
,

在充分小 ￡时存在按 解析

的拟周期解 但这些点在 内到处都不构成致密点集 上述结论应用于个别系统时其正确

性的检验是很困难的问题
,

因为仅对于所研究系统的大多数 概率为 地 结论是正确的

这些拟周期解和相应于它的 扰 —频率振动是非
“粗糙 ” 的 。 。以 、 。众 等

‘

将单

频振动思想推广到多频共振情形
,

利用较迭代加速收敛法为
“

粗糙
”

的方法研究了较拟周期解

为
“

粗糙
”

的多频振动研究对象 他们拟定了具体的 阶近似解的构造方法
,

并且研究 了相应

于多频振动解的不变流形的拓扑结构
,

为多频振动解的研究方法奠定了严格的定性基础 他

们打算将有关结果推广于多频共振情形

应用数学中应用较广
、

发展较快的多重尺度方法
,

在流体动力学和流动稳定性问题

方面取得了巨大的成功 。 将其广泛运用于多频共振各种情形 川 取得了很大成就 这

种方法的思想被追溯到
,

虽然比 。 方法有着较为灵活的特点
,

更适合于研

究多频共振问题 犷
‘ ,

但也有着与
, 方法一样的弱点

,

即不能用以作经过严格论证的

近似定性分析 虽然多重尺度方法的严格论证 己有许多人做过 例如仁 〕
,

但对于多频共

振情形并未有人讨论过 因此多重尺度方法对多频共振向题的应用在理论上不能认为是严格

的 这方面还有许多工作可做
, 卜



多频共振问题涉及的技术领域十分广泛
,

现介绍几个比较集中
、

比较成熟的领域

参数激励 多频共振问题最早是由参数激励问题中提出的 〔
’, , “ 日 ,

其技术应用领域

也较广泛
,

例如梁
、

板
、

壳的动力稳定性
,

输液管振动
,

充液壳体的振动问题等皆有多频共

振间题存在 工”
,

〕。 这里仅介绍在多频共振时参数激励的特殊现象及有关的一些新动向

当多 自由度系统存在参数激励时
,

多频共振情形的研究显示了参数激励不稳定区的增加

以及阻尼的作用有时不再是一般地缩小不稳定性区而是扩大不稳定性区
,

也即预示了产生不

稳定性现象的可能性的增加
,

这对工程实际是很有意义的

例如
, , , ” , 研究了受周期随转力作用的悬臂柱后指出 在多频共振 , 二

。 一 。 时参数激发的不稳定性区增加了
,

而且当 刻划材料内耗的特征参数 增加时不

稳定性区域扩大了
。

上述结果见图

趟磐
。

岔架条 次
幼落口 二 ,叱
‘ 甘 , 民

组部祛枉⋯

酱

,向肋卿口

, 二 夕
·

,
‘

斗 只

沪护加‘、训曰口砂、、﹃以︸今
十苦咋中古汪伟飞
外,努阵拼伟山乳

图
“ ”

对组合不稳定区的影响 尸“
,

一

兴然多频共振不稳定性区在一般情形不十分显著
,

因而 。二 。
州
“ “ 持否定态度

,

但众

多研究
, 毛’指出多频共振不稳定性区虽然在一般情形下不十分显著

,

其重要性不如主频不稳

定性区
,

但就某些情形来说其存在及其危害是不容忽略的
,

因此 二 在仁 〕中引用了上

述这些性质
。

。 益 〔咭 。〕提出了弹性系统动力稳定性研究方法
,

并给出了稳定性准则的论证
。

笔者在综述现有研究方法基础上
‘ ’〕提出了弹性结构动力学和动力稳定性研究方法

,

在

力学上严格研究了正交各向异性柱壳 , “ 和粘弹性杆 「“ 了的多频共振的存在性和稳定性
。

随机振动是 目前振动间题中较活跃的分支 随着研究的深入
,

已开始研究随机作用与多

频共振的复合效应
‘

一

“
研究了随机参数激励下非线 性 系 统 中多 频 共 振 问 题 ,

‘ 毛 〕研究了随机参数激励与谐波参数激励同时存在时非线性系统 中的多 频 共 振

问题
,

更多的文献见仁 」在参数激励方面值得注意的比较系统的工作还可见仁
, 」

亚 多自由度系统 由于系统的复杂性
,

多频共振现象极为丰富 且 已在各种技术领域
中被观察到

名 ,

例如 ￡奋 ”〕在石英传感器的驻波里
,

和
‘ ’三在水下驻

波里
, 仁“ 在两个藕合的非线性电子振荡器里都观察到了多频共振现象

,

多频共振现象



己被用来说明各种技术问题 例如 等
‘ 。

在研究船舶的俯仰和横摇运动时导出如 「方

程

‘ , 。 一 协 , 。 , , 户 , 艺

打 一 协

其中 。 , 是横摇角
, 。 是俯仰角

, 。 ,

成
, , 。 ,

和 下 一 ,

都是常数

当 。 二 。
,

。二 。 和 , 时
,

可以得到 。 模态被强烈地激发
,

当 取小值时
,

, 是很小的
,

有一个上界 当 增加到超过一个临界值时
,

的零值解是不稳定的
,

而

成为饱和的即自临界值后
,

再增加激励的幅值
,

只引起横摇 模态的发展
,

而不进一

步影响俯仰 。 模态
。

此时俯仰模态是饱和的
,

由于激励幅值增加而输入系统的全部附加能量

都进入了横摇运动
,

七述结果示于图 其中
。

是 。
‘

的幅值
,

厂二 这些结果解释了

所报告的一个现象 俯仰固有频率接

近于两倍的横摇固有频率 内共振 的船舶有讨

厌的横摇性质
,

因而与上述饱和现象相一致
,

当

船逆浪前进或顺浪移动时
,

如波浪充分大并且有
“ 合适 ” 的频率 船会开始猛烈横摇

多 自由度系统方面值得注意的比较系统的工

作还可见 仁
,

丑

非线性波 非线性波也是非 线 性 振 动

理论工作者的工作领域
‘ 。 “ ‘ 早就指

出 在非线性情形
,

如果弹性波的频率和波向量

满足

。 。 , 暇

这时就会发生共振现象 年代以来
,

这个现象在等离子体的非线性效应中己得到确认 例

如见
,

〕

等离子体中波
一

波相互作用本质地是非线性的
。

当满足三个波的共振条件
。 、 。 , 。

, , ,

, 十 ,

时
,

小幅值扰动相互作用表现得特别强烈 经过分析表明
” 」,

如果满足共振条件
,

则在共振波之间能有一个有效的能量转换
,

例如可以发生如图 所示状态的转换

厂
荟

,

约
成

, 荃

妙

么 。、 户“、 、命
矛 、 万、 牙 ,

、讲 ‘

厂
’

沙誉
,

’ 二二
,

、刁

月 图

三波相互作用的最熟悉的例子是两个 高频 电子等离子体振荡与一个 低频 离
一

子声

波的共振相互作用
,

一般地 , 高阶非线性波
一波相互作用也是可能的 例如当满足共振 条 件



”

竹。飞,

汀 一 。 。忿
‘ , 工 一卜

以
。
杭

时可能有图 所示的祸合作用 图 表明整个过程可由两个逐次进行的
一

卜共拢 孩过程组成 、

特别地
,

由 。 , , 和 。 穿
,

融合成一个虚拟态 。 又
, 、 , , ,

这个态 同 时

衰变成二个其它态 。工。
,

和 。窟
‘ , 介‘ 当然四个波的其它组合也是有可能的

共振四波相互作用可在忽略离子动力学的宏观模型范围内的
一

长波电子等离子体振荡中观

察到 共振四波散射是振荡频谱中能量非线性转变的主要机理
,

所 以共振多波相互作用研究

是很有意义的

经过各国科学工作者的努力
,

多频共振作为非线性振动理论中的一个有实际意义的重要

物理现象的地位 己经确立 但多 自由度非线性系统是非常复杂的
,

例如现 已有人提出研究多
频 自振 例如见 〕

,

其非自治问题当更加复杂 因此多频共振的机理与丰富的物理图景

远不能说 已被揭示得差不多了
,

它的研究还有待进一步深入
,

实际应用领域也有待扩大
,

在

定性理论方面更是一个空白
,

大有活动余地

参 考 文 献

, 却 ,

‘ , ,

一

, 、 , 。 。只 及 几 只 鱿 任 玫 几 益 皿 几 。袱 砚

‘“ 班 ” ” “ 众 , 。 , 。 , ,
,

。 壬
, ,

一
,

, , , , , 人。 龙 厂口 ‘夕 , 了 一 氏一

, , 一 一 ‘
,

一 了
,

‘ ‘ ,

一 了
, ‘ ,

一
, ,

一
、, , , , , 一 ,

戴德成
,

非线性振动理论的特点
’ 多频共振

‘

司题
,

第 届全国 一般力学学术交流会论文
, , , ,

、

之 ,

花

, ,

一

—
, 一 。

、 肚 。 , 苦 , 了 了一
、 。“ 。 , 中 , 日 “ , , 二 八二 几 , 少 江 ‘ ‘ 》

坦 双
,

,

, 江 从 几 又 气 互 江 , 益 , “ 几 。袱 皿 众

一 双 。 , ,
了了

,

中, 一
几几 、 , , “ 且 耽 , 几 互 汀 且 盆 , 狱 “ “ 北

几 , “ ,

一
,

,
, , , 少 。八 ,

一

—
,

〔 , “ ,

了一
月 , 。 , · , 鱿。 , ‘ 双 二 “ , 。二 。 几 , 。 业 几 , 业

,

’ 从 及 士 , 跳 。

, , 从 城 “ 互 业 肚 江 “ 几 兀 “ 只 双 耳 习 日 几“ 坟日玛义

月 , 几 。 、 , 二 ,

几
, ,

一

戴德成
,

关于某类非线性系统共振情形的研究 力学学报
,

卜 一



了

口工胜︸

斑‘胜,自,﹄,‘‘

一
几 ”八 ,

入
,

玉 一 ‘ 、。 、。几 一, 一 一、 , 月 。几 一‘ 一, 兀

《 壬 》
,

一 ,

入 , 。 , 。 ,

, 匀了

月 ” ,

月
, , , 川 , , “ 凡 兀 “ 月 几 “ 扔 ” “ 叮 “

气 , ,

月 于
, , 了一

刘延柱
,

陀螺力学中的 作线件振动方法 力学进展
,

,
,

戴德成
,

人造 巨星姿态功力学寸的作线性平面振动
,

南京工学笑学报
,

, , 小 , 刀 。、 , ,

工工‘, 。 , 。 , , 、 八。 压 , 《

, 》 , 入 二 。

, , , 方 。 , ,

一
。。 ,

遭
, , , 。 。 日 ,工 、 , , 。 ‘ ,

工工 皿匹卫
, ,

,了

马一
, , 几 ” 。 肚 。 曰 , 从 , 米 , 鱿 刁“ 习 认 几 一

皿 ,

几互 , ,

、 , 、 。、 月 。 。 八
, ,

戴德发
,

某类非线性系统积分流形的研究
,

力学学报
,

—
, 一

二自由度非线冷系统的组合共振问题
,

南京 五学院学报

小 。二
, , 厂 几 。二 , , 几。中中 。双 。 、。‘ , 。 , , 行 , , 曰

乙几么 “ 汉 益 ,

皿
, , 了

“ , ,

, 、 , 。。曰 几 江 皿班 双“中中 双“ 几卜 认

透 皿 二 “ ,

八。、 , 。 , , 了

, ,

一 ,

人 , , 一 了。 了 一

丹‘甘,一勺自,自‘

月 八 , , 几 且 月“ ‘ 垃 益 , “ , 双。 报 , , 几 。 几 “ 互 盆

。“ ‘ 。, , ,

肠

刀 汀从石。。
,

于 二 “ 。几 杖 玫亚 ,

用
, 盆 。益江 。 , 」

气 入丁
, 及 月 劝 双 ”班 “

二 二 众 介 二 ‘ , 二 几
,

月 、 介 , , 众几 , , 月 址 ” 班 哑

二 。刃 。让 ,

孤 。 , 了
,

一

江福汝
,

高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
,

科学通报
,

玛
, , , 。夕

入
,

一
, ,

,

汀 。 。
·

二 月。 。 、 。二 只 几二 , 。 了叮 “ , 皿 , , , 兀 ,

双。“ 。二 , 、 二 , ,

《 , , 。 二 , 》 , 了

呵 “ “
, ·

一 二 ‘ 。、 , , 、 。 , 、 ,

旦鑫旦三二旦叮
, ,

戴德成
,

弹胜结构非线性动力学与动力稳定性问题的
·

个研究方法
,

南 叙工学院学报
,

—
,

正交各向异性柱壳的非线性参数共振问题
,

固体力学学报
,

, , ,

一
, , , ,

一 土

‘ 二
, , ,

口 一

臼︹,︺勺‘‘怪任

·



, 〔
·

矛
, , , ,

,

入
, 犷 , 、, 。。 , 八 , 匀 了 一了

人
, , ,

卜饭 , 一 丫

, “ , , ,

了一
‘

, , 入
, 一 飞‘ , , , ,

一
, 诬 , ,

,
’ , , 一 , 丫 ,

‘ ‘。 , 于子。, ,

一
, , ’ ” , 飞 , 刀 刀 、才 。七 月 , ,

一

月 。几 ,

了戈
, 几 。中 。双

, , 。 。 丁, 。。 几 ,

一了

‘ , , 士 几 、 、 , , 了

,

、
, , 土 , ·

。

干, , , 、 ,

一
, 入 , , ,

兀 几 “ ‘ 月 什 厂。砚 义

二 、二 。 、 , , , 不 只 二 乙 月 。 , , , , 。 。 , 了 一

︼匀亡口了‘性性吐

曰甘二任

,︺,口︸

一

士

,


