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力 学 进 展
,

有限变形塑性动力学问题

太原工学院 杨桂通

一
、

引 言

塑性动力学通常认为包括结构塑性动力响应
,

弹塑性应力波的传播及其相互作用
, 以及

一些专门的工程应用问题
,

例如穿甲与侵彻问题
、

动态断裂问题等 属于基础理论的还有固

体材料动态特性
,
动态本构关系理论以及材料在高速变形条件下的实验技术的研究等等

在小变形范畴
, 塑性动力学的研究工作已有较长的历史

,

年代以后是一个蓬勃发展的

时期
,

不少重要的结果是在最近二
、

三十年内取得的
,

详见文献 〔一 〕 目前
,
这方面的

工作仍在继续
,

许多工程问题仍在用小变形理论来处理
,

并取得较好的结果 但必须指出
,

无论是结构动力响应问题还是波的传播问题
,

小变形理论有可能在一些情况是不合适的
,

也

有不少给问题的解带来误差过大或根本错误结论的例子 例如一个两端固定梁受均匀冲击载

荷作用
,

若按刚塑性小变形理论分析
,

则可得图

中曲线 所表示的挠度与外部作用的关系 “ 若

按有限变形理论分析
,

则得曲线 「’“ ,

而实 验 结

果 〔
’“
却如曲线 所示 图中 评

。

为梁 的 中 点 挠

度
,

为梁高
, 入 。 。人 , 。

为外 界在初始

时刻所给 予 系 统 的 动 能
,

为 梁 的 半 跨 长
,

。 二 。 为静态极限载荷 图 中 实 验 点 为

等用软钢试件所做的实验结果 由图 可

见
,

小变形理论所给出的结果与实验结 果 相 差 极

大 由此可见
,

结构塑性动力响应问题的有限变形

入铸奋小

理论有着重要的实际意义 象穿甲问题中靶板的未穿透变形分析就是一个典型的无限大薄板

的非弹有限变形动力问题

对于应力波的问题来说
,

当应力水平不高的连续波在介质中传播时
,

质点的位移较小
,

一般地作为小变形问题处理
,

便可得到足够精确的解答
,

象波在细杆中的传播就是这样 但

是
,

关于塑性波的研究有两个通常的途径
,

研究杆中应力波 一维应力 是一个 代 表 的 方

面 , 另一方面是通过波在板中的传播 一维应变波 来研究塑性波传播的有关规律 在这种

情况下
,
·

由于平板的正撞击
,

可以实现更高的应变速度
,

且由于波在平板中传播时受到横向

约束
,

板的运动主要地以膨胀反应来控制
,
应力和压缩性的变化对于确定波形起 着 重 要 作



用 此时
,

热力学效应
, 塑性变形产生的嫡变

,

高应力下的弹性常数的变化
,

弹性体积压缩

变形的非线性性质
,
以及有限变形等均应计入 特别是当有激波发生时

,

应力
、

质点速度和

应变在跨越激波阵面时均有间断
,

而比嫡的间断要用应变间断量的三次项来描述
。

所以
,

在

研究一维应变弹塑性波时
,

应当采用有限变形理论
’

以上说明
,

在塑性动力学问题中
,

有限变落趣论或大变形问题是一个重要的研究课题
,

已经引起了人们的广泛注意
,

但应当说
,

、

关于这一问题的研究
,

现在还处在一个开始阶段
,

系统的研究成果不多 这是由于固体材料在高速变形条件下呈现出一系列不同于 静 态 的 特

性
,

所以使得塑性动力学问题的数学模型变得非常复杂
,

丫般都要处理非线性偏微分方程的

边值
一

初值问题 在这种情况下
,

再引进有限变形 几何非线性 自然问题变得更加 困难
,

一般只能设法用近似方法求得数值解
,

只在少量特殊情况下才有希望求得封闭解或渐近解
二 以下简单介绍这方面的情况

卜

在

若 ,

二
、

基
‘

本 关 系 式

引进流动坐标系 ‘ 和相应于物体参考状态的参考坐标系
, 二 , ,

令物体

坐标方向的位移失量为
、 ,

于是有
、

为物质变形梯度
, ‘ ,为 变形张量

,

则有

幻 了二氏

二
,

笋

, ‘
,

‘ ‘
,

认为
、

应变张量 丫
‘

丫 ￡ ,二

告“
苦 , 一 己苦户

一

音
,

犷 口
,

, ,

兀

物体的弹塑性变形可以进行分解
,

即将物体变形后在

骤来完成 可以先完成弹性变形再完成塑

时刻所达到的状态分解为两个步

性变形这样两步叠加 也可以先完成 时

刻的塑性变形
,

而应力为无应力状态
,

再

完成 才时刻的弹性变形而达 时刻的最终

状态
,

如图 所示

实际上
,

在
。时刻 占有空间位置 内

的质点
,

在 时刻位于
‘中的位置为

、 , , , ,

即
丫 、 尺 ,

士对刻无勃雌兀

匡
,

卫

卿此皿

图

或者说 , 在 时刻 占有空间坐标为 朴 的质点
,

其初始位置为 ‘ ,

即
’

以
、 ,

若引进中间构形坐标为
‘ , 艺 , , ,

则有
尺 代 尺‘ , 、 、 代 , ,



则物质变形梯度 为

专

己

‘ ,

一 飞厌丁
一 ’

‘

己 入 ,

由图 知
尺 ,

于是有 , 专

正

塑性变形梯度 户前乘以弹性变形梯度 ’,

即得总变形梯度

在小变形情况下
,

总应变可分解为弹性应变和塑性应变之和
,

即

或即

。宁

从而总应变率也可以分解为两部分之和

。、 , 。 。宁

在有限变形情况下
,

总应变率 ‘ , 是否也可按加法原则分解为弹性应变率 , 和塑性 应 变

率 亨, ,

目前还在讨论中
,

详见文献【 一 〕

在讨论有限变形问题时
,

首先遇到的是选择合适的应力和应变的描述法 自然我们可以

采用 应力 即真应力 和与之相应的 应变张量 但我们知道
,

应力

定位在整体坐标系即参考标架
, 上

,

而不随物体质点变动
,

因为真应力与变形后的物体相

关联 这就给写本构方程带来困难
,

所以通常采用第二
一 。 。 应力 或 。

应力
,

其参考坐标随质点一起运动
,

而单元面积则基于未变形前的物体
,

与之相应的应变

为 应变张量

这样
,

若有在流动构形中的任意体积为
,

表面为 的物体
,

其参考状态的体积为
。 ,

表面为
。 。

设面力为 ‘ ,

则 应力张量
、 , 满足

尺 ‘ 犬 ,
,

‘

此处 ‘是 面外法线方向单位矢量的分量 运动方程为

或

其 卜
。 ,

以

‘ , 、 。 ‘ 一 , 、

‘ ,
,

二 〕
, ‘ 。 一 , 、

‘分别为物体的密度和体力
,

应力张量与 应 力张量 , , 间的关系为

、 , 侧 ‘ , ‘ ,

此处
, , 分别为变形后状态与变形前状态的度量张量 式

形式
。 〔“ , “‘ ,

,

, 〕
, · , , 一 二

, “·、

,

二

可写成 积分

令



险性屈服不等式为
、了、矛
‘

、产、矛
于、,产、,产、,口、,产、,

,

、于、声、,户、少
· ··。

玲

﹃·

少

‘ 簇 。

当取 。 条件时

‘ , ‘

其中 ’
。 。
‘ 宕 一 —

了
‘ 、 , , ,

为应力偏量
·

应变率无关理论的本构关系为
。

￡ 丑

或

其中 ‘

‘了三 户
’‘ 二

“ ’ 丫 一 丫窟,

无 丫 , 二 了无 ,

‘“ ‘是弹性模量张量
, 么‘“ ’是塑性模量张量

在线性强化情况下
,

有

矛 ‘ 七 叶
“ , 了 矛为 丁氢

向

“ 、 , 无 , 七矛

其中
刀支 。 ,

一立万
一 ,刀‘ “

·
丑 , , “ ‘ ‘认· ‘ , 。

二
二 , , 二

,

。 , 个 —乃
’
“ , “一

, ·

, “ ,了
八合
、、口产
丫“一

‘为线性强化模量 ‘ 介 ‘ , ,

称为强化参数

当采用应变率相关理论时
,

屈服函数可写为
” , , 。

厂 一二 , 〔口 子
’

月
,

, 丫宁 一

、 ︸

时时
︸日今

布
丫
当当

户
丫

由下列微分方程

来确定 引进 自由能中

‘ 丫专

中二 小 丫 , ,

则应力张量 ‘ , 为

若采用 理论 〔“ 。〕, 则

而应力率为

“‘ , 一 。

斋
,

礼
二 丫 。‘“ , ,

哥

丫、 丫玄



此处
‘ , , 。

一缨牛
了 丫 ,

·

己 劝
刀 了 才 , , 杯一

丫‘ 飞

此外
,

尚有其他类型的本构关系 沁
’一 ““ 。

三
、

几个重要定理

以下给出在有限变形条件下的几个重要的塑性动力学的基本定理
。

主要是具有齐次木构

方程的材料的结构变形的限界定理和极值原理
,
以及一般性原理

。

虚速度原理 和静力学中虚位移原理相应的在动力学问题中有如下虚速度原理 外力在

运动许可的虚速度 ,上所完成的总虚功率等于总虚应变能率 包括耗散能率
, 即

丁
‘ “ ‘ 矛‘ 一 公 , 夕‘ 公

‘产厂

︸︸

位移限界定理 在有限变形条件下
,

我们可以从沿极值路径下的最小总势能原理或最小

总余能原理导出动位移的限界公式
,

例如由最小总势能原理 沿极值路径

丁平
〔。 ,“ , 〕“

犷

, 、
丁
。 〕

犷

丁
︸︸

一

其中 了
, 奸分别为满足位移边界条件及相容条件的位移场和应变场

, 犷, 。 分别为同时由

沿极值路径导出的应力 满足运动方程和应力边界条件的位移场和应变场
。

注意到

。兮
‘ 。。了

’

〔兮‘ 〕 “ 。 , , 〔了“ “ 。,

, ,

则在冲击载荷作用下有
。, , 〕“ 、
丁不
。 , , 〕“ 一 。 一 “ ,

其中
、。 一

扑晰
, ,

︸萨一

于是可导出 〔
’“

二
,

落 只

此处 二
。

是物体 点 ”方向的最终时刻 户 的位移
,

公是相应于该点同一方向的静态

极值路径下的位移

运动终止时刻 为 〔‘ ,

小
月
口 ‘

。

尸

、犷

妻矛
本‘

其中 价是与时间无关的速度场 享 ,

极值原理 和

下是与 小
·

把

号相应的应变率场 二 好

, 关于刚塑性体小变形理论的加速



度最小原理推广到有限变形情况
,

即有 〔
“‘

成立
。

其中泛函

娜 口力

。 二“
广 ⋯

和
’

一
‘

战 丫众
乙

一
’

工沂
一

协诫

其中 了
, 丫凳乙分别为机动许可的加速度场和应变加速度场

。

为在 内的 ”类函数
, 且

在 孔 上等于零
,

于和孔分别大笋定面力四位移速度的边界
, · 二 · 、

此处泛函 力为加速度口 ‘ , 速度 ‘ ,

位移 ‘及其历史的函数 式 说明
,

在所

有满足边界条件的加速度场中
,

满足运动方程的加速度场
,

使泛函 取最驻值
,
且可以证明

为最小值
’

应当指出
,

若 应力依赖于应变加速度 丫 ‘ , ,

则上述最小原理存在着某些困

难
,

概可在某些类型的加速度场情况下
,

式 才能成立
。

此时要求
·

丫 。 井 一 簇 。
,

在 内

及 二 一 轰厂 在 二上

其中带
“ 帝 ”号的量为真实状态的量

。

当动力屈服面与静力屈服面重合时
, 对于过应力模型理

论
, 必然有瞬’在屈服面上

,

而且有 丫 正交于屈服面
,

从而对外凸屈服面来说
,

式 成立

而在其他一些情况
,

式 第一式则尚待证明
。

在结构塑性动力响应分析 题中犷 模态解方法是一种有效的方法 有关的极值原理已得

到证明
,
见文献〔 一 〕

, ,

然而
,
对于有限变形情况

, 由于定常模态不复存在
,

而需构造瞬

时模态序列来求模态解
“ ‘ 一 ““ ’,

与之相
,

应的极值原理或限界定理尚未见到报道

四
、

结构塑性动力响应

在小变形条件下发展了模态解方法
“ 一 “ 。 这种方法与弹性振动问题中的振型分 解 法

相类似
,

把位移函数
,

分离变量
, 写成

。

‘

“ ‘
’

, ,

’中
‘ ·

这种定常模态函数 小 户在运动方程
、

协调方程为线性方程组及本构方程为齐次方程时是存

在的 就是说
,

在小变形情况
,

不论是弹性
、

粘性或刚塑性
、

刚
一

粘塑性材料的结 构
,

定 常

模态是存在的 在有限变形情况
,

这种定常模态一般是不存在 的 为 了 解 决 这 一 问 题
,

和 , , 〔 ‘ 一 发展了瞬时模态方法
, 即从不同时刻的模态

序列来求全过程的模态解 实际上
,

对于每一个指定的瞬时 的模态来说
,

位移函数 脚
‘ ,

便是固定的 因而
, 我们有一个非线性本征值问题 若 时刻的非线性本征值问 题 已 经 解

多》
、

名》

出 ,

给出了相应的位移速度留采伙
,

和加速度‘某 和 中
, 下 ,

州
,

则在 △ 时刻

的 ‘ , 和 留‘ , 便可近似地得到
,

例如
多

留 ,
一

△ 澎 留 , 才 △ 留 , 小,

名 》

△才 “留 , 中, 犷

。 ‘

, , 卜 △ 澎 拟‘ , △ 脚 小, 一
, ‘ 、 ,

‘

几
, 、

甲 二 , 、。 ‘ , 一 、
乙

去 》

中 犷



由此重复计算
,
不难得解 从对圆板大变形间题的解的结果来看

,

理论结果接近 于 实 验 结

果
““ 。

求解有限变形的梁
、

板一类结构的塑性动力响应问题时
,

若采用模态解的概念
,

‘

则总要

遇到求解非线性本征值间题 现以圆薄膜大挠度问题为例
‘ ,

说明这种情况 此时
, 运动

方程为
留‘ 尹 招

此处
,

为极坐标系
, ,

为径向薄膜力
, 留 为竖向挠度

,

为单位面积质量 本构关系为

粘塑性材料

万
,

瓦
其中入

,

一乡勿
‘

为曲率
, 。一 。,

瓦 石
。 为塑性膜力

,

为膜厚
, 。 。 ,

下
。 , 。为由实验确

一
『

”
‘ 一 ’ 一

几一
’

一

定的常数
。

将以上关系式代入式 可得下列非线性方程

元
。

入。 , ”
一 一易

, , 一 ·

拓

或 产“〔留 , 留 , 脚 , “

〕尹 留

此处
, ,

均为无量纲的常数
,

式 中的所有量 已经无量纲化
,

省略了在原有量纲的

量上所加的区别符号
,

例如无量纲的
“ 。 ,

而星号省略 问题的初始条件为

叨 , , 留 , 脚 。

圆膜中心有 留 。

边界条件为 留‘ , , 留 ,

问题归结为求解非线性偏微分方程的初值
一

边值问题
, ,

由模态解 概 念
,

取
留 ,

小 ,

并对形函数 小 按

‘ ’‘·’犷“了

正则化
。

变换后可得下列非线性本征值间题

〔犷 小产 士‘ 〕 中

小尹 中

而函数 则由一个非线性常微分方程所控制

前已说明
,

对于非线性运动方程
,

定常模态是不存在的 此处对于圆薄膜这样的特殊问

题
,

从物理上的考虑做了采用定常模态的近似处理 模态的形式只与式 中的 有关
,

而与
。 , 入。无关 当 呻 时则导致线性本征值问题

,

此时对应于理想塑性间题 在一般情

况 , 则需求解非线性本征值问题 目前可有两种途径

当 为小参数时
,

则可采用摄动法在线性木征值问题的解附近得到渐近解 为 此
,

可采用
一

方法将中
。

和 “渐近展开为

。



中
二

中
, 。 小

,

⋯ ,

圣 三。 圣 ⋯

其一级近似解是容易得到的
。

一般地
,

将非线性本征值问题化为非线性初值问题来解 〔““

“ “

曾做了这方面的工作 文献未见
, · ·

“ ,
对此做了

修正
, 即将

一

迭代法与延拓法结合起来求解 我们知道
,

用电子计算机

解非线性初始问题已有不少成功的方案
,

例如
一

日法
, 一

。法
, 。 一 。法等

等
。

这样 , 我们在塑性动力响应问题中所遇到的非线性本征值间题便不难处理

此外
, 当用有限元法求解时

,

我们有
一 ‘ , 己‘ , ,

,

‘ , 托 “ 一 厅
‘ “ “

犷

丫 。 ‘ 、 , ‘
,

〕尸

毯

一一

厂性

一︸

、一 ‘ ‘

月甘

其中 丫‘ , , 、分别为虚应变率和虚速度 假定 。
, ‘和 、

可以对小参数 展成 级

“ 子 。 。“口 “
‘
卜

二

‘ , , “芝晋 。’客
‘ · ·

、 ” ￡ 冬 。“ 子
·

⋯

则可用摄动法求解
。

和 用基于位错动力学的本构关系解了厚球壳的大变形等问

题 〔
,

他们仍假定总应变率可分解为弹性应变率和塑性应变率之和 二 如前所述
,

在什么情

况下可完全适用
,

什么情况下则带有近似性质
,

什么情况下不适用
,

尚待进一步研究
,

五
、

弹塑性应力波

如前所述
,

在应力波的传播问题中
, 一维应变波的有限变形理论具有重要的实际意义

此时
,

波动方程为

、、少、、产、少﹄比口八了‘卜勺口
尹叹、夕‘、了气、

护

一下不万一一 于尸。一万下一
不 不

此处 为波的传播方向
, ,

为 质点速度
,

相容条件为
公 丫

日

本构方程若取 公式

宝二 中 西

其中 为 矢量
,

为可动位错密度
,

塑性应变率 三 。
, 为绝对温度 由此可得

‘ 一 ’

”二 ‘ , 丫”,
·

。为平均位错密度
, ”为

。



, 入 二
二二

—
一

—
任产

。 至 。 宝

︸、丸
‘

如人︵
︺

‘

此处 ‘ 和 为 丫 , 和 ”的函数
。

在一维应变时
,

变形梯度张量为

记
,

一一户

卜有﹄讹
‘

入

入

一一

不可压缩条件化为 毗 盆
“ 。

考虑到 ’

丫

, 入, 入雯办孟 入空“
“ 进一步可按

通常的办法得出一维应变 有限变形 弹塑性波的特征线和沿特征线的相容关系式为
, 二 士 ‘

‘

干 。一 一普
丫“ , ‘

从而可沿特征线进行数值积分求解
,

详见文献〔 一 〕
。

以下考虑非线性弥散波 若计入微观结构效应
,

则在一维情况下
,

有 。
, 。飞 。了

, ,

其中 。 ,
, 为非线性弹性应变

“、 ‘入 。

【
,

晋
‘ 一 ,小

,

一普
。一

。 , 分别为一次和二次项的弹性常数 。 ,’为考虑物质微观结构效应的关系式 〔
峨“

, 一

—
卜

此处 是 常数
,

是质点质量
,

将以上关系式代入运动方程
, 可得

后〔 。 ,
,

, 吕孟
,

,

其
一

卜
。

是具有长度量纲的参数 此方程仍可采用特征线法
,

毛 ‘ 。 一 , 下 二 。

后
,

可得一阶迁移方程为

一

为此引进新变童

二了 一一 个 —下

。 总 己“
不飞犷 个 — —

一下下气丁一
勺 ￡ 仁

。

其中 。为波幅因子
,

定义为 。三 一 ‘ 。 。。 而 。则为若将 展成级数 艺
。‘ ‘ 时的第一

项近似值一 的指标已经省略 显然
, 。为待定小参数

类似地
,

可以得到二阶迁移方程
。

从所得到的方程的结构可以知道
,

式 的一级近

似式
,

即一阶迁移方程为一典型的的 方程 而其二级近似式
,

即二阶迁移方程则为非齐

次 方程
。

对于一维圆截面杆的情况
,

若杆轴方向为
“方向

,

则式 经 改进后
, 可改

写为
。

, , ‘ , 。 , “ 。。

‘ 一二
一

尸 一 孟、 一飞万飞
乙 吞“



若计入粘性效应
,

则尚需增加 会项
,

咖粘性系数
, 、 为泊祛系数

, “为杆截面的半径

由此有

下

。 儿

, 。‘ 。 息“ 。
一
一

一七﹄
八一︵

以

加

此处
。 , 毛 。 一 “ , 下 。 “ , 。 叩 。

一 ’
此方程为

一

方程
,

同时考虑了

耗散与弥散效应 这类方程 已有成熟的方法可以求解
,

例如散射反演法等 “
一 ‘“ 从 而 可

得到问题的孤波解
。

有限变形塑性动力学问题
,

实际上是固体动力学问题中的物理非线性和儿何 非 线 性 问

题 如上所述
,

问题的基本理论还很不完善
,

问题的求解也十分困难
, 目前的实 验 技 术 和

实验手段也不多 然而
,

由于这类问题在工程技术和科学研究的一些领域内的重要性
,

塑性
·

动力有限变形理论已引起了广泛的注意
,

研究工作将会进入一个新阶段
。

国内研 制 成 功 的

杆技术
,

轻气炮实现高速平板正撞击技术
,

大型激波管等已在升展各 种 研 究 工

作
,

有的成果是可贵的
。
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