
固 体 中 的 非 线 性 波

太原工学院 杨桂通

一
、

引 言

波的传播问题是物理学中的经典理论问题
。

从 世纪至今人们逐渐认识了各种类型三

的波
。

这些波的区别主要源于它们赖以传播的介质性质和具体问题条件的不同
。

在固体

中传播的波通常称为应力波
。

于是
,

应力波的特征就依赖于固体的力学性质
、

几何形状

和波源等条件的特征
。

人们最早认识的是各种弹性波
,

到十九世纪
,

弹性波的理论与实

验研究有很大的发展
,

并大致形成了一个完整的理论体系
,

这是因为弹性理论的基本定

理和基本方程为弹性波的传播问题提供了建立支配各类弹性波的偏微分方程 组 的依

据
。

这些方程和相应的附加条件 初始条件和边界条件 一起构成了封闭的定解问题
。

在

线性本构关系
、

小变形理论和线性附加条件的情况下
,

定解问题是线性的
。

对于这类数

学问题已有针对多种不同情况的多种有效的求解方法
,

详见文献〔 〕
。

固体中非线性波的研究则落后很长一个时期
,

其主要原因大概为求解描述这类问题

的非线性偏微分方程 组 的数学上的困难
。

到目前为止也还只有少数简单情况可以得到

解析解
。

问题的特点是通常的叠加原理被破坏
,

从而产生不同频率波的相互作用
,

出现

各种复杂的现象
。

固体中的非线性波
,

就其形成的原因来说
,

大致可分为三类 由固体材料本构关
系线非的性特征所形成的非线性弹性波和弹塑性波 由几何变形的非线性所导致的非

线性波 由固体介质的非线性弥散所形成的非线性弥散波
。

还可有由多种因素形成的

含有复杂内容的非线性波
。

在以上三种类型的非线性波中
,

要算弹塑性波
、

弹粘塑性波

的研究成果较多
,

因为这类应力波一般可归结为拟线性双曲型偏微分方程
, 特征线理论

是解这类问题的十分有效的工具
。

第二种类型的非线性波将遇到很大的数学上的困难
,

至今缺乏严格的求解理论和系统的方法
,

只有极简单的一维问题在特殊的几何形状和外

力作用下的不可压缩材料的条件下才得到处理
,

而由理性力学中发展了的奇异面理论虽

然可以帮助我们认识一些非线性波的某些性质
,

但物体受冲击作用后的全部响应仍无法

给出解答
。

非线性弥散波的研究引起了人们的广泛注意
。

目前
,

仅对凡种可化为典型非
,

线性偏微分方程的问题可以进行讨论
。

人们熟知
,

下列二阶线性双曲型偏微分方程

△ 一 己

在波的传播理论中有着重要意义
。

其中△为 算符
。

的解可以写成行波的形

式
,

这一方程和简单振子的振动方程 护 “ 。 相似
,

它们都可以增加表示所

谓非线性效应
、

阻尼效应和外部作用的项
。

例如在 中增加非线性项
,

便成为
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△ 一 , ’

红
二

‘

此处
, ,

为线性算子
,

用上式等号右边的项来反映波在介质中传播时的各种非线

性效应
。

以下我们说明固体中非线性波动方程的建立
,

波传播的特性以及一些有关的问

题
。

‘ ·

、、产、声
」

。月︸住
了叮、了龟、

二
、

浦卜线性弹性波

非线性弹性本构关系可写为下列尸般形式
‘

己 乙 件丫 。 。 一 乙

或
。 , 、 , 各 。 ’ 一 乙

‘

其中尤
「

, 卜分别为体积压缩模量和剪切模量
,

义 二 产
’ · ·

⋯
、

“

仪 仗 了 ⋯ ⋯ 、 “

丫 。 丫 , 。 ⋯ 。

二 下 下

。 。 , 。
‘

‘ ‘ , ,

。 〔 、 〕
, 下 件 ,

丫 ‘ 。李
,

二 ‘

。

卜 本文采用了 约定求和
。

对于波在一维杆中传播的最简单情况
,

若取 。 百 。 ,

则波动方程为

” 卜
,彻 叙卿 叙

,

岁 甜
·

则在 平面上的两族特征线为
·

、矛
‘

、
户内了‘

了、了、
,

一
‘

血 产

沿特征线的一致性条件为

土 。 , 。 孟 。 , 。 二 矿落而
一

二
「

士

此处 。 。 二 一 〔 。 〕为质点速度
。

若初始条件与边界条件为
’

, 由 义 , 二
一 ‘

一
。 。 , , 。 。小

、为无量纲的小参数
,

且表示质点运动速度的最大值与线性化声速之比
。

, 二 。小〔 一 。 」二 〔小
’

一 一 〔丑 ,

小
一

〕

如令

厂

由边界条件 有

农 , 之
‘ , 十 连 , ,、

·

则

由 〔小 心一
’

。“ ,

小
,

小
‘ , ⋯

一

此蜘
一卜动向右发展的线性化特征铆

非一致性
,

即当劣”
,

‘ 的及分
’

。
一

, ’

上式在 的及 》 。一 ‘ 时都出现与假定的

时
,
‘

第二项与第一项变为同量级
。

为了改变

这种
‘

清况
,

使得展开式一致有辉 有各种技巧可以采用
,

常见的有应变坐标法 , 应变参
·

一 份 一



数法
,

多重尺度法等等
。

用多重尺度法
,

式 改用新变量写成
, , 。 〔 , , , , , 。 工 , , , ⋯

其中 一 , 二 。

用此新变量可求出相应的空间和时间导数
,

从 而 可 得 方 程
, ,

的解的一级近似为
, , “ “小邑 ⋯

其中 一 二 毛十 〔 小邑 ⋯
。

由。二 及 拟 一 。 由 十 口 。
,

得应变的一级

近似值为
一 〔小尾 ⋯

波沿特征线 毛 传播速度为
一 ’二 一 飞〔

可见
, 。不同

,

传播速度也不同
。 。

一般说来
,

非线性方程在全部时间内不一定存在单值的解
。

波在沿杆传播时
,

由于

这种非线性性质
,

波形将发生变化
。

图 为 。时初始为正弦的应变波逐渐变形的过程

“ , 艾 丁 , 飞 义坛介 峭

图 的情况

在 二 处连续波变成多值的原因是由于没有计入介质的粘性效应及导热效应所产

生的波形的陡化
。

实际上
,

多值是不可能的
,

因而形成激波
。

问题进一步的讨论
,

应计

入粘性效应
,

应改为
‘ “ 。 一 石 己 己 卜 二

协为阻尼系数
,

当卜不小于某一临界值卜
。

时
,

连续波就不会在有限距离内形成激波
。

非线性弹性波根据所采用的本构关系的不同
,

所得到的非线性偏微分方程的类型和

特点也不同
。

方程的解法
,

一般地可采用摄动法
,

如前述多重尺度法等
。

三
、

弹塑性波

弹塑性波是固体中另一种类型的非线性应力波
。

弹塑性本构关系的明显特点是非线

性和不可逆性
,

因而
,

在弹塑性介质中传播的波便不可避免地产生了一系列的特性
。

但

是
,

在加载过程的弹塑性加载波与非线性弹性波
,

并无原则的区别
,

这是因为弹塑性介

质的加载与卸载服从不同的本构关系
,

以及物体各点将在不同时刻
,

不同应力与应变状

态下开始卸载
。

以一维杆中波的传播为例
,

在加载过程
,

杆中某一质点 处的应变从
。

时刻开始逐渐增加
,

达某一最大值
,

在卸载开始后某一时刻 才开始减小
,

其减小规律 除

随 。 的曲线型式而变外
,

还与杆端冲击压力的特征有关
。

这样 ,

对于给定 的
,

便存在一个表示该质点开始卸载的 时刻
。

于是
,

在
一

平面上便可给出一条曲线
,

它

一 一



的一侧是加载区
,

另一侧是卸载区
。

这条曲线称为加载区与卸载区的边界
,

简称为加载

卸载边界
,

也称为卸载波
,

记作 二 或甲
, 。

卸载波的存在与唯一性已在某些假

定的前提下得到了证明「 〕
。

自 年 首先研究了弹塑性线性强化材料的杆中应力波的传播问题

以后
,

在第二次世界大战期间
,

对弹塑性加载波和卸载波的研究有较大的发展
,

, 工 和 二 。 等在弹塑性加载波和卸载波的早期工作中

都做出了贡献
,

详见文献〔一 〕
。

目前卸载波的研究仍是重要的课题
。

直接确定卸载波

在数学上是有困难的
。

因为
,

如想求得卸载开始时的最大应力与最大应变
,

必须确定加

载区与卸载区的解
,

而加载卸载边界义必须由应力与速度连续越过此边界的条件来求
。

求加载卸载边界的曲线形式的问题
,

属于寻求同时在加载区与卸载区满足初始条件与边

界条件的解的问题
。

对于一维问题
,

可有解析法
、

图解解析法和渐近法等
,

详 见 〔 〕
。

弹塑性波的传播问题一般归结为求解拟线性一阶双曲型偏微分方程组的边值问题
,

因而特征线法是十分有效的
。

函数
, ,

⋯ ,

的一阶偏微分方程组的一般形式为

五〔 〕二 乙 , , 二 右 , 、 , 声二
, ,

⋯ ,

此处系数
, ,

为
, , 几,的函数

,

及
, , ,

⋯ , 。

若方程组 对 。
’, 、

在
。 , 才。 点可解

,

则当且仅当矩阵 〔 , 门 在
。 , 。

点为非

奇异阵时才有可能
。

若 为奇异阵
,

则 。
为在

。 , 。
点处的特征线

。

由特征线理论

不难求解各种边值问题
。

弹塑性状态的复合应力波出现了一些特殊情况
。

例如拉扭波在薄管中的传播问题
,

·

此时控制方程可写为

其中

, , ,

。 , , , 下

汽︺。厂
。

⋯。
、 林 ’下

·

一

一

一

厂匕

一一

附
尸 厂

飞
’ 在弹性阶段

〔 、 万 〕〔 日 一 〕
,

在塑性阶段

一 一



了万
,

当用 条件时

当用 。 条件时

‘ 为纯剪屈服应力
。

相应于方程 的特征速度由

产、

一一
八口

日为塑性阶段变形模量的特征系数
,

下式确定

’ ’ 一

的根为
’

叮 士〔 一 ’ ’下 ’ ’

〕

此处 林 协 ’ ’ ’

林 ’

上式 取正号的波速
,

称为快塑性波速
,

心 化为
。

甲耳万
, ,

化为 件 卫 ,

纵波和塑性横波
,

其值与口和 有关
,

且有

招

取负号的 称为慢塑性波速
。

当 二 时
,

这就是说
,

传播速度
,

和 分为相应于塑性

, ‘

初始屈服面对波的传播特征影响很大
,

加载路径对特征线网的变化也有影响
。

如图

所给出的三种不同的加载路径
,

它们分别 为 ① ‘ ” ” ② ” 护 。 ③ 。”

一 ”“
。

图中实线为初始屈服面
,

虚线为继生加载面
。

对于第一种加载 路 径
,

显 然

公公
一一

首先有弹性纵波传播
,

波速为
。 ,

相继作用剪应力
,

故有横波传播
,

波速为
,

超出初始屈服面以 后
,

剪应力增加较快
,

出现塑性慢波
,

波速为
。

第三种

加载路径为加正应力至屈服后又卸载至 再加剪力

至屈服
,

这个过程都是弹性波传播
,
以后则有 塑 性

快波和塑性慢波
。

从以上几种情况不难看出
,

在一般

加载条件下
,

纵波与横波总是藕合的
。

可见
,

复合应

力波传播问题与一维波的传播有很大的区别
。

这类问

题曾由 了二二 。 , ,

, 双 , , ,

, ,

汛 各
,

等研究过
。

当给定外力减小时
,

系统的各点就将在不同的时刻开始卸载
,

卸载波波 速
。

服 从

健
·

蕊 或
, ·

簇

当
。

在 与 之间时
,

有慢卸载波传播
,

反之
, 。

在已 与
。
之间时

,

则有快卸载波传

播
。

利用穿过波前时的速度连续性条件
,

不难确定
。

之值
。

如令过波前时有

〔 〕 一 ,

〔下 〕二 下 。
一 了

则可得

〔牛〕 子 一

〔子〕 三协 一
一 ’

对于卸载波
,

上式 给出了跳跃矢量倾角的正切
。

一 一
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大小
。

图 中给出了快卸载波和慢卸载彼所在的区域
。

护“
。

劣劣

过 , ,

点的水平线表征应力 的变化
,

产生
的波速为

。 ,

竖线表征 下的变化
,

相应的波速为
。

描述
,

的线段与〔占〕
,

方向重合
,

从而可确定两个卸载

波所在区域 如图 所示
。 ,

等人研究

了卸载波小
,

的确定〔 〕
。

慢卸载波区

『 叽 粘塑性波

和 用铜丝冲拉试验研究 塑

性波沿铜丝的传播
。

实验结果表明 、塑性波波速与理论

计算结果相一致
。

但波前应变分布却与理论分析结果

相差较大
。

出现这种情况的原因不仅是卸载波的影响
,

主要的是由于本构关系对加载速度

的敏感性
,

即所谓应变率效应所致
。

固体材料在高速变形条件下的应变率效应问题已被

不少实验所证实
。

因而
,

在波的传播理论中如何计入应变率效应
,

便是一个重要的研究

课题
。

考虑材料在高应变率条件下的本构关系
,

有各种不同的途径和不同的模型
。

如较早的

粘塑性模型和过应力模型
,

以及拟线性模型等
。

’

粘塑性波是指在粘塑性介质中传播的波
。

由于常用粘塑性介质模型来描述应变率敏
感材料的本构关系

,

所以对粘塑性波的研究也就意味着对在应变率敏感 的弹塑性材料中

传播的 应力波的研究
。

曲 和 首先给出了粘塑性模型的本构关系

。 一 〔 一 、 甲
’

‘ 〕 ,

其中欲 和 分别为塑性应变率张量和应力偏量
, ‘ 和 分别为纯剪屈服极限和粘性系

数
。

年 对方程 进行了研究并推广到一般形式

二 卜 生 〔 一 〕 乙 丫 。 。

当 簇 时

当 时
此处 中 厂

,

飞
,

为材料常数
, 中 尸 由材料动力实验得到

,

且为尸的单调非负的增函数
,

而 为静态肛
载函数

,

它仅与应力状态
、

塑性应变及强化特性有关
,

即

, 。 , ,

〔
, 。 ‘ 〕一

为强化参量
。

关系式 表达了应变率效应的存在
,

但没有反映材料普遍存在的瞬时塑性性质
。

提出了以下拟线性本构关系

。 己 二 中 , 。 己 己 甲
, 。

函数中和甲满足



甲 中 己。二 中己甲 己。 甲 己

进一步分析可以看出
,

显然依赖于时间的函数甲
, 。 将是材料非瞬态塑性反应的度量

。

而函数 。
,

则是材料对应力增加的瞬态塑性反应的度量
。

前者表示粘塑性应变的非

瞬态部分
,

它不依赖于应力的增加
,

而依赖于应力本身 后者则是塑性应变的瞬态部分
,

它与应力的增加成比例
。

若材料的动力塑性反应确有瞬态与非瞬态两部分
,
则塑性应变

可以波的形式传播 若只有非瞬态部分
,

则塑性应变就不可能以波的形式传播
。

对于刚

塑性材料
,

塑性反应仅是非瞬态的
,

则应力与质点速度就应只能以扩散的形式传开
。

我们把 写得更完备一些
,

有

。 日 已 己 中 , 。 己 甲 , 。

、

厂
甲 、。 ’ ￡ , 一 飞

、 。 〔 一 。 〕,

,

若 厂 。 及 。全 。
,

若 三 。 及 。 。 ,

其中 二 。 是应力应变平面上的弹塑性边界
,

即 。 。 时响应是塑性的
,

了 。 时

是弹性的
,

在这条曲线以上有动力松弛 在此曲线以下则没有
。

所以称 二 了 。 为动力

松弛边界 图 中的 曲线
。

一般地
,

它并不与准静态应力应变曲线重合
。

宁 魂参塑

呀

一卫上
一味规娜

曾根据 的试验结果
,

建议了动力

松弛边界的表达式
,

并于 年证明了 它

的存在性
。

沿 线甲
,

在它的附近只有

弹性波传播
。

实用上
,

往往把静态应力应变

曲线 了的 近似地取做动力松弛边界
,

二

今

, 乙 , ⋯ ’

为 的非线性函数
。

者不加区别
。

弹粘塑性介质中的波的传播问题
,

并不

带来什么更多的数学上的困难
。

引进粘性效

应以后
,

在粘塑性区的问题将化为求解半线

性偏微分方程 组 的问题
。

此时 中的

但 不影响波速
,

所以
,

粘塑性波速与弹性波速

相等
。 、 江、 二 给出了这一问题的封闭解

。

粘塑性体中传播时
,

控制方程为双曲型一阶半线性方程
〔 〕

’ , ’ , , , ,

其 卜

例如
,

波在平面应变条件下的弹

一

几,广厂、

一一

厂 认

】
口

产 胜
二 、

“

⋯
】

又 下 一

一 一

一 一

一

一 一
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‘

一

“ 一 ’ 一

一 , 盆 一

’ 一 一

舍

八”︺八︸八

厂义

一
‘

尸一

一

一

⋯⋯
呱一 一

一

八八”一

一

八”八八“︸

一

’

为对称的正定矩阵
, ’

和
’

均为对称阵
,

丫 中 尸 材万 矛
, 当

、

雪入时, 当材 落杖时

〔 拼 协 〕 , “

乡
二 ,

圣
, 二 一 ,

委
, 二 二 ,

登
, , 受

, 、分别为应力偏量的第二个不变量和剪切屈服极限
。

设甲 甲
, ,

妇 。。 为特征曲面
,

则特征矩阵的行列式等于零
,

等价于

〔甲
,

节一 甲
, 圣 甲 ,

爹 〕〔甲月 一 ’ “ 甲 ,

飞一 印
,

号 〕印
, ,

上式方括弧里的两项描述了纵波与横波的传播
,

其波速为士 和 士
。

实际上
,

, , “ 一 圣以
, 二 “ , , “ 〕

为一曲面波动方程
,

其传播速度为士 。 , ,

与纵波速度相同 而
甲 , 一 里〔甲

, 二 甲 , , “ 〕

则以横波波速 传播
。

如前所述粘塑性波以弹性波速传播
。

这是因为 中的非 线 性

项没有进到特征曲面的分析中来的缘故
。

如所周知
,

特征线法对于空间问题是难以直接应用的
,

因而发展了其他数值方法
。

,

用差分法解了这一问题
, ,

用有限元法解了类

似 的弹性问题
。

和 以及 和 等的实验结果完全支持

用粘塑性本构关系计算的结果
。

五
、

非线性弥散波

固体中的非线性弥散波是一个极为引人注意的课题
。

产生波的弥散的原因有几何的

和物理的两方面
,

即由于物体几何尺寸的约束引起的几何弥散和由于波与介质分子松弛

过程的相互作用
。

惯性效应以及介质的正常非均匀性等引起的物理弥散两种类型
。

弥散

一 一



现象的主要特征是相速度随波长 或频率 而变化
。

频率 。 与波数 的相互关系 式
, 、

, 二 ,

称为弥散关系式
。

例如对于 方程
, , · , 一

的弥散关系式为
。 , 二 一 。 一 “ 二

或 二 。 一 “ ‘

在色散介质中传播的非线性波的典型例子是孤波
。

这种孤波是由于非线性引起的波

形变异以致陡化 如图 和弥散效应平衡而形成的脉冲状的波
。

这种波首先由

于 年在研究浅水波时发现
,

和 相继求得了孤波

的近似解
,

和 做了深入的研究
。

非线性弥散波的研究与孤波和椭圆余弦波的发现分不开
。

固体中的这类非线性波的

研究结果为数不多
,

主要困难在于弥散介质本构方程的建立及由此带来的求解非线性偏

微分方程 组 的数学上的困难
。

目前只有少量简单问题的解
。

例如在非均匀材料的直杆

中的非线性弥散波
,

圆管中的非线性波等
,

详见〔
, 〕

。

几何弥散与介质的性质有密切关系
。

例如
,

对于理想弹性杆中的一维应力波
,

认为

杆截面在波通过前后都保持平面
,

如果满足这一假定
,

要求有 。 ‘ ,

此处 为圆杆

截面半径
, 。 二 ‘ ’ 。

对于弹塑性波则有 。。

“
,

对于大多数金属大致有
。 二 “ ‘一

“ “ ,

即相差 一 个数量级
。

可见弹塑性波的几何弥散要重要得多
。

下面以非线性弹性地基上长梁中横梁的波传播问题为例说明非线性弥散波的特征
。

梁的波动方程为
‘附 。 万 。 评 。万

,

此处
, ,

分别为弹性模量
,

梁截面面积和惯性矩
,

为梁单位长度的密度
, 。

为弹性地

签系数
。

引进特征挠度平
。 ,

取无量纲的量则 化为

班 班 。
, 二 二 尤〔 , 石 〕 ‘ ,

脚 己 留 己 。“ “

其中。 附 。
, 〔为小量

,

及
,

当 时
一 ,

当 时

夕
、仁

一一

方程 可用多重尺度法化为以复函数 振幅 表示的 非线性抛物型

偏微分方程〔 〕
‘ 己 , 。 ‘ 〔“ 一 “ ,

云二

此处
, ‘ 二 , “ “ 少 “

尤二
, 尤羞

,

二
,

毛 〔日尤二
, 犬羞

,

二
,

盖 〕

二 〔
, 。 ,

至二 。
,

盆二 。

,

日分别为振幅与相位
。

方程 给出了波包沿梁长度方向的传播
。

由于不同的弥散关系都可以在
‘ 和

中反映出来
,

所以方程 实际上描述了任意弥散介质中波包传播的规律
。
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分析了当波有固定的单一波数和单一频率这样两种特殊情况以后
,

可以得出非线性

效应将产生频率和波数的变动
,
即波数固定时

,

得出
。 二 。 。 一 示, 氏 。

石 二 。 。 。 。。 一 , “ “

而频率固定时得出
二 。

耘 一 。 日
。 〔

万 无一 。’。若
一 。“

若把
‘

写成
, , 〔日

,

〕并代入
,

再将实部与虚部分开
,

‘

则可得两个关于
,

日的联立偏微分方程组

日是 己尾

、、夕

甘
一一十

日

己毛

尾

个 砚 一夕丁一 ,

己弓

、一、。一。

其中 一 。 , , 丫 ,’ , 、一

令
〔 ‘。。“ ,

一 ’

一

方程 有周期解和孤波解
。

设解为
, 邑一

日二 一 若 日、 邑一 下

二 。
,

为常数
,

则可得孤波解为 ‘ 〔 毛一
,

〕及
二 仁 一 一 七, 。 芦〔 毛一

,

〕

其中 、 寸 屯 一 乙
·

,

〔认 一 屯, 争 一 仁 〕“

二

甲下 场 七二 “

及七
,
七满足梦“ 二 亡一 屯 仁一 认 乙一 仁。

。

为椭圆余弦波或孤波 图
,

这是一种凹陷的孤波
。

如前所述
,

孤波是非线性效应

产 份烤
一

莎参
和弥散效应间的平衡

,

前者由于波速随振幅

的增加而增加
,

因而使波阵面陡化
,

后者则

使波阵面平缓
。

孤波相互作用后
,

形态和速

度都保持不变
,

这是它的明显特点
。

固体中孤波问题研究成果不多
, 其各种

类型的相互作用和反射以及稳定性等问题都

比不上象流体中孤波问题的研究〔 〕
。

非线性波的数学方法存在着许多困难
。

目前还只有几种典型的非线性偏微分方程可
】

以采用变换法求得精确解
。

例如用
一 。 变换可求得 。 方程的解

。

变

换
,

变换可求得 方程和
一

方程的精确解等
,

采用摄动法
,

变分法可求得近似解
。

详见〔 一 〕
。

应当指出
,

电子计算机广泛用于力学领域的各个

方面以后
,

增强了应用数学的手段
。

波传播问题的特征线法〔 〕
,

摄动法〔 〕等
,

可以

一 一



有效地用电子计算机进行分析
。

以上概述了固体中非线性波的一些简单情况
。

由此可以看出
,

研究非线性波就发现

了一些在线性理论中不可能发生的现象
。

固体中波的现象是一个复杂的客观现实
,

人们

还会继续发现各种异常的波
,

各种藕合效应产生的异常波
。

特另是应力波在各工程技术

领域内的应用将促进非线性应力波研究的发展
。
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