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非线性气体波动问题的一些难点

非京大学数学研究所 黄 敦

一
、

两类题 目 数值模拟与数值试验

用有限差分法来进行数值计算的气体非线性波的题目可分两类
。

第一类是用 于模拟

重大科技项 目提出的复杂现象
,

诸如 激波绕射〔一 〕
、

超临界翼周围的流场
、

超音速

射流遇固壁后发生的 由激波
、

膨胀波
、

切 向间断
、

自由表面等组成的复杂波系 ⋯ ⋯ ,

题

目多种多样不胜枚举
。

这类题 目不用数值方法就难于求得定量的结果
,

而数值方法也很

不简单
。

第二类是与研究计算方法有关的
、

具有准确分析解的典型题 目 ,

例如等速定常

激波
、

黎曼初值问题 〔
, ,

〕
。

定常激波遇固壁后的正反射〔 〕
、

无粘的 盯 方程等

等
。

第二类题 目比第一类题目简单得多
,

因而找到了非线性方程的准确的或高精度的分

析解
,

但用数值方法来做也并不十分易行
,

仍然要遇到非线性的困难和未知函数多的困

难
。

在提出新的计算非线性波的数值方法时
,

为分析考察新的方法
,

总要用第二类的典

型问题来试算
,

即所谓 “ 数值试验 ” 。

这类题 目一直是计算方法的 良好的 检 验 关 卡
。

很多新的方法或格式的重大的 当然不是全部的 特点如稳定性条件
、

弥散
、

耗散
、

过

跳
、

不足
、

嫡迹
、

激波过渡层等或者是格式的弱点正可以与标准答案相比
,

进行仔细观

察
、

分析
,

从而可找到改进的方 向及思路
。

二
、

间断的处理

以上两类题 目的一个共同困难就是对激波 冲击波
、

接触间断
、

弱间断 函数本身

连续
、

但导数有间断 的处理
。

上述第一类课题中究竟有几个间断
,

间断又如何传播并

相互作用
,

间断发生于何时
、

何处都不易直接从初值
、

边界条件中一下子判明
。

这是非

线性双曲型方程组的特点之一
。

这是因为即使初值函数充分光滑
,

一般来说经过一段时

间仍可能产生强间断 〔一 〕
。

,

如澡将方程组线性化
,

这些特点也就大为失真了
。

如果间断面为数不多
,

那么在一维不定常问题中可以用特征线法 〔
,

〕
、

激波装配

法时〕
、

分离奇性法 〔 〕等对每个强间断单独予以处理
。

计算结果较准
、

也省机时
。

针对复杂的多个间断的题目 年 为简化计算提出人工粘性 的概

念
。

年 提出非线性双 曲型方程组弱解的概念和 守 恒 形 式
。 二 、中 江

与 。 等 提出 带 有 格 式粘性的方法 也就是差分格式的截断误差项本身就起 着

人工粘性的作用 自从熟进这些慨念以后
,

近 年来出现了多种有限差分格式
,

用得

很广
。

这类格式并不把间断看作边界
,

不写
、

不利用间断上的条件
,

而是将微分方程的

解出现间断的那些网格与解保持连续的那些大量网格的计算统一起来
,

作法基本一样
,

所以很多人称之为 “ 穿行法
” 。

这样做与细致处理间断的方法相比 , 在程序中少了很多
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, ·

厂

判断 , 也不必分门别类地
、

细致地处理很多个不同的间断面
,

因此计算程序的结构大为

简化
。

这样作的优点是明显的 排程序较省时
一

间
,

出错的可能减少 , 调程序也快
。

这样

做的代价是网格要分得多些
,

较费机器计算时间
,

并且人工粘性或格式粘性会引起数值

解的准确度问题‘ 不够深入理解这类做法的人有可能难于很正确地解释和使用数值解的

结果
·

不是过高地估计计算准确度
, 就是

·

低估数值解的用处
。

为弄清这些问题要靠 “数
值分析 ,, 与 呱值试验 , ,

,

两者相辅相成
。

‘ , ‘ 一

“
三

、
·

其他难点
’ , ’

一 如果空间自变量多于一个
,

那么运动画案与一维不定常问题相比就有定性的改

变
。

二维不定常气体运动中在速度梯度很大的地方如边界层
、

接触间断等处气体的粘性

会起显著的效应
,

它可能引起湍流或不附壁的脱体流动或出现切向间断的卷曲
。

马赫波
三叉波 后有切 向间断

,
‘

这类现象就不易描述好
。

· ‘ ’

一

二空间 自变量是从一个增加到两个
,

’

第二个空间方向总得分足够多个网格
,

再加

上要处理新的性质不同的流动现象
,

存储的数据会增加几十倍甚至更多
。

机 器 存 贮 量
小了就算不了

。

我国很多计算机的存贮量常常客观上限制宇模拟不少重要但较复杂的现

象
。

在有较好机器的条件下
,

有人为算一个波动现象
,

把巴掌大小的一个空间区域分成

七千多个网格
。

有的题 目要用二十万个网格
。 ,

这对计算机的容量与计算时间是一个很大
的挑战

。
,

一
洲 卜

‘

边界形状的复杂
。

边界形状对整个流动常常影响
一

甚大‘ 从力学实验作实际观察
可以知道截面圆形的金属丝在气流中受到的阻力可以与比它截面大上百倍的流线型物体

鳖称拼兼 ⋯撰麟
指南性的结论〔 〕

。
卜 · ‘

仁 沁
‘ 一 ‘

二一
,

混合型 ’题
。

某些带激波的气体力学题 目中
‘

在计算区中的一部分 其边界亦

方程组呈椭圆型
,

而在另一区中则呈双曲型
,

这也使计算更为困难
。

年数学

当 时 间 充 分

任、产

求待

家彼得罗夫斯基就建议化成带时间的双 曲型方程组的问题来做这类课题
。

大
,

运动状态基本不再随时间变更时的解就作为混合型问题的 解
。 ‘ 。及

年首先实现了这种做法
。

这类做法近年用得很广
,

叫作时间稳定法 或别的名 称 尚

未有统一的中文名称 这个思路也有些象用热传导方程求时间极大增长以后的渐 近 状
态

,

最终就得到拉普拉斯方程的解
。

·

“
一

⋯
这样做多引进了时间 自变量

,

但边界条件及数学问题更易提
,

存贮的数据常常可以

减少
。

用性能好的计算机做跨音速的钝头翼栅问题或是火箭尾端出来的射流遇地面后形

成的复杂波系都是早 已切实可行的了〔 〕
。

· , ’ ’

一
’

新的化学或物瑰的因素
。 、

力学 中
·

“ 抓主要舍次要 ” 一直是重要的不可避免的方
法

。 。一‘阵代辛验进步 , 发现爆轰波阵面是复杂的不定常的波乳
’

‘” 年 “ ’‘“
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关于燃烧的专著提出了不少数学问题以待解决〔 〕
。

及 的两篇

文章〔 〕中提出了可行的新路子 以便用双 曲型的数学模型处理包括爆轰及爆燃 日

等 化学变化与高速气流两种效应都很重要的现象
。

这里有两重以上的困 难
。

一方面是化学反应的时间尺度与气流的时间尺度不同
。

如果很仔细计及化学反应
,

那么

用这样的 时间尺度来算流动状况就会太费时间及计算经费
。

另一方面爆燃与爆轰速度也

差多倍
。

〔 〕的思路甚为新颖
。

为此 年春
·

组织了 “燃烧理论
”

讨论班
。

其 讲
,

印成 页篇幅的讲义 〔 〕
。

印 〕中的方法属于穿行法
,

但既不带人工粘性
,

也

不带格式粘性
,

导数也不用差商代替
。

所以与传统的穿行法很不同
。

这个算法主要是将

的关于双 曲型非线性方程组初值问题存在性问题的证明 〔 〕中的
咨

恩路予以推广

改变
。

改变之一是冲破 证明中对初值的苛刻限制
。

改变之二是把每个网格都要

做的基本步骤
,

即黎曼初值问题
,

加以推广 推广到可以计及化学反应
。

这两个改变都

很重要
,

由于计 算时要用到随机数列来选取函数值
,

这种方法就起名为 “ 随机选取法 ”

或
一

方法
。

年一篇总结性文章〔 〕中它

受 到突出的推荐
,

被誉为理论研究前缘的典型例子
。

关于随机选取法近两年有不少论述

与发展
,

例如 〔 一 〕
。

·

最近收到的研究报告〔 〕成功地模拟了火焰到爆轰的转变
。

四
、

分步法

为克服多维的难点及计及传热
、

粘性
、

化学反应等等效应可采用分步法
·

。 “ “ ,

即将一个微分算子折成若干个只含一两个 自变量的简单得多的

算子
。

要折得 合适
,

使总起来仍能使原始的方程得到正确的而不是歪曲的答案 , 分步法

是发展了 多年的一种方法〔 一 〕
。

分步法有很多好处 如 ①总体的问题作差分格式

稳定性分析甚为困难
。

如不作稳定性分析则计算就缺少根据
,

有盲目性
。

如果恰当地分

成几步而又 如果每一步都稳定
,

则总起来也稳定
,

亦即某种范数不增长
。

所以稳定性条

件较易推出
。

②程序可以由若千个 “程序包 ” 组成
。

这样当发现应该修改程序中的一个
组成部分的 时候 不必大动整个程序

。

这对细致的费工的编程序
、

改程序及调程序都是

方便的 既 省工
、

又省时间与经费
。

五
、

关于数学基础

关于气体非线性波的数值计算
,

早在电子计算机出现以前就有数学家从事其奠基工

作
。

大量的计算提出不少新经验
、

新问题
。 、

数值计算的理论也在发展
。

有很多较好的专

著如 〔
, , , ,

’

,

一 〕
。

但是也要看到气体非线性波动的偏微方程组中的方程的

个数多 ,

非线性项甚多
,

边界条件还引起不少难点
。

理论虽多但离开实际需要还常有距

离
。

遇到新的现象
、

新的运动图案
、

新的题 目 , 常感 已经有的理论不够用
,

随之而提出

很多待探索的
、

难度不小的问题
。

发展至今
,

在处理非线性气体波动问题时
,

仍然是一

把钥匙开一把锁
。

正如一块多种色采的玉石交给能工巧匠
,

他还得作创造性的安排才能

雕刻成艺术珍品
。

线性弹性力学问题 年前就有通用程序
,

一个个大型通用程序不断出现
。

对于非线

性气体波动问题
,

费很大力量编出的程序常常只能做有限的一小批题 目
。

离开编制通用

程序的 日 期似 尚甚远
。
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,

非线性气体波动问题不断向数学家提出问题
,

一

数学家从气体功学的典型解中得到很
多营养与启发扩几十年来第一流的颧李家们都非常关心气体力学非线性问题

,
以致不少

国家学月应用数学的研究生多半都要上流体力学的课程
。

六
、

自模拟解作为典型检验题 目的不足

很多用 于数值试验的典型题 目如 〔一 〕中的题 目有一个共同的特点就是题 目中没有

特征长度
、

特征时间橄 根据量纲分析的理论就可以证明激波等各种波都只会 以 等 速 传

播
,

波前与波后一个区域 内气流的运动学及热力学参量都没有梯度
。

这些自模拟问题是

公认的好的考验方法的题 目
。

它们也有不足之处
。

突出的一点是用它们检验穿行法对于

激波或接触间断的计算
。

如果出现计算误差 二阶或三阶〔 〕格式出现有如孤立波类型
,

的抖动 则这些误差向左
、

向右传得不远就役有影响 了
。

这样关于方法的有些特点或缺

点就发现不出来
。

原因在于间断前后没有梯度的区域数据会反过来使计算误差减小
。

实
际问题 中一般并不这样

。

因此误差会不全一样
。

一
此外有第二方面 既然这类题 目没有特征长哪 空间步长对计算结果准确度的影响

就显不出来
。

、

一
’ ·‘

“
这两方面都是将平面 自模拟解作为典型问题用来检验新出现的方法时的不足之处

。

为了考察
、

检验各计算气体非线性波的方法
,

一

作者提出了带激 波传播的 高 准 确 度

三位或四位有效数字 的分析解〔 〕。

这个解相 当于平面强爆炸波遇固壁的不定常正

反射
。

这个题 目中有特征长度
、

特征时间 , 因此激波以变速传播
,

一

波前
、

波后的压力
、

密度尤其是质点速度都显著地随空间变量而改变
。

因此数值解出现的现象与自模拟题 目

中出现的很有差别
。

用这个典型题 目我们检验
、

一

考察了 。 。 ” 格式
、

随机选取法
、

随机选取差分法
、

方法
、 。 二 。。 方法

、

分离奇性 法
、 。 。 方 法

、

一

方法及该法加上 与 新近提出的人工压缩法〔 , ,

一 〕,

总的说来激波附近的数值解的情况与 〔 , 〕所说的不太相同
。

例 如 对 方 法

作线性化以后的稳定性分析所得到的稳定性条件 见 〔 〕 不完全满足的情况下
,

有的

例子 中
,

数值解的误差增长很快导致数据溢出
,

有的例子 中数值解的误差是波长很短振

幅总也不太增长的摆动
,

这种摆动很像一串孤立波〔 〕
。

「

这个典型题 目还有固壁处的边

界条件
。

在固壁附近的低速区
,

有的数值方法结果好
,

有的则不够好 密度
、

嫡和温度

的误差显著
,

然而压力却还不错
。

改进的方法也各不相同
。

例如 方 法 要 求在小

速度区多加些人工粘性
,

相反 方法则应全然扣除粘性
。

这些改进的 办 法 既有

数值试验也有数值分析予以支持〔
, 〕

。

笔者以为很值得做些另外的有分析解的典型
题 目

,
·

用以
一

检查非线性气体波动的数值计算方法 。
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