
应用数学的一些最新进展
’

。 。

应用数学在最近几年得到的进展可以从两个不同的角度来讨论
, 一是开辟了新的应

用领域 二是应用数学分析方法本身也在不断发展
。

这里 , 重点打算讲述第二个问题
。

让我们追述到 年左右的情况
。

年以来 , 正是计算机发明和广泛应用 , 应用数学

本身也获得极迅速发展的时期
, 换言之夕 高敖率计算机在应用数学发展的进程中夕 起了

巨大的促进作用
。

首先 , 许多古老的数学问题在没有使用计算机以前是很难求解的 , 然

而在今天
,

求解这些问题已变成家常便饭了
。

例如
,

在美国
,

自 发明了软件包

以后 , 常微分方程的积分求解变得十分容易了
。

当你要求解任意幂次的变系数线性常微

分方程时 , 你可以应用这种软件
,

把方程的幂次
、

方程的系数
、

初始定解条件以及所要

求的计算精度输入计算机
, 它可以自动决定计算的步长和给出满 意 的 解 答

。

乍 看 起

来 , 似 乎 不 必再为求解常微分方程问题费神了
。

然而 , 计算机在用于求解常微分方程

时 , 仍然会遇到十分困难的
‘

青形
。

如求解刚度方程
, 当它有两个数值相差非常大的本征

值时 , 即一个取值很大
, 另一个取值很小时

,

在计算中 , 必须把步长取得非常非常小 ,

而目前再高速的计算机
一

也难办到这一点
。

这样
, 应用数学在计算刚度矩阵的本征值问题

时
,

仍然有许多研究工作要作
。

最近二
、

三年来
, , “ 和 “ ““等 人

在发展各种渐近方法计算刚度矩阵的本征值问题时 ,

做了许多工作
。

另一个问题是计算

逆矩阵问题
。

当矩阵的秩非常大 , 或包含很多零元时 , 需要发展相应的数学方法来计算

逆矩阵
。

事实上
, 虽然有 了 计 算机 , 如果相应的数学方法得不到发展

,

有些问题 , 如

大数目的偏微分方程组的积分问题 含有上千个变量的线性规划 问 题 含有 一

步迭代过程的数值计算问题
, 仍然不能求解

。

随着应用数学的发展 , 数值分析方法也有了很大的进展
。

有限元分析就是一个很好

的例子
。

这种方法首先是在求解弹性力学问题中发展起来的
夕 后来被广泛地应用于其他

的领域
。

关于有限元分析方法的数学结果
, 在中国 , 首先是由在座的冯康教授得到的

。

在当时 , 冯康的结果在美国还不被人所知
。

比冯康教授晚一点夕 在美国也有人做类似的

工作
。

有限元方法首先依赖于把有关的边值问题化为相应的变分问题
,

然后选择适当的试

验函数并把它们代入变分问题 , 最后导致线性代数方程组以决定试验函数中包含的待定

系数
。

除有限元法外
,

还有两个重要的方法值得介绍一下
。

一是随机参数选择法
,

二是分

裂步长法 , 现说明如下
。

美国国家科学院院士
、

著名应用数学家 少 教授 , 应邀子 年 月 日至 月 日在中国科学院力

学研究所进行了为期二周的学术交流
。

共作七 次讲演
。

这是最后一讲
,

题为 “
卜

色 人

,
。
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随机参数方法 随机参数法是近几年发展起来的一个很经典的方法
。

值得说明
,

被

研究的方程本身不含有任意的随机参数
。

但在对方程进行数值分析时
,

有时要引进一些随

机元素
。

例如
,
在多重积分的数值计算中 , 通常的做法是把被积区间分割成很多格点

,

然后计算被积函数在这些格点上的值
,
并把它们相加起来便可得到积分的数值

。

如果在

维空间中计算积分而且仅在每个方向上选取二个格点
, 就必须进行 ‘ 。。 。

次计算
。

显然 , 即使是非常快速的计算机
, 也很难进行这样的计算

。

为了使高维积分的 计 算 成

为可能 , 我们要应用随机参数法
, 即假定积分的网格点是随机而不是均匀地选取的 , 然

后把被积函数在这些随机选取的格点上的值加起来 , 便可得到该积分的近似值
。

当进行

这样的计算时
, 会发现 , 被积函数在一些随机选取的格点上

, 取值很大 , 而在另一些格

点上 , 取值很小
。

这时 , 必须对随机选取的格点适当进行改进 , 使选择的概率和函数值

的大小适当配合起来
。

当然 , 进行这样高维空间的积分计算
,
除了随机参数方法以外 ,

还有一些别的方法
。

如中国华罗庚教授
, 从数论的角度给出了计算多重积分的方法

, 这
,

种方法并不是随机地而是确定地选取积分网格点的
。

为了说明随机参数法在数值分析中的应用
, 我们再举两个例子来说明

。

用这

种方法计算了一维气体力学问题
。

如图 所示
,

假定密度
, 压力 和速度“沿 轴的初始 分 布

是随、变化的 , 这样把二区间分割成很多小段 ,

在每一小段中
,

计算 , 和 。的 平均值
。

这样
,

可以将初始条件逐段常数化了
。

利用 气 体 动

力学方程 , 在每一对相邻的小区域内 即两个

相邻的常态区内 可运用黎曼方法求解
,

得到的

是激波或稀疏波解
。

如果选取的时间步长 △ 足

够小 , 在每对相邻区域得到的解之间互不发生

干 扰 , 则可得到下一时刻 △矛的解
。

为了计

丫丫了
一

万万
图 一维气体动力学问题中随机参数法

算再后面时刻的解 需要在 轴上随机地放一些点子
, 然后把上述得到的解平均化 和 逐

段常数化 , 以便重复前面的步骤
。

已证明 , 如果时间步长缩小 , 而分割的点数增

加 , 则只有利用随机方法选择格点时
,

所得到的数值解才能够收敛于相应问题 的 精 确

解
。

的结果是在 数学所得到的
。

·

在 犷进一步 证 明 了 这

种方法是相当成功的
。

他用这种随机参数选择法研究了
一

方程

价
’ “ 一 △

其中 , 分别代表速度和压力
。

如果在流场中存在相互间隔的有一定强度的许多小涡
,

每个小涡对流场的运动都有贡献
,

把每个小涡对流场的解叠加起来可近似得到整个流场

的解
。

设第 个小涡以某种确定方式运动
。

在计算中取第 个小涡运动的 空 间步

长为 △别
,
它由下式给出

△州 二 △ 茗

寺

。

其 中 刃 。 表示除第 个涡本身以外所有其他小涡对流场的贡献
。

为了考虑局部区 域
今



由子对流作用产生的对解的影响
, 在空间步长八 中加上了一项随机步长 , 。

为了保 证

计算的收敛性 , , 的选择和某一适当的概率密度分布 函 数万 有 关
, 并 且 平 均 量

和时间步长成正比 ,

· ’

补 。
即有

△

这里 , 。是随机变量而万 。 是概率分布函数
。

这样 , 在 给 定时间步长和概率分布 条 件

下 , 方程就可以转化成热传导方程问题求解了 这里 , 随机步长的选取可能有很

多不同的方法 , 从而计算结果不尽相同
。

但当计算时间拉得足够长时
, 所得 结 果 乃 是

某种意义下的平均值 , 随机的因素可以自然地消除了
。

在计算中 , 我们必须考虑边界条

件
。

当小涡向外运动到达边界时 , 涡便随之消失了
。

在边界上为了满足速度为 零 的 条

件 , 必须引进剪切层和一些新的涡
。

已证明
, 采用这种随机选择步长的方 法 ,

当雷诺数很大 , 即粘性系数很小时
,

数值方法的收敛性很好
。

这结论恰好和别的方法相

反
。

同样 , 还用随机步长法求解了诸如燃烧
、

湍流扩散等其他各种工程实 际 问

题
。

虽然这种随机选择步长的方法颇有趣 , 但现在仍有人对它 持 怀 疑 态 度
。

最 近 ,

和 “ 给出了一些方法 , 企图改进 方法的收敛性
。

也有人把 方

法推广到三维情况中去
, 但计算是相当复杂的

。

分裂步长法 假若我们要求下列扩散方程的解

其中 和 是两个算子
。

为了利用分裂步长的方法求解该方程
,

我们把一个时间步长 △

分成两半 , 在半步长 △ 中 , 我们用给定的初始条件求解方程

然后把得到的解作为起始条件 , 在另一半时间步长 △ 中再数值求解方程

如此通过适当的方法迭代并循环下去 , 便可得到方程 的数值解
。

从物理角 度 来

考虑 , 这种分裂步长的方法也许是合理的
。

事实上 , 从方程 〔 可知 ,
存在着 两 种

不同的机制 和对控制 的时间变化率
。

上面描述的分裂步长法意味着 , 在半时间 步 长

里 , 机制 起作用
,

而在另一半时间步长里
,

机制 起作用
。

当计算时间不断增加 时
, 这

两种机制 和 也都同时在起作用了
。

用这种方法计算了大量的水下声波的传

播问题
。

证明了在某些特殊情况下 , 利用分裂步长方法给出的数值结果 的 收

敛性
。

另外 , 计算机科学和人工智能问题的研究也引起了应用数学家的广泛兴趣
。

近三十年来
, 渐近分析方法的发展是应用数学领域获得的另一个最重要的进展

。

为

了介绍这一方法 , 我们引进一个定义 若有二个数 和
, 它们都依赖于某一参 数 。

。

当
。 , 。

。时夕 一 、 , 则称 是 的渐近函数
。

当然 , 这个定义还不足以说明 函 数 和 的

密切程度
。

这里可能有两种情况
。

一是当
。

时
,

存在一个常数 使得



‘

我们就称 和 是同量级的
, 用

。 〔 。 〕

表示
。

但若当 。、。 。时 , 有

夕 ,
‘

则函数夕 。 比 小一个量级 , 用

夕 。 〔 。 〕

表示
。

符号大 和小 。分别由 和 于 年左右在数论分析中引 进 的
。

根

据这一定义 , 我们可以确定函数 。 对序列 。
”的幂次渐近展开

。

即当有
·

一

毛
·“ ” ‘ “ ,

时夕 我们称万
。 ”

为函数 。 的渐近展开 夕 写成

夕 。 刃 。刀

对给定 的序列护和函数 , 式 中 的 系数 是唯一确定的
。

函数 对序列 。
”
的渐近

展开式 是首先由 在 年引进的
。

同年
, 也引用了 这 一 概

念
。

现在
,

对渐近展开有了更为一般化的表达式
。

代替幂次序列 。
” ,

可引进任一度 规函

数序列中 。 作为渐近序列
, 它满足

劝 〔冲 。 〕

因此 , ”

和 。
” 。等都可以作为渐近序列

。

对序列中
。 。 而言 , 我们有渐近展开

夕 。 一匀
二小 。

同样 , 当函数 。 和渐近序列冲
。 。 给定后 , 渐近展开 中的系数 也是唯 一 确

定的
。

·

一般讲 ,

我们只要求到该渐近展开级数的前几项就够了
, 需要去研究当 时 ,

该渐近展开作为无穷级数的收敛性问题
。

因为这种收敛性的考虑对求解实际问题不起任

何作用
。

现在的目的 , 是如何利用渐近展开去求解实际问题
。

设某一函数 。 二 二 , 。 满

足方程

〔 , 夕 〕

设当 。奔 。
。时 。 。为某些奇点

,
通常取为零或无穷 该方程的解存在而且唯一

。

为 了求

解 , 我们首先必须找到适当的渐近序列劝
。 ￡ , 并把方程 的解作渐近

展开

戈 , “ 万 劝
。 。 。

利用方程 和适当的初始条件
夕
可以得到上述渐近展开中的系数价 川

。

由于渐近

星



序列势
、

有很多不同的选择方法
,

从而渐近展开 也不是唯一的
。

除了幂次渐近

序列 “ ”以外
,

我们还采用渐近序列 将函数在无穷远点处作渐近展开
。

一般正则摄

动方法中采用 “
”

作为渐近展开序列
。

而在射线理论的研究中夕 用
牡
作为渐近展 开序

列
。

由于展开式 中的系数 。
。

依赖于二
,

因此 , 对二而言 。
。 二 可能出现奇点

。

如在解空气动力学方程时
, 存在着一些状态变量变化十分陡峭的过渡区

。

如粘性和热传

导趋于零
, 则这个过渡带的厚度也趋于零 , 形成了强间断或激波

。

在光波传播中
,

如果

波动遇到障碍物体 , 则会出现一些阴影区
。

在阴影区内部
,

解为零
。

在阴影区的边界上
,

解的变化十分陡峭
。

同样还会存在一些焦散线和焦点
。

当光的波长趋于零时
, 光的强度

在这些区域趋于无穷
。

另外
,

在 年 提出的关于边界层的概念是众所周知的
、

在处理物体的绕流时
, 如果假定粘性系数为零 , 则流场的解就无法满足边界条件

。

由此

可知 , 渐近展开在边界层区域内出现了奇异性
。

及其后来者 ,
为了求解 像 边

界层这一类问 题
, 采用了两种不同类型的展开

, 就得了成功
。

在 年 由

美国数学协会组织的一次讲演会上说
, 在应用数学中

, 任何真正有效的数学方法 , 本质

上都是渐近展开
。

我们这里介绍一下双重尺度展开方法
。

如上所说 , 在研究边界层问题时 , 利用了两

种不同类型的渐近展开 外展开和内展开
。

外展开和通常的展开方法没有什么区别
。

内

展开又称为边界层展开 , 求解激波过渡带的问题可以应用内展开方法
。

在作内展开时 ,

需要引进新的自变量
, 称为伸长变量

。

伸长变量的选择和小参数 “有关
。

如果把内展 开

得到的解 称为内解 和外展开得 到 的解 称为外解 联结起来
, 便可得到整个 流 场的

解
。

但是怎样联结呢 最早采用补接方法
,

但这种方法有很大的

随意性
。

在 一 年间
, 广 在 数学所指出补接方法效果不 好

,

但

采用匹配方法
,

会收到更好的效果
。

关于匹配的想法
, 根源于这样的事实 存在一个区

域称为重叠区
, 在该区域 , 两种展开都很好地表示了问题的解

。

这样 , 在重叠区 , 匹配

条件可以写成

狱
,

令’
二

劣

。

默
‘

其 中 , 。

三’和 咨忿 分别表示内解和外解的零次摄动
。

采用匹配条件的渐近展开方法称

为配匹方法
,

现在已被很多人应用于计算各种问题了
。

在苏联夕 大约于 年左右有人

利用匹配展开方法 研 究一 些 问 题
。

在 年 后 , 通过 和 以 及

毯 从 和 。仕等人研究枯性流体中物体绕流问题
, 匹配渐近展开的方法获 得丫

广泛的应用
,

同时所谓 疑难也得到了满意的解答
。

他们发现
,

在计算低速 粘性 流

体对物体的绕流时 采用的是内展开夕 而 对同一问题求解时夕 用的是 外 展

开 , 得到的 是外解
。

这样
,

采用了匹配方法把 的内解和 的外解结合起来 ,

便可完整地得到整个间题的解
。

年
,

万 写了一本书 《流体力学中 的 摄 动方



法》
, 更加详细地讨论了匹配展开法

。

如果我们希望得到整个问题的一级有效渐近解
夕

通常需采用合成展开法
。

这时 ,
将一致有效渐近解表示成

。 。 一

其中
, , 。 表示重叠区的解

。

除了合成展开法可以求得一致有效渐近解外
, 还存在一些别的方法

, 但成功与否都

依赖于能否找到适当的渐近展开序列
。

这种方法有时称为直接方法
, 即直接得到一致有

效渐近解的方法
。

双时 尺 度 法
一

和双 空尺度 法
一

“ 均属此例
。

这时 , 一致有效渐近解可以写为
, 二 。 , “

其中 , 依赖于两个变量二和 。。 在 合成展开式 中 , 外解
二

依赖于 , 而 内

解“ 依赖于
, 它们同时又依赖于

。

因此 , 式 是 的一 个 特 殊 情

形
。

由于在 中内包含二个空间 或时间 尺度二和二 。
,

因此把这种方法称为双空尺

度法或双时尺度法
。

这种方法已被广泛应用来求解各种实际问题
, 这里不再一一赘述

。

现在
,

我们讨论应用数学中发展起来的另一个分析方法 由散射理论导致的新的变分

原理
。

首先举例说明
。

在量子力学中
, 描写粒子在有势场中运动的一维薛定愕方程是

〔 一 厂 〕 二

其中 是该粒子的初始能量 , 犷 二 表示势 能 分

布 , 如图 所 示
。

众 所周 知
,

对 方程

而言
,
存在有某些离散本征值 ” 。 二 , ,

⋯ , 它所对应的本征函数
。 。 幻是平 方 可

积函数 , 即满足 旦生一

义 戈 ”
, , ,

⋯

本征值 均取负数
,

而且有无穷多个
。

图 粒子在有势力踢中的一维运动

入射波
一
透射波 一反射波

但当 时 , 由于不存在束缚态 , 则 有

,

时

这

叻
。

如果入射波沿负二轴自左向右传播
, 一

和
一

分别表示波的透射系数和反射系数
。

此时 ,

求离散的本征值 的问题可用 方程来表示

一 矿 妞 , 二 一护 己

‘ ’ 人 尸

其中必 二 是试验函数
。

取上述泛函的最小值可以得到第一个本征值及其对应的 本 征 函

数
。

上面讨论的是本征值具有离散谱的情形
, 一百多年 来 , 直 到第 二 次 世 界 大 战



一 期间 , 当 。时
,

对于本征值具有连续谱的情形
, 还不知道怎样形 成

相应的变分原理
。

约在 年左右 , 当 在雷 达辐射实验室研究弹性波导时
,

才给出了本征值为连续谱时的相应变分原理
。

自
“ 以来的四十年 间

, 在 原 子

物 理 学 和弹性波导研究的领域内 , 利用这一变分原理进行了大量的计算工作
。

这一变

分原理
, 通常只能给出变分的驻值

。

已经证明 , 在某些特殊条件下 , 变分 原理

能够自然地给出关于变分的界
。

我们下面讨论一下关于这一原理的更一般的情形
。

设 是任一线性算子 , 我们要求待定向量函数 , 它满足方程
”

其中 也是一个给定的向量函数
。

一般讲
,

我们并不要求得到 的全部解而只要求得

到 的部分解
。

主要是要求找到 的解 。与任一已知向量去的内积
, 。

广

义的变分原理说明
,

这一内积 。 ,

恰好是某个泛函尸 苗, 劝 的驻 值 , 其中 , 泛函

由下式定义

必
,

功 功
, ,

功 一 功
,

劝

其中 , 为算子 的共扼算子 , 功是任意向量
。

叻由下式给出
十

劝二

利用共辘算子的性质

功
, 十

叻 必,
劝

很容易证明泛函 给出的驻值恰好为解 。与 的内积
。

事实上
, 在 中协二

, 而 且

考虑到 二 , 则有

功
,

劝 中
一 。 “ , 夕 ,

劝 一 ,

劝
二 , 夕 ,

功 一
,

势
,

夕 ,

劝 一 夕 ,

劝
,

在计算内积 。 ,

时 , 利用这个变分原理有很大的优越性
。

我们可以采用类 似 于

里兹法那样 的近似计算
, 即假定功和势的函数形式 , 这些函数中有些待定参数

,
把 它 们

代入变分
, 对 变 分 取极值

, 便可找到这些待定参数 满 足 的 方 程
。

原 来 在

的工作中曾取 二
, 而且设 是自伴算子

, 二
十 , 便可求得变分的 驻 值

极大值与极小值
。

上面的变分原理为一阶变分原理 , 即从变分式 对待 定 系

数取一阶导数
, 并令其为零

,

可以得到变分的驻值
, 同时给出变分的界

。

如果在变分中

不但要求一阶导数为零
, 而且要求二阶或更高阶导数也等于零

,

这样便可得到相应的所

谓超变分原理
。

上述变分原理
一

也可以扩展到当算子 为非线性的情况
, 形成了相应的 非

线性的变分原理
。

为了求解非线性波动问题
, 在应用数学领域内也发展了相应的其他分 析 方 法

, 如
“抛物 ” 方程方法 夕 复特征线方法

。

现在概述如下
。

“抛物 ” 方程法 这个方法在研究波的传播问题时是很有用的
。

例如 ,

对于非均匀

介质中波动传播问题 , 相应的三维归约化方程可以表示成

万不 左“ “ 二心

口了



对
·

应的边界条件是

〔

为某固定的边界
。

如果波是右行的
, 则可以把解表示成

“ 秃戈 口 , 夕 ,

其中 , , “ ,

表示波的幅度
。

将 代入 , 得到

二 萦九 〔” 一 〕

中解 被分解成两部分
。

第一部分是振荡的 , 由因子 、 诀 表示
。

另一部分是

慢变化的
, 由 。

, ,

来表示 , 在这种情况下 , 和一阶导数项 入相 比 , 尤 其 当掩比

较大时 , 可以略去二阶导致项
。

这样方程 可化为

￡ ,
, 、

‘ 产
, ,

寸
、 ,

、
‘

口 一 万万
、 “ 十 “ 少

一丁 贬
“ 一 、 了 少 一 上夕

口

在 中 , 只存在函数 对 , 的一阶导数 , 这样 , 在形式上 是一个抛 物 型 方

程
。

这样一来便可运用求解热传导问题的方法研究波传播的问题了
, 这就是 “抛物 ” 方

程方法的实质
。

在 年
, 和 首先应 用这种方法研究电磁波的传播问

题
。

年
,

在研究水下声波传播时
, 对上述方法作了修改 , 他采用下列形式

的解

二 ·

来代替
,

其中
。 是第一类 函数

。

表示在无限声场中 从声源发

出的波动
,

并且没有计及波的反射
。 , 和 利 用

这种方法研究了船舶波动问题 , 取得了较好的结果
。

当船舶向前运动时
夕 流场主要是在

一个方向运动
。

同样 , 也 应用这种方法研究了随机介质中的波动问

题
。

但直到 目前
, 没有能给出适当的理论对这种方法给出严格的数学证明

。

但用渐近展

开法及坐标拉伸方法处理曲线边界条件时 , 能够得到 “抛物 ” 方程的近 似 解
。

显 然 ,

“抛物 ” 方程法在求解波动问题时
, 仍是十分有效的 , 值得推荐

。

夏特征线方法 为了说明复变特征线方法在解偏微分方程问题中的应用
,

我们先从
一 。。 一阶段偏微分方程说起

。

该方程具有形式
, 夕

为了求解该方程 , 令 表示 的梯度
嫂

则一阶偏微分方程的特征方程是
一 , , 二

,

该方程组是 关于
, ,

以 作为 自变数的常微分方程组
。

假定 是
, ‘和 的解析函数

。

这样 , 拜口 均可 视为复变 量了
。

自 年来
, 我一直用这种方法去研究射线理论

, 采

用解析延拓的方法 寻找阴影区 或焦散线 的解
。

通常 , 方程 在该区域不存 在



实的特征线
。

力学工作者还不太熟悉复特征线的概念
, 甚至感到颇为神秘

。

现在 , 由于
。众 一 方程能用在射线渐近展开的理论中以求解薛定谬方程 , 所 以 很 多

物理学家和物理化学家都赏识这种方法了
。

同样
, 复变特征方法可以用来求解二阶偏微分方程

。

在气体动力学问题 研 究 中 ,

用复变特征线方法求解了超声速绕流问题
。

如图 所示
, 在脱体

激波和被绕流物体之间
,

控制方程是椭圆型的
。

和 是声速线
。

在椭圆型 月 区域

以外 , 控制方程是双曲型的
。

用的是逆方法计算问题的
。

他假定已经知道

双 功份 泣

一
产,,

沪,
,
,示的一尹了尹、书﹄代户、‘门一

夕、渝袱荡母︸该﹄叼
卜矛
‘咨

,
沪

﹄

、、

,、梦洲、
法义﹄
︸

声

激

了脱体激波的形状
,

反过来求绕流物体的形状
。

由

于在 区域中 , 控制方程是椭圆 型 的 , 因

此在该区域中只存在复特征线
。

这样
,

执 的计算首先从复空间开始夕 他把脱 体 激 波

的形状用一条解析曲线来表示
,
然后把该曲线解

析延拓到复空间中去
, 便可用复特征线方法在复

空间对椭圆型方程进行计算
,

一直计算到该复特

征线返回到实空间为止
。

这样便可得到被绕流物

体的形状
。

假如流场用流函数功来表示
, 它 满足

一椭圆方程
。

物体的形状可以用流函数为常数
,

即

叻二

来表示
。

用复变特征线方法在复空间求解势方程
,

的形状
。

脱仲

文流

八

图 超声速绕流中流场的分 区

直到势二 常数为止夕 这样便可定出物体

复特征线方法不但可以用于求解流体动力学问题
,
而且可以求解其他一些 工 程 问

题 , 但很多人对这种方法不太熟悉
, 迄今为此 , 没有得到广泛的应用

。

’近似 假设将解析函数 幂次展开至 壳一 项

。 、 。 ⋯
一 , “ 一 ‘ ⋯

同样 也可以将函数近似地表示成 一 幂次多项式
。二 , 和 。幂次多 项 式 。 二

之比
二 户。 二 。 二 尸。二 二

且有 , 。

中 二 表示 的一个有理函数
,

称为 函数 的 山
‘

近似
。

类似地
,

可将 二 也进行幂次展开夕 直至寿一 二 十 一 项

尸。 “ 。 , 。 犷二 , , 二 , 之 ⋯ 二 二 , ,

一 、一 ’ ⋯

其中系数
二 二 ,

由 中的系数
, ,

⋯
, 一

所唯一确定
。

当 变 化 。和。的 值
夕 但 保

持 。 。不变时 , 我们可得到一个矩阵
。 ,

称之为
尸表

。

该矩阵尸
二 。在 。

, 二

平 面内沿直线 , 。 。。 有很好的收敛性
。

除了在若干 极 点 , 即 分母 等 于

零的点外 , 创 近似在整个 平面内是收敛的
, 但幂次展开 存在一个收 敛 半

径 , 只是在某个圆
。

内才收敛
。

这表明 , 产
近似方法比幂次近 似 右其

优越性 从而是一种很有用的函数逼近方法 ” 年
, “ ” 写了一本专著研 究 “‘



近似的理论
。

不少作者也发表了很多文章讨论
尸
近似方法

。

但为什么
‘近似要

比幂次近似好 , 目前还缺乏足够的理论基础 , 因此还有很多应用数学的工作好做
。

关于非线性方程的精确解 可以通过适当的函数变换把非线性方程化为线性方程
,

若求出该线性方程的解便可得到相应的非线性方程的精确解
。

著名的一个例子是非线性

的 方程
盆

通过某函数变换变成相应的线性热传导方程
口 二

。

代表的是一维粘性流体的流动
。

该函数变换是由 和 两人在 年独

立地得到的
。

这样夕 从线性方程的解可以得到大量关于非线性边值问题的解 的 信 息
。

年 , 写了一本关于常微分方程的书
。

书中给了大量的习题来说明如 何 通

过函数变换把非线性方程线性化
。

这里 , 我们介绍一个一般的方法
。

取任意线性扩散微

分方程
刀 。 ‘

其中
二是关于二的任意微分算子

。

我们可以通过适当的函数变换“ 了 。 把线性 方程

变成相应的非线性方程
。

等人利用这种方法证明很多线性

扩散方程都可以有相应的非线性方程
。

这里最成功和最重要的一个例子是把 方 程

化成二个线性部分
, 一部分由薛定愕方程来表示

,

另一部分是由 和 得

到的线性积分方程
。

这个重要的结果是在十三年前 由 “ , ,

和

等人给出 的
。

类似地
, 也给出了其他几个不同类型的非线性方程的求解方 法

。

从此之后 , 大量的文章发表了
, 重点在于研究关于孤立子

、

孤立子间的相互作用及其有

关的课题
。

分叉理论 过去二十年来
, 在应用数学领域内对分叉理论也进行了大力的研究

。

它

主要和线性与非线性波的传播问题有关
。

分叉理论证明了夕 在有些条件下 , 波动方程的

一个单支解有时能够分裂成二支或更多分支的解
。

分叉理论主要关心的是分叉条件和在

分叉点的附近解的性质
。

分叉理论的研究源于 年 发表的文章
。

三十多年来
,

发

表了大量的文章 , 来推广 的结果
。

此外 , 对非线性波动问题也进行了大力研究
。

方程及由此导出的孤立波解就是

一个突出的例子
。

对非线性几何光学的研究
, 和 对气 体动

力学中波动问题的研究是关于非线性波动问题的取得卓越成就的领域
。

写 了

一本 《线性与非线性波 》的书
, 是关于这方面研究成果的一个总结

。

五

这里非常简要地介绍一下在应用数学研究中最近出现的一些新的应用 领 域
。

关 于

突变理论的发展是一个最重要
、

最突出的例子
。

它是密码破译的理论基础
, 其中应用了

大量关于数论的方法
。

另一个领域是应用数学用于研究经济问题
。

在经济学中 , 大量采

用了线性规划和博奕论的方法
。

遇到的一个重要课题是关于求解大数 目 的 非线性代数

方程组的问题
。

同其他方法相比 , 固定点方法被证明是十分有效的
。 应用数学在生物学

含



的研究中也得到了广泛应用
。

已经证明 ,
神经的传导现象可以用非线性扩散方 程 来 描

述
。

柯林用摄动方法研究了形态增长的问题
, 提出了关于形态生成理论

。

生物学中形态

的增长可以用非线性反应扩散方程来描述
, 它所得到的结论和线性理论非常不同

。

非线

性反应扩散方程给出的解说明形态增长存在一个极限
, 而线性理论不可能导致 这 个 结

论
。

另外 , 对斑马的斑纹 , 人的手臂的骨架结构都提出了一些数学模式来描写
, 这都是

颇有兴趣的
。

由于时间所限 , 对应用数学新的应用领域不可能介绍很多
。

但近来的研究

表明 , 应用数学方法在研究各个领域内的实际问题时 , 已取得了很大的进展
。

多 相 流 体 力 学
’

高野 障

这次访问中国 , 受到了各位的欢迎
, 对此表示感谢

。

今天 , 对多相流问题讲讲一般

的
、

基本的问题
。

多相流问题所涉及的范围很广
,
例如 , 在航空和航天技术中 , 常遇到

气体里含有固体粒子或液体微粒的情况
。

大约从 年以来 , 随着航空技术的发展和火

箭发动机的利用 , 火箭发动机的推力特性
、

高速飞行体表面被粒子碰撞引起的损伤
、

粒

子碰撞燃气轮机叶片时的损伤等重要课题 , 开始受到重视 , 研究工作活跃起来
。

除此之

外 , 在燃烧工程方面 , 也研究液滴的燃烧等多相流问题
。

今天主要讲气体里悬浮着固体

粒子或者液体微粒的流动现象
。

微粒的数目非常少时 , 它们的运动基本上不影响流体的运动
。

因此 , 流体流动中只

考虑粒子的运动
,
这是一种近似的处理方法

。

这种情况的例子就是在流动的可视化 流

场显示 中
,
把粒子作为示踪剂来使用 , 在近似计算中

,

粒子的数目很少时 , 可采用小

扰动方法
。

但是 , 一般而言 ,

粒子的数目比较多
, 因而在粒子和流体之间发生 相 互 干

扰 , 在流动过程中 , 它们之间进行动量交换和能量交换
。

这些现象和我明天将要讲的有

真实气体效应的流动现象一样
, 都有非平衡过程的松弛现象

。

因此 ,

处理含有粒子的流

动问题时 , 必须弄清松弛现象 , 其中最重要的是要找出恰当的阻力定律和传热定律夕 以

弄清这些问题
。

分析和实验研究多相流时
,
有几个比较困难的问题

, 其中最困难的是在二维和三维

流动中
, 粒子的轨迹与流体的流线不一致

。

另外夕 粒子与物体表面相碰撞的机 理 不 清

楚 , 这也是困难的问题
。

‘

实际上
, 在物体表面的边界层剪切流中

, 粒子发生自旋
, 因而在垂 直 方

向上产生一种力 效应
。

我是星期天到达这里的 , 首先遇到的是刮黄沙 , 这

是沙漠的沙丘上一刮风就飞起来的黄沙
。

沙粒到了边界层 , 发生自旋 , 受到一个向上的

日本东京大学工学部航空 系高野 啼教授
, 于 年 月 日在中国科学院力学研究所作了题为《 多相 流体

力学 》的学术报告 , 由钱福星 口译
。

本文是钱福星
、

命哲学根据报告的录音整理的
。


