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对于三维裂纹应力强度因子的计算
,

在第一部分中曾介绍 了一 些分祈解法
,

但这类方法

由于数学上的困难还存在较大的局限性
。

为了解决上 述矛盾
,

近年来
,

近似的数值计算方法

有 了相当大的发展 〔戈
,

〕
。

本文将对近十年来国际上在三维裂纹问题方面所发展的 各种数仇

解法作一简要的 综态 在三维裂 纹问题的计算中
,

目前比较行之有效的数值解法有边界积分

方程法 【 一
、

有限单元法 【 一 」
、

有限差分法 〔 一 」
、

直线分析法 〔 一 」

以及边界积分方程和有限 单元的混合应用法 〔 一 〕等
。

总的来说这些方法
,

尽管离散化

的模型有所不同
,

一般都 归结为用电子数字计算机解线性代数方程组 如边界积分方程法
、

有限单元法和有限差分法等
,

或者归结为解常微分方程组 如直线分析法
,

从而求得其欲

值解
。

然后
,

再按直接法或其它数值技巧推算裂纹尖端区域的应力强度因 子值
。

文中我们将

着重介绍有限单元法以及颇有发展前途的边界积分方程法和直线分析法等两种半分析的方法
。

二
、

三维裂纹计算的有限单元法

有限单元法是计算三维裂纹问题的一种有效手段
,

近十年中有很 币要的发展
。

这一 方法

的优点首先在于其通用性较强
,

对于单元间的边界条件具有一定的 灵活性 其次
。

它在网格

布局上较有限差分法更为合理
,

更能适应 比较复杂的几何边界不规则的 问题 同时
, ‘

它还能

方便地推广处理象非均质
、

几何非线性
、

物理非线性等方面的问题
,

可使问题的力学特性草

本上被保持
,

并保证一定的精度和收敛性
。

但在另一方面
,

对裂纹问题中存在的高应力佛度

的区域
,

为了确保情度
,

就需要有密集细分的结构单元网格
。

这样
,

在电子计算机的输入 数

据处理上显得较为困难
,

并且
,

联立线性代数方程组的求解规模也有可能超过一般电子数字

计算机系统的容量
。

因此
,

针对求解三维裂纹问题
,

就特别需要改进数值解法的技巧 〔

使尽 可能减少未知参数的线性代数方程组
。

有限单元法的墓本思想是直接将一个体系守离散为有 醉助
,

数 目单元 甲
。

的集合
,

即所 谓

的
“

物理离散
” 。

对每个单元 用有限个参数来描述它的力学特性
,

然后应川 一 个适
、

肠的

方法
,

将各个单元的关系式结合组成一个包含有限个未知参数的 方程组 了效地解出此方程

组
,

就能求得问题的近似解
。

有限单元法的离散化方法
,

通常是基 于常用的 儿个变分原理
。

如最小势能原理 或虚位移原理
、

最小余能原理和 既 邓 广义变分原理等
。

最小势能原

理取用的变跋是位移
。

其位移必须在体系内部保持连续 最小余能原理 , ,

的变嗡是应 力
,

拌

应力必须在体系内部保持平衡 在 的厂
‘一

义变分原理中位移和应力都取 为变哦
,

所 以

在列有限单元公式时
,

需要在每个单元内假设应力和位移
。

在三维裂纹问题的 有限单 少威 算

中
,

日前主要应用最小势能原理和最小余能原理的方法
。
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卫
。

最小势能原理和位移协调模型 根据最小势能原理
,

体系的总势能泛函科 的变分为

零
。

对于离散成有限个单元的连续体来说
。

其总势能的泛函 日 , 可以写成
门 。二 ￡

。

〔昔勺君 , ￡,’‘。 , 一 斤 州
, 一 , 了。

可。 , 扔

式中 两划 是刚度系数
, 。

是第 。 个单元的体积
,

是第 个单元受面力
‘

了 作用的边界

应用最小势能原理时
,

位移函数必须满足连续性条件
。

而第 个上的位移函数 由

插值函数七和待定参数 叼 。

近似地表示
, 二

是在有限个单元节点上的位移值
,

称 为
’ ‘

义 竹

点位移
。

插值函数使两个相邻单元间边界上的 节点位移协调一致的同时
,

还应使沿单元间的

边界各点的位移协调
。

设第 个单元的位移用矩阵形式表示为

阶 一 石几尸 叽

式中
。

是单元的广义节点位移
, 乙‘ , 是插值函数

,

它依赖于单元节点的坐标
,

确定第 。个

单元的位移形式
。

此外
,

第 个单元的应变 一 位移和应力 一 应变关系矩阵分别为

互二 旦必

牙 ”夕易

式中簿为偏微分算子矩阵
, ‘ 为弹性常数矩阵

。

将兑和 习弋入总势能的泛函
,

得

式中
‘

避
、

门尸一
菩〔夕鲜务冬

一
外莎 ,

几
二
纵夕 夕议, 称为单元的刚度矩阵 而 才

。 一几
二

连万 夕呱 乙
叮力

犷了

为规定的负荷 体力 ‘ 和面力孚 产生的广义力向量
。

为了满足单元间节点位移的协调性
,

还必须按总体节点序号进行组合
,

为此引用一个

为体系的节点总数
,

为单元的节点个如 的变换矩阵鸳
。 ,

把各个单元的节点

位移外与一系列全局位移孕联系起来
。

包的分量就是在体系内所有节点的广 义位移
,

即

荟穿
。 一 尽了

几样
, 对 , 的表达式就可 以写成

‘

八 一 晋里污里
一

牙加

之中一 奎 一 百界 参介
返 一 否尽小 乡

分剑为结沟的总体刚度矩阵和作用的广义节点力的列矩阵
,

吸为总体节点位移列阵
。

由于最

小总势能原理 叮以表示为总势能泛 函几 的变分为零
,

于是就得到一个线性代数方程纽

万 钾近 二 “

这就是整个体系的节点平衡方程
,

即 刚度方程
,

由此式可以计算未知节点位移
。

有了节点位

移
,

就可以分别计算出应力场和位移场
。

绝大部分现有的有限单元公式是根据最小势能原理与位移协调模型建立的
。

当假定的位

移函数在单元内连续
,

在单元间协调
,

并 包含单元的 刚体位移和常应变伏态时
,

则有限单元

法的位移模型给出体系真实刚度的上界
。

显然
,

随着体系单元的尺寸不断减小
,

其位移解将

愈益接近于弹性力学的精确解
。

这种按位移在单元 可协调列出的有限元公式的摸型
。

称为位

移协调 模型
。

在用这种位移协调模型解三维裂 纹问题时
,

变分泛 函中只出现位移函数的 一 阶导数
,

因

此
,

在单元间的边界仅要求位移分最的连续可撇性
,

这时
,

建立同时满足单元内连续和单元



间协调 条件的抽值函数是不困难的
。

在三 维裂纹问题中
,

最简单的单元有四 面体和 六面体单

兀
、

插值函数可以 是线性的或高阶的
,

其 节点除位 单元的顶 点外
,

还 以位 单元的边

或 面
。

文献 〔 〕在离散时采用 几 个三 角棱柱的四面体拼成的 平行棱引 单元
,

这 树单儿的

缺点是裂之琳将离散为 大量的单元
,

刚度方程的阶数较高
,

必须 片用人嗽的汁算机 存犷单元

和过 长的 计算时间
,

而段汁算精度较差
,

因而 需采用两步解法
,

即 首光使用粗网格进 行解 析、

然后根据求出的 竹点 力当作载荷条件
,

再用精 细网格解 析裂纹尖端

为 了提高 有限单 元法的精度
,

在求解三 维裂纹问 题中
, ,

般常采用 特殊单兀
,

如等参数

单元 〔 一 〕
、

奇异性单元 一 别 和平 方 根单元等三种单元 及其组合 「
一 」

。

应用 等参数变换
,

还可 以建立 曲边或 曲面的单元插值函数
、

等参数 单元 或称线性应

变单元
,

可以用于除裂 纹前沿外的任 何地 方
。

文献 〕用 个节点的等参数单元 求解 了

表面裂 纹问题
。

奇异性单元 由于在其假设的位移函数中有 乙 方根项
,

因而在裂 纹前沿引起一

个产的奇异性应力场
,

故奇异性单元仅用于裂纹前沿处
。

平方根单元在其撇的位移函数中

也有平方根项
,

而用 于靠近裂纹前沿和奇异性单元的周围
。

在文献 〔 〕中给出了 节点六

面体 等
,

参数单元
、

五面体奇异 性单元
、

节点六面体平 方根单元的形状函数以及各种单 元

的刚度矩阵
,

并给出了各种有限厚度断裂试件的数值例子
。

对 于等参数单元和奇异性单元的刚度矩阵为
‘一少

‘

。
’

。。‘。‘ 一“ , 、, 、,

对 于平方根单洒勺刚度矩阵为

左一
‘

会。
了

。。““‘ ,“ , “ , “ ,

式 中的难可比矩 阵 〔 〕的行列式 可分别地 由等参数单元
、

奇异性单元和平方根单元的

坐标变换而得
。

此外
,

文献 〔 〕采用能量释放率决定复合 型裂纹的应 力强度因子
,

而文献 〔 」则

采用刚度导数有限单元确定二维和三维裂纹问题裂纹尖端区域的应力强度因子
。

修正的余能原理和杂交应力模型 修正的余能原理可 以用来推导另一种解三维裂纹

问题的有限单元模型
。

采用这种原理列出有限单元公式时
,

在每个单元内建立假定的应力吸 ,

边界位移云‘ 通过有限数的广义节点位移
。

来内插
,

以代替考虑边界力的平衡
。

在此模型

中
,

如果裂纹前沿是曲线时
,

则必须用一组直线逼近
,

其中每一条直线作为一组块状的特殊

裂纹尖端单元的边
,

如图 所示
。

在分析中
,

整个裂纹体用通常的规则有限单元围绕这些特

殊单元
。

用于推导这种单元公式的变分泛函为
“ 味“‘ 》一 万玩爹‘私‘嘴气、“尸一

无。 兀必办 ,儿。元必心
式中 ‘了 满足平衡方程

, ‘ 是弹性柔度张

量
, ‘

、

是由应力 ‘ 得到的表面力
,

即 ‘ 二

山
,

民 是边界位移和 千 , 是在 口 。

范围

内的表面力
。

于是
,

独立的变量是应力。‘ 和

和边界位移石‘ 。

在裂坟前沿单元中
,

假设的应

力不仅包括齐次多项式
,

而且包含应力的 奇 异

性项
,

因此
,

在包含裂纹尖端的 单元中 假设应力为

裂纹煎沼

图 绕裂 纹前 沿的 有限 单 元

‘ ,’二

奋八心闷 ‘肠
户

“ 荟冷枷 “
·

必 矛夕入
此假设的应 力既 要满足平衡方程

,

义要满足级纹面自由的 条件
。

假设的边界位移 百 用节点

协



位移
。

表示
,

此
一

节点位移包含裂缅希汀沿线界面的位移变量
,

在所有内部单元边界的位移协调

条件是完全满足的
,

于是
,

舀‘ 表示为

面 一 餐人二

乳 ‘介 乙 御
式中

。

是广 义节点位移
, 亚

, ‘ 是插值函数
‘,

把 。‘ ,

西‘ 代入泛崛月 〔。 ‘ ,

式
,

然
后对于泛 函 。 。了 ,

石‘ 关于占黔使用稳态条件
,

消去应力参量挤, ,

。 。‘ , ,

五 就可以用

亚
,

且
,

口 表示
。

对于整体结构
,

涉及同一个右点位移

阴狈儿集仆
一

起
。

然腼
, 且 纷 蜘 盯寸明相 浮召勺总态杀件导致那 卜移式明代欲万

介
‘

雀哩 奚 一 冬
‘ 价 怂 。“

必同 “ 畴芯 ,

卿出 七述方程
。

能获得广义位移崔租应力强度因子 腻泪 也 以只考虑裂巍苛黝勺单元组
,

并形

成一个超单元
夕

消去争
,

超单元的刚度矩阵婀以由 万一 叁盯一 扮‘

扮‘几

求裕
。

文献 〔明 中采用 了 节点
、

节点和 临 节点三种类型的奇异性单元
,

对 于裂 纹平

面对称的问题可 以用 节点
、

加 节点和 吞节点的半单元
,

对于非对称问题
,

则可以用
’

资点
、

节点和 越 节点的超单元
。

由几种问题的分析结果表明
,

对于三维断裂分析
,

连最

简单的 节点单元 工 节点半单元和 节点超单汕 己经足够满意
。

。

修正的势能原理和杂交位移模型 〔封 一感 〕 应用传统的最小势能原理时
,

变分 ,

的泛 函只有在夔个体系上连续的位移场
。

然而
,

在有限单元法中
,

允许在 沿单元间边界引进

位移协竭条件作为约柬条件
,

因此
,

在泛函中就可能出现对于单元内部的位移场和单元间边

异位移采用分别的变量
。

这两个变量在单元边界的协调条件可以采用拉格朗 国乘子的方法
,

这乘
一

于仍 叮以认为是边界力
,

但它对于相邻两单元是各 自独立的
。

于是
,

包含有 相应的拉格

翩毖 乘子
,

即单元间的边界力 ‘ 尽 作为附加量来修正这个泛函
,

修正后的变分泛 函为
刀 翻 , 孔 , 瓦, 一 到 丸咚 。

, , 乙 乙
, 一

介划俞 。
,

元 ,
‘ 一 。 孙 低

一

峋 口 弘
。 。

刀 , 一仄 蒯少’

“ “
“ ‘ 尸 “ 犷 一 贫口凡 咬 ” , 附 叮 。盯 厂‘ 一‘

一 了
伪

“ 一 岁 ‘忍 ’

“
岁 夕刀

式中崛是单元间的边界位移
。

在这个变分原理中的变量是单元位移 , 夕
单元间的边界位饥。

和攀元的边界力几夕
。

在应用有限单元列式时
,

考虑一个特殊的裂纹前沿的奇异单元
,

其中嵌

入
,

一

个搏 阶的渐近位移场
。

于是
,

在杂交位移公式中
,

对于此 奇异单元内部位移
、

边界位移

工口艺扮艺路和边界力分别假设为 夕、二

琳
二

兀沪二

〔衅〔杭 。 瓜
‘
畜岭 冽 ‘夕加

乙‘。 夕。
·

刀 二 叔。

式中嵘是浙近位移
,

撬 是矿
, 。,

。
坐标系中的任意阶多项式

, 乙 , 二

是通过裂 纹前沿的边界

表面上包含才育阶变化的插值函效
,

而 尺‘。

是经过裂纹边界的表面上包含寿阶变化的插值
。

把

毗
, 卜

心尸和种代入 几 讥 , 、户
,

瓦尹 式
,

由于孙和 , 式中都含有应力强度因子
,

而如尸中含

有广义 节点位移
,

于是
,

取泛 函的变分
,

得如下形式的最终方程

嘟︸试︸
一一

‘勺‘口声︸尺︸盯︸心、爪︸‘

式中 野 〔峪 喝
,

嵘 」是 沿裂纹前沿所有节点处混合模型的应力强度因子
,

』二王
, ,

扮 一 。

二
。

于是
,

应力强度因子和结构的广 义节点位移矛一起直接算出
。

就推算裂纹尖端的应力强

度因子来说
,

此杂交位移摸型已证明是一 个有效的方法
。

三雏裂纹问题的困难通常在于 自动地满足离裂纹有限距离处复杂的位移和力的边界条件

椰



以及复杂的几何形状
。

在这方面
,

有限单元法的优点是众所周知的
,

但是
,

为了改进解的精
度

,

需要改进裂纹前沿区域的单元网格
,

或者需要改进这种数位解法的技巧
,

改进数值解法

的技巧一般有如下几种
、

根 据位移推算的直接法 直接法分为按计算位移推算的 方法和按计算应力推算的

方法
,

由于应力场是通过对位移场的偏导而求得的
,

所以
,

位移法能得到比应 力法更精确的
结果

。
·

为了计珠矩形块体表面裂纹尖端区域的应力强度因 子 文献 」使用 了按裂纹丽沿

的张 开位移推算的直接法份

根据裂 纹尖端奇异性的 渐近性质的 叠加法 根据弹性力学中的灸加原理
,

把有限单

元解和解析解叠加后用作断裂力学分析
,

通过一种通常的有限单元网格和经 典的 奇异性解的

的线性组合
,

以确定裂纹尖端区域的应力强度因子
。

文献 〔 成功 发展
’

了二维断裂分析的

叠加法
,

文献
一

【 」 〔咯幻 则把它推广到有几个数值例子的三维裂纹问题
。

根据修正的虚位移原理的 叠加 法 文献 〔加 〕肆议了一种计算应力强度因子的另一种

叠加法
。

在 这种方法中
,

把常规有限单元法的节点位移与解析解的未知常数一起通过修正的

虚位移原理 来确定
。

此方法不仅可以用于三维裂纹分析 〔 一
,

还 可以用于具有轻微奇

异性的裂纹板的弹塑性分析 〔刃
。

应 力差法 文献 提 出了一种用常规有限 单元法求情确的应力强度因子的程

序
。

首先
,

计算结构中没有裂纹时在假想裂纹尖端处单元的应力 。 其次
,

计算同一结构有
裂纹时裂纹尖端单元的应力斌蹄 最后

,

按应为差 孵
,

。了 与应力强度因子成比例
,

用 。 , 一 。 。 与标准结构的比确定应力强度因子
,

因为标准结构的应力强度因子是己知的

文献
,

〕则将上 述技巧用于三维裂绷勺分析
。

数值试验资
一

通过用有限单元法计算的裂纹尖端区域的应力值与该区域相应的解析
、一

应力分布的平均值的 比较
,

导出饭科值越竺鲍公叁王迁曼里
一

寥
类型和裂 纹尖端

是
,

应力强度因子 可以简单地确
定 〔

。

此方法是基于这样的考虑
,

如果单元的类型和 区域酌有事浸单刃汤自乙墨男亘幸爹

都保持不变
,

由有限单元法分析的裂纹特性可 以只取决于裂纹尖端处的单元尺
一

寸
,

文献 〔 〕

不仅把此法应用于三维裂纹的张开模型
,

而且也用于滑开模型和 撕裂模型
。

离散 误差 法 根据有限单元技术的离散误差的断裂力学分析方法是文献 〔 一 门

提出的
,

文中用一种有效的方法获得了二维和三维裂纹的应力强度因子
。

当三 维裂 纹前沿的

坐标由图 定义时
,

用有限单元法计算的应力强

度因子值可以写成如下形式
。 代 。二 , ,

从
一

币 , 月 , 丛
“ , 肉 耐 心

式中
。

是当单元数无限增加时应力强度因子

的精确值
, , , ,

表示在方向 ‘

, ,

所用的单元数
夕 ‘ , ,

表示关于与 ‘ 侮
, ,

有关的离散误差大

小的参
·

数 正 数
,
而 人“

, ,

是在方向

所示的裂纹尖端的应力场奇异性被认为只在方向

份致如下近似关系

图 三 维 裂 纹中的 局 部坐 标 系

丸‘ 二
, ,

误派的人小
,

人 为绕图

翔 和 翔
, , 比 、和 人得多

二

此书实

芯
‘

叭石“ ,

‘ 与

俩“ 。 。



用上叔系
,

并取义为常数。
,

于是得 冷 眺 。“万 式中 “ 一 “ , 丁今 肉
·

归设 , ”
,

因此
,

应力强度因子只取决于距裂纹尖端的距离
。

这样
,

上式中的未知数

是
。

勺 和 为了决定应力强度因子 亩
,

重复进行三次有限单元计算
,

以得到三个对应
一

于 从才 阵 , 和芯闭的应力强度因子的近似值 愉
,

大切 和 长。,

于是
,

使用所得到的 丸 ,’ 价以 , 夕
,

俄可 以由联立方程
、

“ , 一 、
二 沪 , 蕊 ,’、 。 容易地决定从 , 。

最后指出 对于三维裂当泊勺分析
,

为了尽可能减少计算机的运算时间和存贮容量
,

以获

得经济的效果
,

又不致降低必要的计算精度
,

需要进一步改进数值解的技巧
。

与此同时
,

在

工程应用冲
,

有关的三维裂纹问题的有限单元法的分析结果
,

已有不少文献加以报导【 一 〕
。

三
、

三维裂遨彭汁算的边界积分方程法

边界积分方程法起源于经典弹性力学 一的 〕
,

随着电子数字计算机的发展
,

近十

年来 获得 了广泛的应用 并由
, 城即

, 舫泌吕 和乙郎 等人发展淮广到断裂问题的计

算
。

边界积分方程法所以引起人们广泛的兴趣是由于它有两个重要的特点 不需要模拟

物沐内部
,

所有数值模拟只在边界面上进行 用远较连续数据为少的 自由度模拟边界面

上的数据
,

因而
,

不用承担巨大的分析费用
,

就允许相当程度的模型精度
。

因此
,

它与有限单元法相比
,

缩减了问题的因次
,

这不仅大大地减小了数值计算的容

量
,

而且增加了解的精度 它与有限差分法相比
,

更能适应边界形状和应力的急剧变化
。

此
,

外
,

边界积分方程法计算的是边界面上的数据
,

断裂力学中按位移法撇算应力强度因子的裂

纹面的张开位移 值
,

可以直接用边界积分方程法算出
,

从而由裂纹面张开位移的数据来推算

应力强度因子
,

它远 比通过内部应力数据来推算为情确
。

所以
,

边界积分方程法对于几何形

状急剧变化的结构情况特别有效
。

边界积分方程法的基本思想是利用弹性位移的积分恒等式
,

即弹性力学中 卫 西的功互

等定理的 丑撇 第三恒等式
,

·

以及在无限体内一个集中点辍荷问恩茹勺冷妙撇 解相给合
,

而将

体内任意一点的位移用边界值的积分形式来表选 当载荷点 由一个具有表面 。的无限小球

面凡“ 所包围时
,

第三恒等式为 , 。。

‘“ 亏
一 介 ’’‘ “‘ 。 ,

式中 。‘ , ‘ 是未知应力状态下的位移和应力
。

于是
, 皿以石定理建立了己知边界力

、

边界位

移和未知力 、 未知位移之间的关系式
。

在无限体中
,

按照点载荷问题的 睡君嗬 , 解的位移矢量可以表示为
。 ,

·

森 申 味器 、一毒书习 。 , 』

而与三个坐标方向的舔一个点载荷相对应的位移和力矢量用基矢 , 表示为 匆 二 必了“

勺 肠
为 不 ,

二
一

若

汽
·

于是
,

对于点载荷问题 卖弄的力矢量由 。。 。 定律和位移矢量式得出

叮 , 二聋价 一之少
右 与

·

一 凡 广 扮 。忿刃 式中 蔗

用通常方法取极限 ”种。
,

则 , 。
寿诗‘“ 二 “ 和 之

‘ “ ,

“
一 ’

伙
,

一

网
‘

亏‘己 二 竹 ‘尸为

几

是
,

式
。

即

对
一

边界点 、
。

得到对于已知面力和位移的弹性体内部位移的

汉
,

‘仇
·

么“加 , 二 ‘从 户, 六 ’

几 胡农 即 过“ 式中

叼
, ‘ 心 是力和边界值的位移值

,

核函数 ‘

动俪 汤般 饱等

卿 是内部点 切

的位移矢髦
, 、

是 翻于在

, , ,

《 点 、 方 向的单位荷重而引起的在 幼 点 狗 方向的力和位移
。



内
一

部点的应力矢量匆‘ 式可明
“ 式对载荷点 的微分而得

今
‘尸, 。 一

工“ ‘“ ‘ , ‘“
,

户丈, ‘

再饭“ ,今亨 风尸‘

式 中张量几 、和 布 分别为
了 护

心一

翰

共
‘蕊 瓜、 尹 马

·

‘
一

匆 以
少 ‘ ,

高 。屿
·

尤‘ 夕

韶
‘
币, ,

器 匆 尤“ 志“ 。
·

乓 ‘

小
了

夕
匕‘勺 之月

,

二
‘心 粉 。‘ , 。 , 从 瓜 。, 扭 , 从 ’“ 爪 , 构 匆

一 , 尸 斋
、

在边界上
,

是不 同于 的边界 点
,

则让 内部的点 从物体内部趋近于边一
界点 伙

一
,

即使 恤 ,
,

就得 到 式的一个极限形式
,

这就是一组联系边

界 位移和边界力 的积分 约束方程 边界积分方程 〔
,

〕

怖 伊丫‘
工

“ 、‘田今 ‘风川 法’一 去“ ‘“ , ’’“ ‘
,

优‘

式中核 函数 几
,

和马‘ ,

是 由于在边界 点 上三个正交的 点载荷作用而在

次 点 上产生的应力和位移量
。

因为整个边界上的力和位移不是同时知道 的
,

这样
,

就可

以通过求解一组不 同类型的联立边界积分方程来获得其余未知的边界值
。

上述边界 积分方程 的求解 般都采用数澈牟法
。

在具体计 算时
,

可 以用一系列平面分段

离散物体的边界表面 并进 一步假设在每一边界段 △ 上 力矢量和位移矢量的 分量为常数

【 〕或线性变化 的函数 【 乳
,

〕
。

若边界分段设为常数时
,

则 可把边界积分方程化

成为具有相同未知边界值数量的 方程组成的线 性代数 方程组
夕

匆 帆
十

二的 泌 , ‘ 认俩
子

么 , 一石汽 ‘心 ’‘ 吹 钱 “·

式中
, ·

一
,

峨
‘ 认 ‘瓜

』

、 , 一
尤、 认 ‘瓜

,

“ 夕心
乙 号、 瓜

,

叹, 一 工知 竹、

琳
,

刃 而

这里 嘟
,

, 认 拟伪 是 叽
,

在单元 △气上的 常数近似值
。

为了更好地计算在 左乓
飞

上的参数 凭和
,

点 、和 场 一般取在单元 乙月‘的形心处
,

于是

得

荟行匆稿“ 州明一和 怀乃一
影

‘
哈 ‘沈

·

习 “ ‘。 ’

用矩阵表示为

夕〔,卜 ‘ 万“子“卜
‘ 〕

式中 〔 〕是单位矩 阵
,

通常为了得 到混合边界值问题的解
,

若
” ,

一
, ,

,
·

,
, ’

二 ,
哟

则 测个线性代数方程为
〔叼 、乡

一 “ 」扮
于是

,

对
一

于给定位移的问题
,

可 以直接解上式得未知 力矢 量 对于给定力的 问题
,

在固定物

体 以防止刚体运动后
,

可以解 上式得未知位移矢量
。

较常见的边界值问题是混合 型的
,

即在

部分边界 上已知某些力矢量的分量和 在部分边 界上 已知某斟立移矢量的分 量
。

在任意给定的

边界分段 上
,

必须知道三个边界 数据
,

而三个 边界 数据是未知的
,

对 于这类问题
,

上述方程

有 个已知 翻湘 个未知数
,

在重新排列方程后
,

用标准矩阵归纳法可以求解上述方程式
,

痴净



组
,

以求得未知数
。

在解 出了上述方程赵理后
,

就可 以得驯 崛他界力和 个边界位移
,

再用 个平面分段

代 替边界面
,

通 过对任意内部点救 么豹位移张 量式嘟 和应力张量式 吼赓 的积分
,

就可以求出内部的未知位移和未 失碱 力为

。 一蒸
“、‘“· , ·““ , 一、茗

“ “ · , ·、“ “气 ,

‘尸一

蓉、“ · ,刁簸、 舔
一

, ,
,

蓄。 ‘氏 , ·热、汹一户之

式中积分核每碘于同前

从 文献 【毛
, 一 ,

并且是通过规定边界分 段的位和方向以封闭形式计算的
。

,

召 」中的三维裂纹问题的应力分析结果 可以证明这 一方法的

正确可靠住
。

文献 〔 〕进一步在平面三角形边界段中采用了 川四 级数 霭干式 自军线性项

以代替 胜述棋型中采用的常数 即 勺瀚萝。
,

级数的第一项
,

且考馨的是节点的未知数而不是

单体形心胁
,

这 不仅减少了固有的未知 撇的数目
,

而且裂纹平面也能离散为保持一个平面的
、

理想的裂纹模型
,

它可以在不鳝加计算时 间的前提下
,

提高解的精度
。

此外
,

在有限单元法和 有限差分澎的模型中
,

裂纹平面通 蛋豁是一个对弥面或反对称趣。

它构成离做模型的一个边界
。

在这两种方法中
。 ,

那洲没的有蟒露攀元法的内部 网播或者用有限

夔分洪 的益分点眼蔷镜休的体积时
,

为了模拟裂纹平画
,

在裂纹尖端 俐近度句内部网薇霸要高

皮细分
,

以便能适当 里鲜毫示应力场的奇异性 , 而在边界积分 方程法中
·

,

为了祺拟 各乡遏片状裂

缘
,

俪 要使用有限裂纹面间既的模型 〔神
, 感 」

,

即裂 擎腼 用一个张开函匀切 口面代替
, 。

也

就是裂氢擎乎面用一重狱彻应的边奥平面 刚于三给裂纹 句竺瓢 或边界 分段 对于二维裂纹问题

来代替
。

在二维裂纹问题中
,

有时可用特黝勺 嚼
。 函数法伪

、

析
,

以消除透种对裂擎编勺模拟
,

但它增加了边界积分方程公式的复真笼性
。

对于 三维裂续间题还都是应用张开切 口 面或对称裂

坟平面的直接数值棋拟
。

因为卿将裂颧雍急作蛋署学间断面模拟时、上
、

下两个裂 彰抨 面将变成共平

犷扩内

面
。

于是
,

外
,

矩阵

夕
参中相应于裂纹表趾

纹面力的的乘积
,

在上
、

下两点的 帕 的矩 阵叽中的行互成瞻
。

此

下表面点处也 拒互抵消了
,

即

吠 明由 六 卿夕办 。 口

这样
,

就失去了在裂 纹面边界上的 数据
。

因此
,

必须尽 可肖狐 兰泌纽摸拟一个完全裂 纹
,

而不

使刃 个裂纹面儿翻重合
,

这就是有限间隔的裂纹面模型
。

对于有限间濡裂纹面奄袋掣必然 引进一

个如何治当握题拟的新问题 即在裂纹平 面的两尖立豁处两裂 纹考面应如何相 连接卿问题
。

因为

边界段是分段平面
,

妾在裂纹平面尖端的分段通常将有一 个小于 的夹角
,

文郭〔
,

们 对 于圆片状裂纹采用了 间熙距离为黝趣 形状比为 的椭圆闭合
。

而且
,

有限间隔

裂纹平面 这种模矍鉴勺明显 限制是 它只能模起必付称的 型裂纹问题
。

所 以
,

为 了模步螂黝个

共面的裂纹表面
,

琴甄生的研究方向是设法发展一个新的边界 积分方程法 〔 〕
,

使它不致

在缈值解上 出现上 述的困难
。

至于对裂纹尖端区域应力强度因子的数值计算
,

‘

与其它数值方法的处理 一样
,

可 以用裂

拿澎遥端前沿的应 力或裂绍瞬是耐勺张开伽忿外淮
。

在文献 砚 〕中叙 述了关 于圆片状裂纹与半

圆形表面裂纹的外淮技巧
。

文献 〔 〕剔叙述了一个利用应变能释放率 淮算应力强度因子

的新方法
,

这种方法比外推法更 精确
,

并特别适用于三维裂纹问题
。

文敞 〔沁 〕评述了椭圆

形内埋裂霆文和表面裂参缴勺最新结果
,

认为用能量释放率推算应力墓瓤宽因子比用局部位移推算



的精度有较大的提高
。

文献 【 司 则同时用三种方法完成 了对这类王维裂纹应力强度因子的

数值计算
·

结果是用裂绷长开位移推算的误差为
,

用应变能释放率推算的误差为
、

最后
,

还应该指出边界积分方程法的进一步发展关键在于改进模型
。

此外
,

这种方法不

仅能研究更
’ ‘

范围的几何裂纹形状和加载情况
,

而且还可 以推广应用到弹 一 塑性或其它非线

性问题 【 刃
。

四
、

三维裂纹问题中的直线分析法

直线分析法是一种半解析的分析方法
,

由于其部分解是作为沿所选择的直线的连续函数而得
,

出
,

可 以 用粗糙的网格获得相对地好的计算精度
,

所以
,

它能给出有限几何形状的三维裂纹

问题的比较完全和精确的结果
。

直线分析法是解偏微分方程中很有用的一种方法 【
。

在三维裂纹问题的应用中
,

当

二个变量
,

被离散时
,

另一个变量 仍然是连续的 同理
,

当二个变量 , 或
,

被离散

时
,

另一个变量 或夕仍然是连续的
。

这样分别离散后
,

再对
,

或 的导数用适当的有限差劣

表示式代替
,

则用位移
, ,

表示的三维问题的偏微分方程一 陇 方程就可以化成独立

变量 篮 ,

和 的联立常微分方程组
,

即差分一微分方程
。

这样
,

问题将归结为求解这些 沿

和 不的常微分方程组
。

若常微分方程组的解可以表示为有限形式
,

则所求得的函数组将近

似地表示为偏微分方程的解 因此
,

它是一种半解析的方法
。

但如用数值方法来求解所得的

常微分方程组
,

则可得到偏微分方程的数值解 因此
,

它又是一种数值解法
。

此外
,

如沿 妈

和 方向应用解常微分方程的有限差分方法把问题离散时
,

则直线分析法就是差分格式的
·

一个变种
。

然而
,

在应用这种方法时
,

通常沿一个方向的离散远比 沿另一个方向稀疏得多
,

所 以
,

处理的乃是由非常长的矩形柱体组成的柱形 网格
,

由于这个理 由
,

直线分析法与通常

的网格 曦分格幻 方法在性质上又有较大的不同
。

利用这种直线分析法解偏微分方程的概念不是新的 不过它的早期应用仅仅是限 于解简
‘

单的例子 圈 〕
。

而直线分析法应用于三维裂纹问题的分析则还在 年代 以后 【 一 〕
。

直线分析法与其它数值解法相 比对 于三维有限尺寸的裂纹体
,

由于其部分解是作为沿所选 择

的直线的连续函数而得出的
,

似乎可 以得到比较完整硕精确的结果
。

特别是在所得的常微分

方程组是属于线性常系数的情况时
,

应用直线分析法是十分有效的 〔
。

对于 具有矩形边界的有限几何体
,

在线弹性的范围内
,

嘛 方程为
凡 娜 ‘矛 二 沙协 , ’“ 一 。

〔划为 护 刃 , 启 尸必 一 ”

〔入协 , 刀
,

, “ 一

假定体力为零
。

其中体积膨胀 系数 为 。一 沙 、
“ 另 , ‘ ”吵 ,

现对于具有矩形 边界的有限儿何体
,

沿某 一坐标轴 作 七 丫只 根平行直线 同样
,

沿 和 轴相应地作 二 之 又 丢和 一 丫 二 根平行直线
,

份
、 一

组 平行线都垂 直 ’对

应的坐标面
,

如图 所示
。

由图 可 见
,

少 刀 河 刀 中 犷是给定 平面中 方向的 改线
‘

数
。 匆 之是 方向的直线数

。

若定义沿这些直线的位移为
, ,

⋯
,

山
,

在这些 食线 正。

方向的位移对 的导数定义为 , 了, , 护 ,

⋯
, , 方向的位移对 的 、数定义 为姚



以
,

毗 ⋯乙
。

于是
,

这些位移及其导数只

是 义的函数
,

因为它们在 笼方向是变量
。

当

采用这些定义时
,

沿均线的常微分方程可 以

写成

尹“万

丈之

子 么
步

斋 〔烤
‘

后
’分东

心

蜘 ‘叱, 夕’‘

、。
,

, ,

小辍
式中 些花

吹产

匆
义 二 犷

‘

十 硬万 万 夕 “

破护 、
, ,

过梦

百 秘 脚 一

万
同理

,
’

可以得到沿访向的其它直线的微分 图

方程
,

在这个方向
,

共有召个这种二 阶

的常微分方程
。

若把 二的导数看作一组 艺个附加未知数
,

即定义 娇

平行 于 笼 ,

和 坐标并垂直于对应的 坐

标平 面的三 组 直线

己夕 , , ‘罗动
,

一 一
。 ‘之 力 州

一
,

们 匡尤

“
人 碱君

‘

则 西个二阶微分方程就简化为 个一阶微分方程
。

用一个一阶的矩阵微分方程表示
,

可写

下钾尸 二 闷 , 子 召 〔沉

观 尤

式中嚼侧风是 个元的列阵
, 人 是 了 了个元的常系数矩阵

。

用同样的方法作 嚼回 方向的直线
,

得
澎尸

式中
。

扁
八。 材‘ 嗒 ,

,

, 分别是

滋留

蕊
儿 尸 厂够 ,

个元的列阵
, , 丸 分剔是 和 个元

的常系数矩阵
。

显然
,

这是一组一阶的矩阵常微分方程
,

但是
,

它们不是独立的
,

而是通过

矢量风 不翔 相联系
,

系数矩阵 , ,

和 凡 的各元都是常数
,

仅与坐标增量和波桑比有

关
。

对于具有圆周边界的有限几何体
,

可以采用 圆柱坐标系的 鲡 哪 方程

其中

同理

‘嘿 户 夕
一

, 刁 〔。毛尸夕
一

’
’ “ 。习二 “ 、

犷
一 ’“ , ,“ 户“刃红夕巴犷一

勺“ ’‘一‘ 乡
一

, , ’‘

‘函 , , , 刘 尸二二 。

己一 护 , 一 , ”

饥 。 、

幼川
多
饥孑夕

它可离散成下列独立变量
,

和 的联立常微分方程组

会
一 ‘ · ‘ “‘“‘

苍爹
一 ‘“ 梦“ ‘“ ,

·

式中矩阵 的元 ‘ 定义为
斋

一 “ 川‘ 厂“ ,

, 。 犷“ , ,

认 二 “ , ,

一
,

的 二 厂“

吸 , , 己 一‘ ‘般
,

呸
, 二

一 , 汉‘

叹 〕
,

⋯
, 叱 , 一 ‘ 以‘ “ ·

沁

系数矩阵 人 ,

的元不再是常数
,

而是 的函数
,

但系数矩阵构 和 人 仍为常数
。

所有这些常微分方程纽 都可以用任意一种标准方法求解
。

对于直角坐标表达式
砚如大 一 ,

, ‘川 脚 “‘刀

、

其娜可以写为 口‘ , 一 几 伽 , 几 、几 切 。 ,

萦
“ 。司

“

辆‘ , ,‘了

橱



式中 。 是从边界条牛鑫定的初始值矢易 而极 坐标形都勺常微分方程

‘冤
。 一 产 。十

由于它的 系数不再是常数
,

求解就比较复杂 它可以表达为

式中 称 是

如
一

下

‘ , 一 二 滩, 。。。。 ,‘ 。 。,
· ,又

“ 、,
·

,
、
‘“ 、 , ,‘

的切始值
,

它 可能为零
,

也可 以不等于零
。

而矩阵 ‘从助 则 为无 穷矩阵积分级敏

‘”
,

,
一 ‘ ‘

护‘
, 、‘ 。几‘ ,‘。

, ,‘、
·

广
‘卜

。
·

,吹
, 于 ·

‘。
,

“ , ,刃
,

“
犷 , · ,‘ ,

·

方
‘ ·‘忆

, ,‘

这里
,

必须琦爵出
,

所得的常微分方程组 及其边界 条件都是高度藕合的
,

直接计算它们的

解通常是不可能的
。

因此
,

需 要用逐步近似法来求解
。

一旦用逐步近 似法算出休内的位移场

并且逐步近似的过程得收敛到刚利用应力一位移方程可 以直 隆得到应力分布
,

而剪应力则只

能 通过对 于要求的位移梯度的有 凳差分近似来 计算
。

此外
,

由于一个二阶的微分方程只能满

足二个边界条件
,

而三 维弹性力学问题在边界面的每一卢吹全有三 个边界条件
。

因此
,

有的边

界条件司之领拼入表面的直线微分方程
。

如将剪切应力的 边界数据拼入表面直接的微分耀
‘

,

正应力和位移条件即可确定齐次解的全部常数
。

从 现有的一些 初步研究结果表明
,

直线分析法对 于有限几何体的三 维裂纹分析有相当大

的潜力
,

它有可能应用淮广到更为一 缈勺三维裂纹问题 特别对于具有规则边界的裂纹争鬓
。

文献 【
,

别 」计算了具有矩形表面裂 绑勺有限几何体的应力强度 因子
。

对于半椭圆表面

裂纹问题
,

如果改变裂纹面某些节 卢改全的边界条件
,

也可 以用直线 法进行分析 【肠 」
。

最后指出
,

在具体进行数值计算时
,

精度和效率往往是矛盾
,

解决 矛盾的拆衷办法盗棍

合应用边界 积分方程 法和有 限单元法
,

即 刚它沪 法
。

这种混合法
,

由于兼备两种方法的优

点
,

将提供显著的应用灵活性 〔
,

‘

〕
。

不过
,

在现有的文献中
,

这种方法还仅限于在

二维裂纹问题中的应 用
。

此外
,

直接刚度有限单元和 边界积分方程模型的结合
,

也 曾在二维

裂纹问题中有所应用
。

本文 承罗 祖 道敬授 审阅并提 出不 少宝介 意见
,

谨在此表示 感诩
。
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