
陀螺力学中的非线性振动方脚
上海交通大学工 程 力学系 刘延 柱

一

研究陀螺仪的力学发源于古典刚体动力学
,

‘

由于实际陀螺仪表的结构初元学模型
‘

, 趋复

善
︸

完分
杂

,

严格的解析方法逐渐被各娜近似分析方法

独立的 力学分支
,

本世纪初开始建立起来的

代波陀螺力学区别于古典刚体动力学而形成所取代硬陀螺力学区别 ’
’

古

陀螺仪线性理论和章动理论己碑砂喜手
, 分

成为指导各类陀螺仪表设计的理论基 础
。

迫随着技禾的发展
,

愈显示出重要性
,

因为

各类陀螺仪表都可能存在轴承干摩擦
,

或带有开关
、

性特征的力矩 器
。

陀螺力学中的
、

非线性向如感来

死区
、

饱和 滞环等本质非线

随着情度要求的提高
,

线性理论中被忽珊了洲卜线性项对运动的细散影响日益变得

不可忽视
。

静电场 磁场才硫体场支承的 自由转子陀螺仪的出现伴随着转子不受约束的大幅度

运动
。

考虑非线性因 素的陀螺运动是一种特殊形式的非线性振动
。

近二十年来
,

各荆卜线性振

动方法
,

包括几何方法或解析方法在陀螺力学中广泛使用
,

给这 门比较古老的力学学科注入
了新的内容

。

本文概述这听面的进展情况
,

并介绍刚体定点运动的一阶正规形微分方程组在
‘

夕邃 自由转子陀螺仪非线性问题中的应 用情 况
。

几 何方 法

顶点轨 迹 或陀尖轨恋 是陀螺力学用以形象地描绘陀螺仪运动特征的几何工具
。

进动
’

理 云臼沂确定的顶点轨迹正是一阶自治系酬拍勺相轨迹
。

设 山 为陀螺的内外环偏角
,

为转子动量矩
,

转子上的力矩分量 丈 ,

材夕只与位置

有关且不显含时间变量时
,

陀螺的进动方程为

舀二 一 夕
·

‘ ,

功
,

而 杨‘ 公
,

刀

将以上二式相除
,

得到一阶常微分方程

朔枷一叭 认 , , 械 , 、藏 , ‘
‘

方程 的奇点对应于陀螺的平衡位 置 不同的奇点类型对应于平衡位置附近顶蔚轨迹洒不何

类型
。

因此只要正确判断各个奇点的类型
,

就能定性确定陀螺顶点轨迹的 儿何性质
,

从而避
免寻求方留 解析积分的困难

。

以 线性理论为例 〔 〕

无阻尼陀螺摆或罗 经一一 中心

径向 修正陀螺垂直仪 —稳定结点

带阻尼陀螺摆或罗经 —稳定结点或焦点

对于非线性情形
, 上 述相平面法是分析自由转子陀螺全局运动图画的有效工具 在全秘

‘

范围内找出方程 的全部奇点
,

逐个判断每个 奇点的 类型
,

则全局范 围内的 陀螺顶点钒迹的

几何特征 且院全确 忘 图 为考虑转子离心变形静电陀螺仪的典型奇点分布
,

全局范旧内共
, ,介年协耳加 破到

,

那



有 个奇点
,

其中
一

个中心 才 个鞍点
, 。

‘ ·、 、 、

利员担平面法分析各种夺质 非线性力矩 作用

王的 那辑稼训砍早略的场
’

蓉
一

〔戮
、

、早
尸

。

解拆友法
,

陀螺 力学中的 近似 解析方法建立在对陀螺仪实际运 动的观测基 础止如陀辑的定钠堆和礴
动性是廉初级心观侧结果 一

现象 无定向陀螺极轴保 摘拙芝性 空间中确 定的 方位
,

力矩作用下极 轴夸惯推烹闻虫缓
慢地进动

。 、·

较精确的手段可观测到陀螺的章动 一
,

·

璐 陀螺脚在平均位箕狮作高麟幅有动允吞衣和哎辉辉砂的恶车衅保持惯
性 空不了漩 的方位

,

施作用下 极轴的平均位置 在惯 脏间中缓慢地进动
。

随着精度要求和量测技术 的提高 。观测到更精细的陀辉章动漂移现象
、

坐眨
口

无定翔陀螺极钟在平均拉置附近作高频微幅章动
,

同时极轴的平均位置在
‘

贯性

空向中搔慢地 ⋯漂移
,

,

上述各摔不同精度水锄 观测现象对应于浑林近似绪的葡词近雌耘甲竿齐鲜州啤 以

现象 为零次近似
,

现象 为一次近似
,

在线性理论范围内计算陀螺摆的章动规律 【
。

肠 年 比 以现象 为二次近似
, ,

考虑运动方程 州卜齐 次项
,

计算无 定向陀螺的章动漂

移
,

导出 公 式
。

以现 象 为零 次近似
,

还 可计算载体角振动引起的 陀螺 漂移

及其它动力学问题 〔 , 〕
。 一

动力调谐 陀螺仪是一种内卡尔丹环式的弹性支承雌探仪
。

由于组成珍螺仪的全部构件都

乡与高速 旋转
,

这视螺仪的力学原理 比一般框瓢级仪斡得多
。

科解次近似法
,

以陀

螺定轴性为零次近 似
,

计算平衡环的振动规律及由此产些哟对转子的力矩作用河求出转子在平
衡环力矩作用下的 一次近寸助进动规律和二次近似章动规律 〕

。

逐 次近似法往往与平均法概念同时使用
,

这是由于陀螺仪的自旋或章 动角速度远远高于

进动角速 度
,

以自旋或章动频率周期变化 的外 部作用对陀螺进 动的影响可 用其 平均效果完全

等效地代替
。 。

, ,
, 以不同 时间尺度为依据

,

提出在分析陀螺仪及受
一

控节体之间的相互

动力学作用时可遨循以卞原灿 讨论 陀螺仪的进动时 忽略 载休受控运动的过渡过程
,

讨论载

体的受控运动时忽略陀螺仪的进动 〔 」
。

几乎与 同时
, 犯 和 。

曲始 用小参数法独立地推出与 昭。 相同的

结果 【
,

〕
。

他以框架受 瞬时扰动后的起始角速度或经 常扰动的幅值作为小参数 。 ,

其零次
、

一 次
、

二 次近 似分别与上述现象
, ,

相对应
,

但计算过程忱较繁琐
。

小参数法也用于解决 自由转子陀螺 〔
,

’

或弹性支承 陀螺 〔它
,

· 「

了的动方学

问题
。

后者使用了双重帅可尺度
,

引 入尺度缩小的时简变量 二。 以进免长期 项困难
,

导

出钾力调谐陀螺章动运动的稳定性条件和章动漂移公式
。 ,

一

‘ ’

有时小参数法在线性理 论甲也能找到用武之瑙 例如幸旗摆式罗经第二类冲击误差时
,

、‘

二
一

岁

知



如将摆的偏置 角‘ 取作小参数
,

可使冗确 计萝工作变得十分简便

除逐次近似法或小参数法以外
, “君加碑 公式也可用其它近似解析 力法 学出

、

对 于考虑安

装误差梦转。动协不平衡。框架弹性变形
‘ 丫轴承摩擦

、
「

基座娜等实际 条件 卜
’

的
,

枢架陀缘声动

漂移问题
,

涌现出大量 文献
,

采用 各种近似解析 方法 导出漂移 计算公式 文献
,

正洋尽

地综述 了这个领域内 的研究成果
、 ’

年 。。。』卜 , 、。 提出用 ,

、吵 ,。
。

一砂币“
、

卜

衬对矿
一

渐沂法处理 以 下普遍军淦健的陀

螺运动方程组 峪

户 。 , 必
,

协
, ,

口
, 。 ,

日
一

感一 。。。 , 城沐衫
,

‘

衣
,

公、 ,

、

一次近似 与平均法等同
·

虽 然更高次的 近似
‘

往往 半随着麟黝勺计算过程 但原则 七使川渐近

可得到任意精确程度的 近截解
。

在关于框架陀螺章动漂移的文献中 , 渐近法的使用也 上分普
其法遍

、 「

多
补 下

、

一
‘

三
、

刚体定点运动抓规方程组

一
、

年肠朗纵阴神分析釉对称 自旋卫星绕质心转动 规律时
,

建
一

左动量矩坐标 系 “竹刃 从

轴与刚体的动量矩矢量万童合
。

以动量矩的模厅及相对惯性坐标 系的 角度坐标 。 ,

日
,

以

及 刚体相对 了 玛
·

的 角冲
,

。
, 印 作 为六维相空间中的 相坐标

、

导出 与 吩

行星 摄动方程类似的一阶止 规形微分方程组 「
, ,

一

卜切 口
少一育 阿、 从 ” 甲

一 丫 ““ “ 叨
’

、 、 ,

白一 弄呱
门

古从
·

丙 , ‘。 ‘ , 。‘, 侈 ‘ 中
一
‘,

六
一

分, ‘ 。 、 。 、二流
一而 〔洲二 。 , 中, 呱 , , 、

日一
一一

。

仆丫

少
二 一

其中
,

为刚体的赤道惯性矩和极惯性矩
, , , ,

为刚体的外力矩对 ‘

的投影
。

方程组 与传统的 方程相比
,

无论对近似解析分析或数值积分都具有明

显优点 , 因此也被用来分析 自由转子陀螺仪以代替 方程
。

无力矩作用时
,

从方程组 道接得到
, 。 , 。 ,

命
,

中的常数解 陀螺极轴围绕指 向

不变的动量矩矢量作频率为 ’的 们娜 于 二 运动
,

或 自然规则进动
。

有微弱力矩作
用时

,

陀螺的运动仍具有 自然规则进动的特征
,

但各运动参数 城 。 , 、

。
,

命
,

命随时 ’缓

慢变化
,

称为拟 自然规则进动
。

这时 个相坐标可区分为两组
, 。 , ,

。 为慢变量
,

中或
甲 为快变量

。

利用平均法
,

将正规方程组 中前四个方程右端的项以对快变量冲或甲的平均值

代替
,

计算各慢变量的摄动规律
。

其中 的变化反映转速的增长或衰减过程
, 。 ,

口 的变

化为陀螺的 漂移过程
, 。的变化则表示陀螺的章动阻尼过程

。

利用正规方程组可成功地处理有质量偏心的非轴对称陀螺的运 动 引
,

静电陀螺仪在

磁场中的运动 〔 〕
,

转子质心运动与绕质心转动互相 藕合的带有径向质 量偏心的静电陀螺

的运动 〔
, ,

以及振动 载体上 自由转 到沱螺接近谐振状态的运动 加了
,

后者除上述相

坐标外还对不同的谐振状态增加不同的 慢变参数
。
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