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一 引 言

目前叶轮机械的三元流动理论和计算都有了很大的进展
,

发展了各种各样的求解方

法
。

这些方法基本上分成两大类 一类是矩阵法
,

另一类是流线曲率法
。

这两种方法表

面上求解过程很不相同
,

但本质上都同属 于差分法一类
。

目前的矩阵法是对 任意二元流

面 或 流面 上运动方程组化成流函数中的偏微分方程
,

然后直接进行差分离散化
,

进而迭代求解 【‘一‘ 〕。

流线曲率法是在假设初始流线形状的基础
,

仁 从而通过数 值 微 分

和积分
—

通常的三次样条曲线办法是典型的一种办法
—

求得流线上的斜率
、

曲率等

几何参量
,

利 用常微分方程的差分法 如 折线法
、

常用的预测
一

校正 法 〔“ , ,

即

文献 一 的所谓
一

法
,

这种称呼是不确切的
,

求解速度梯度方程
,

然后用

积分形式的连续性方程进行流量校核和等分反插而得到新流线
,

再采用一定松弛因子而

进行迭代循环 汇“一

川
。

流线曲率法以其简洁
、

明瞪
、

内存量少
、

计算速度快的优点
,

得到了广大工程技术

人员的采用
,

而矩阵法由于稳定
、

可靠
、

精确度高等优点
,

目前也已有很大的发展
。

有

些文献指出 山 , ,

流线曲率法存在一个最大的缺点在于它的不稳定 性
。

〔
, 。〕指

出这主要是由于离散曲线的斜率
、

曲率计算不准 与样条曲线的端点条件有关 而引起

钓
。

但是
,

按照我们的大量计算结果来看
,

尚存在 另一方面的不稳定性来源
,

就是在流

场内出现局部超音速时带来的解的不稳定性
。

本文的主要 目的是
,

试图论证跨
、

超音速流场计算时流线曲率法存在的问题和应用

帅可能性
,

同时对一些基本性的问题进行一定的讨论
,

提 出一些粗浅的看法
,

以期引起

有益的讨论
。

二 流线曲率法解的不稳定性

为讨论方便起见
,

不失一般性
,

我们假设叶轮机械内的流动是等嫡绝热的
,

气体是

等
, 和 的完全气体

,

在等。 绕 轴 旋转的相对坐标系内
,

定常流动的运动方 程 组

为
、
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这是 一个六个 未知 函数
、 、 、 的六个方程组的边值问题

。

方程 有一个首

次积分 相 当于通常的 方程
,
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这里 是子午流线与 轴倾角
,

日为相对速度矢量与子午面夹角
, 。

为子午流线曲率半径
,
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。
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在文献 〔 〕中
,

我们发展了一个任定准正交面方法 , 把常用的准正交线的二元方

法直接拓广到三元求解
。

这个方 法的理论基础是
,

对流场内任一点
,

使得在该点 满 足

三个互不重合方向的速度梯度方程来代替 式
,

因此运动方程同样完全满足
。

有关

这方面的论证可参看我们的总结报告 ‘ 。

三个互不重合的方 向取作如下
,

一个方 向是子午流线方 向 的速度梯度方程
。
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这已不是一个常微分方程了
,

而是一个几何关系式
。

因为
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油 于流线曲率法是从假设流线位置和其上的速度分布出发的
,

因此沿流线方 向 的 方 程

并不需要求解
,

所以不存在任何问题
。

、

第二个方向是准正交线 回转而成的准正交面与 流面的交线方向
,

这时 〔川
‘ 。 , 。 。

、

二 —二 才、 十 十 气与 十 口 ,
一
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第三个方向通常取作 方 向
,

这时 〔川

。
二 二

与刃了 十 ,

其中
、

仍按 式计算
。

现在就用方程
、 、

来代替 式的三个方 向
、 、

的方

程 因此运动方程组仍然是封闭的
。

由于流

线在迭代过程中是已知的
,

流线上的流动量

也为已知
,

故 式自动成立
,

只要在 准

正交面上求解方程
、

就可 以

了
。

这是一般的三元流场的求解办法
,

对于

二元流场 如 或 流面 就只要解一个常

嫩分方程 或 就可 以了
。

原来的准正交线方法中
、 ,

项是在迭 代过程中
,

利用前一

,

、

次迭代的



和 日
、

值
,

然后对 日
,

日作为离散曲线应用样条求导数的办 法 而 得 到

的
。

一般在纯亚音速流场
,

这个过程虽有一点不稳定性 如
、 〔别 ’指出的求曲 率 的影

响
,

但往往还可 以使它收敛的
。

但是在接近音速或跨音速 出现局部的超音速小包 流 场
、 、

一
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一
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。
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计算时
,

由七瓮川六 计算往往会带来无法消除的不稳定性
。

从我们的多次反 复 计 算

巾
,

发现对于离心叶轮在高 转速时
,

叶片的 吸力面上往往出现局部超音速
,

这时解很

不稳定
,

无论用多大的松弛因子也无法收敛下去
。

而对 同一只轮子
,

在低 。的 同样工

况下
,

解很好地收敛达到所需的精度 流线变化的最大变功距离只有几丝
。

从巾间计
二

,
,

, ,

一
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一
,

一
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一 一
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,

算结果来看
,

在轮盖吸力面上
,

位沿 的 变化波动十分厉害 如右图
, 阅 此息生, 、
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可 ,
数值计算的实践给我们一个启示

,

就是在求解速度梯度方程时
,

必须严格

区分流动的 亚
、

跨
、

超音速 类型
,

并作出必要的措施以保证计算的解是其

实流体流动的近似解
。

只要仔细的一查
,

我们就会发现准

正交线方法
,

就是说它只限于适用于亚

音速流场
,

数学上就是适用于椭园型方

程约边值问题 实际上 目前大多数方法

均限于此
,

在出现局部超音速的跨音

速流场或纯超音速流场
,

目前的矩阵法

或流线曲率法均需要作 相 当大的努力才能够加以应用
。

国内 外有些人认为流线曲率法

很有希望 或理论上 可 以用于跨
、

超音速流场计算
,

我们认为不对这些方法的传统步

骤作根本性的改革和修正的话 正象差分法一样
,

不对超音速区采用特定的
,

有别于亚

音速区的差分格式的话
,

是无法扩展到跨
、

超音速流场计算的
,

即使计算收敛了也可

能收敛的不是真解 【‘ ’。

三 速度梯度方程的奇异性

方法的梯度 方 程 中
,

左端项
。

器实际
一

卜轰七含首音 速 奇 点

的
。

而这一点在他原来的计算中是被任意处理掉了 他用一个处处二阶连续的 样条曲线
、 , 、

, 。 , 、 、

二、 , 。 。 , 一
、 、 , , 、 ,
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,

达就仔玖衬二污百迷流劝甘异盯仕让公出现小村斌性
。

很多文献
,

特别 。轴流机械方面的文献 咖 〔‘。, , ,

〕
,

都推 、 , ’
斋

,
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。

由 百次积分式知 ,

生 卫已 二 工一卫卫
么

。
,
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,
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,
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,
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,

。

,
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斋
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一般在正问题时
,

按 ‘ 式知

· ·。夸器 器
。 日。 日

一丁户 , 一 一尸甲一万 气了丁一

但在工程计算 中
,

往往还有一种所谓反间题 〔‘ ’,

那在给定
,

的情况下
,

求解流面形状和气动参数的问题
。

这时显然应该用如下公式 ““ 〕

, ,

。

因此
,

把

对正问题

,

式代入 式得到

一

二一 “
。典

一

心
一 。 。 一

虹
一

粤筹
一 、 , 鹉 一 , ,

刁 〕
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其中 二 二 立竺一 为相对 马赫数
, 口 二 二

为相对子午马赫数
。

、 ‘ ‘ , ,

一
、 二 , , ,

这说明
,

尤化 叨 杆渭沉
, 一丁二一现 、从

。

项 都是含有奇性的
,

这个奇性是

与流动从亚音速到超音速转换
,

或运动方程组从椭园型转到双曲型方程的 边界 相 重合

的
。

关于正问题和反问题的奇点或转换边界的差异 即相对马赫为一还是相对子午马赫

数为一的问题
,

文献 〔 〕专门讨论过这个问题
,

下一节我们再来讨论这个问题
,

这

里只对正问题加以阐述
。

有了 式
,

问题就清楚了
。

速度梯度方程实际上是含有奇性的
,

像文献 〔
、

〕

那样用样条导数来代替
二 。

、
在跨超音速附近就不合理了

,

因而解就有可能引

起不稳定
。

在这种情况下
,

速度梯度方程 实际上具有如下形式

尘巴 二 红为里
,

一 二 艺

其中
,

是一个处处正则的函数
。

因此
,

要求解跨音速流场
,

必须有一种 良好的办法来处理形如 的奇性微分方

程
。

如果我们仍限于常规的差分格式 如预测一校正法 或硬性的避开奇性 如 〔 〕
,

显然是不能给出跨
、

超音速流场的真实答案为
。

值得提一下
,

文献 〔 〕也给出了一个类似的奇性公式
,

它指出对于给定 流 面 流

动

口小 , 乞 一

「
二 。 ,

、。 口
, 。 二

、
二 竺 二二二二 , 下 了二 二 气 一

一
”

户
气二一了 个 一 一

—
,

’

, ‘
人 、 , , 口中

, ,

玖一种口一

口 口冲项的奇性 即 , 时
, 口中一 , 与椭园型流动和双曲型流动的分 离 边 界

是一致的
。

四 常规计算方法的速度界限

现在我们要来讨论一下文献 〔 〕所指出的一个重要问题
,

就是常规计算方法 无

论是流线曲率法或矩阵法 能否计算到相对速度为超音速 而子午马赫数仍小于一 的

情况
。

许多作者 如
,

〔 〕
、

〔 〕
、

〔 〕
、

〔 〕
、

〔 〕等 认为
,

在反问题

时应该可以计算到这种情况
,

因为梯度方程尚无奇性
,

一直可算 到
。

〔 〕的

作者大胆地提出了不同的看法
,

认为 流面 无论正
、

反问题 计算时的流动分界点应



为 二 ,

文章还指出了 〔 〕的一些问题
。

这是一 个相 当重要的问题
,

特别对跨
、

超音速叶片的 设计和计算尤为兔安
。

我们认

为 〔 〕的观点和结论是正确的
,

但对 〔 〕提出的辩论证据尚不充 分
, 且没 有 指 出

〔 〕的 问题所在
。

〔 〕指出 〔 〕的推导 ,
“

旦吵
、 一

旦华旦 诸项实 质
卜

隐含 片 几阶导数奥“

, 协 二 , ,

二 。 , 。 。
, 、一二 。 ,

、拍 , 砂 仙 , 、 一 卜 一二 , ,、

不一 功 , 协 梦匕 各洲 御全吃刀 工 二尺 兰王乙日 产 刀 了成丁、午 卜勺 叫
一

。

这种指摘尚欠

明确
,

因为 〔 〕对 流面的正
、

反问题和 流面的正问题的方程中
,

同样有这样一些

项
,

然而结论却是完全正确
,

为什么在 流面的反问题时特别把这些项提出来呢 另一

方面
,

〔 〕又没有推导出反问题时的运动方程式
,

所以使人感到不能信服
。

然而
,

〔 〕指出
,

双曲型方程 超音速流动 是完全不同于椭 园型方程的
,

采用

椭 园型方程的常规方法米解双 曲型方程
,

往往会出现迭代发散或者即使收敛但不一定收

敛于真解等一些观点
,

我们很赞同
,

而这往往被搞工程的 同志所忽略
。

实际 巨
,

无论川

什么差分方法
,

只有 号虑到流场的类型才能进行差分化
。

由于超 音速流动的待性 如特

征线
、

倒马赫锥
、

扰动讯 号传播规律等
,

一般不能用亚音速流动的方法直接套用 到超

音速流动中去
。

即使是差分格式
,

对不 同的 区域也必须用完全不 同的差分格式
。

很多作

者认为
,

流线曲率法理论上 或有希望 可 以计算超音速流场
,

我们认为若不采用一些

特殊的办法是无法按照传统步骤 计算到跨
、

超 音速流场的
。

下面我们来看一个很有意思的例子
,

它可 以用来说明
,

若不区分流动类型而按常规

方法求解往往是会导致错误结果的
。

许多人认为若能够避开梯度方程的奇性
,

就可 以 计

算到超音速流场而得到的结果总是对的 如 〔 〕采用前一次近似值避开奇性
,

我们

认为这是不正确的
。

考虑 〔 〕提出的平面叶栅流线曲率法例子
,

对平面定常无旋的叶栅绕流问题
,

运

动方程姐为

无旋方程屯叙一即

口

口

口
, 。

,

—
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以
连续性方程

舍一
‘ 十

丫 台 等嫡关系式

令 、、 , , 二 “ ,

则可得到 方 向的速度梯度方程
了厅、、夕口

、 ,

丫 厂
下一 勺
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气一 一 名

各

一 丫 名

·

一奇
, 二 一 玉

其 中 二

斋为流线曲率
, 丫为绝热指数

, ·为音速
,

‘

下标 一 表示‘止参数
。

很明显
,

梯度方程 是含有奇 性 的
,

奇点在 名 里士
一

护一
·

这是与亚
、



切之序料汉
吹

·

戈
、

︸

一尸一一一
八溉寸万护勺叹一

火、 、、、

超音速的流动分界点重合的
。

如果我们现在来列出流线的正交线 方 向的速度梯度的话
,

会得到什么结果 呢 了 由

微分关系式知

一斋
·

备
一

斋

簇斋
十

备 斋

篇 十一一一

一

口
,

口
二 , 一 十 户下犷一一

口 口

甲 式知

口 。

口 口

口
月叮以 以

,

不丫一

日

口 口 。

一石一 一 万 尸一

口

,
、

口
以 二一一 二 一

一
一

二 。 压

其中 为流线方向弧长
,

为流线曲率
。

方程 是沿流线的正交线方向的速度梯度方程
, ’

已已不再含有任何音 速 奇 性

了
,

因此是否可以用 式加上常规的迭代步骤来计算叶栅的跨
、

超音速流场呢 显

然
,

这是不可能的
。

这个例子还说明了一个间题
,

就是方程 只是由无旋方程 导出的
,

没有

用到过连续性方程
,

因而无法体现出流动的不同类型 亚
、

超音速流动
。

这个性质恰

恰与前面讨论的准正交线方法一样
,

导出的速度梯度方程 也只用 到 动

力学方程和等嫡条件
,

而没有用到过连续性方程
,

因此方程 中也不出现奇性
,
而

。 、 。 , 、 ,
, 止 , 。 、

一 一 、 , ‘ 、 、 卜 ⋯ 一 卜 , 二

只有在用到连续性方程 后
,

把竿拌项表示成 式后
,

这时才出现 了奇性
。

因此
,

‘
”

‘ ’ “ 一 ‘

一 一“ 一
、 一 ‘ ’

” ’ 以 ‘ ’

阴
、 一 ’‘ 户、 , 封 ’ ”砚 月 叫 协 曰护 ,

我们认为速度梯度方程不出现奇性并不表示流动一直可以计算到跨
、

超音速 , 如果方程

出现了奇性
,

也并不能像有的作者 女肠 。 , 川 所说的那样
,

可以用前一次的迭代

一
, 、 、、 、

一 二
, 」 、 一 ⋯

‘ 、 、

⋯
、一

一值来代替令蓄就能够避开奇性
,

而一直算到跨
、

超音速
,

这样做往往会得到错误的结论
。

最后
,

我们来论证一下
,

常规的计算方法其速度界限到底是 , 还是反问 题 时

为
。

到 目前为止
,

对于 流面的正
、

反问题
,

流面的正间题以及真正 的 三 元



位势流动 如 〔 〕的方程
,

大家的结论是一致的 , 。

而对 流 面的

反问题
,

〔 〕认为仍应是 , 而 〔 〕和其它人认为是
。 。

我们认 为 〔 〕

的结论是正确的
。

产生表面分岐的原 因
,

可 以从公式 的推导 中看出来
。

在 一

,

作为给定规律后 〔‘ ’ 绝些项就给定了

是 “ 完全合理 ” 的
。

但是
,

这里存在两个问题

,

因此必然会推导出 来
,

石 来

一个是在设计问题 反问题 时
,

你人

为的给出规律
· , ,

是否一定是正确的 你能够保证它在相对速度为超音速时

但子午马赫数仍小于一 仍能符合你给出的这种规律吗 当然
,

有人会辩解说
,

我希

望设计出的轮子能符合这样规律
,

不是也可以 吗 接下 去就发生了另一个问题
,

就是你

按反问题 设计计算完成之后
,

得到了确定的叶片形状
,

这时你必然要按正问题灼方法来
“ 校核 ” 原来的设计

,

看看是否达到了原来的设计要求
。

这时我们 马 上就发现有一个 困

难
,

正问题灼流动分界点为
, ,

因此要计算 二 。

仍 必然要使 用 其

它的办法 如时间相关法
。

但是更本质的问题在于
,

在跨
、

超音速流场 时
, 。

, 。 , 、 。 一
、 ,

一
, 。 、 , 二 一 。 一

, 、 , , 、 , 、 ,

, ’规 律是无法正确给定的
。

因为
,

一方面按照 “ ’和 “ ’式可知
,

飞盗和

二 、 。一
,

。 、二 。 , “ , ,

一
。 , 。

一
, ,’ ,

一 一
,

一
、 。 一

焦竺竺一样在音速点有同样的奇性
,

从而兰井里几也有同样奇性 无穷大谊
,

另一方面‘ ’

一 目
‘

⋯ 「谬 ‘周 曰 “ 护 川 ‘一 ’ ‘ 、 ” ‘ ‘“ ’ ‘ ’ 川 ’一 、 了 目 、

一
‘ ’ 矽

“ 一

该奇性点位于流场的 二 的点
,

而 , 二 点位于流场何处
,

则必须 由解正问题才能

决定
,

预先是未知为
。

因此
, 。 二 ,

规律是无法预 先给定的
,

因为该 曲面在

流场的未知点上达到无穷大的斜率
。

所 以把正
、

反问题统一起来看
,

我们认为常规计算

方法的速度界限应为 而不是
。

这就是我们的看法
。

五 结束语

这里我们提出了一些关于速度梯度方程的奇异性问题和有关数值计算的速度界限问

题的看法
。

我们认为目前的常规计算方法
,

采用 传统的计算步骤是无法计算跨
、

超 音速

流场的
。

要计算像 , 或 流面的上跨
、

超音速流场 总的亚音速流场中含有局部超 音速

小包
,

有或无入形激波的情况
,

必须对不 同流场区域采用不同的差分格式 如计 算 跨

音速孤立翼型的 差分格式
,

考虑到超音速流场为特性 如禁讯法则
、

扰

动法则等 才能奏效
。

对于有激波情况
,

可 以采用加入人工粘性项约时间相关法加 以计

算 ’ , 。

对于有激波情况
,

我们认为是否可 以采用数值流体力学中目前发展的 方 法

和 等方法
’“ , 来解决处理激波的困难

,

当然也存在速度和 内存的问题
。

以 上 是我

们的一些粗浅看法
,

不 当之处希大家批评
、

指正
。
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