
轴 对 称 弹 性 体 的 有 限 元 法

网格结点自动形成

力学所十二室板壳组

一
、

月 蕊

,

在生产实际中
,

经常会提出一 些在轴对称载荷作

用下轴对称结构的应力分析 问题
。 ‘

往往由于结构的几

何形状复杂
,

材料非均质
,

采用解析法 求 解 是困难

的 , 必须借助于近似的数值解法
,

有限元法对解决弹

性力学问题就是一种强有力的计算工具
。

对于结构的儿何形状
、

约束情况
、

外载荷条件等

均对称于某一轴时
,

其应力
、

应变
、

位移分布也必然

对称于该轴
,

它们在园柱坐标系中
,

只是
、

的函

数
,

与 无关
,

可着作二维问题的特殊情形
,

被划分

的单元体是一 些园环体
,

结点是园环线
,

基本未知量

是结点园环线在径向和轴向的位移
。

本报告用轴对称问题的有限元法
,

采 用 在 面

上形成三角形网格的园环体单元
,

由计算机 白动形成

这些单元和结点的
、

坐标
,

计算了旋转盘 的 应 力

分布 , 并以均匀内压作用下无限长厚壁园筒的计算结

果与其精确解作校核符合得银好
。

厂 各 、
单元结点位移 王己 句 夕

气 。

‘

其中 ‘“玉 ’”

飞二 , “ ,

’
,

”

, 、

是结点 径向与轴向的位移
。

·

选取单元 的线性位移模式为

二

笋 。‘

由三个结点的位移
、

坐标解出系数
、 ,

代回式
,

得到

其中

〔 , ‘” , 一 〔,
,

, , , ’ · 〕

,

, 卜 △, , ,

住

矛 ,

下︸

一︸△

的
、

为
、

二
、

单元位移模式
,

结点载

荷
,

应力矩阵和刚度矩 阵

每一个三角形环形体单元均被当作是一个连续

均匀的
、

各向同性弹性体
,

其结点用逆时针编号
任一单元所受外载荷

,

按静力等效原则移置成

结点载荷
,

以 毛 表示
。

、 】, 如图一所示
。

‘ 二 〔 , , , 〕
, 、

是结点 的径向和轴向外载荷分量
。

厂 甲 、
单元的分布体载荷 的等效结点载荷为

广 , 飞

毛 · ‘ “

」〔 〕 ’

了
‘
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、、少吕
、气

单元的分布面载荷 的等效 结
”

点载荷
效结点载荷为

厂 、
‘ 二 〔 〕

气

厂 , 、

暇 , ‘

〔 〕
·

过 》
仁 ,

这里
, 二为 载荷作用表面与任何 角的 面相 交曲线

。

‘ 、一
单元内任意一点 所受的集中载荷少 的等

贬 , 夕

一般将受集中载荷作用的点取作结点
,

集中载荷即该
结点的一个结点载荷

。

结点载荷
‘ , 乡

, 。 ·

应力矩阵 〔 〕

轴对称问题的应变位移关系为

、‘盆卜产

式 代入得 乙 〔
, , 。 〕 度乙

’

、了少

江‘
‘

玩几叭产产火

一△
一︸一

﹄
‘已

厂﹄

其中

其中

〔 〕

, ,

, 一色匕 , ‘生

注意
,

在对称轴上 即 , ‘ , , , 。

应力应变关系 二 ⋯
一 二 ,

口

〔 〕

件 、 刃 认
一 卜 一 协

〔 〕
一 卜

拼竺屯
’

一 卜

林
一 卜

协 一 卜
匕一

一 卜

丛一
一 卜

一 忿协

一 协

口厂
万产、

⋯
、丫

将式 代入 得
《 〔 〕 〔 〕 色 ‘

应力矩阵 〔 〕 〔 〕
,

〔 〕 〔 〕

也
曰曰

、

其中
〔 一〕 二

一 林

名 卜 一 林 △

一

入、

多 ‘

‘
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竺一 ⋯

一 协

一工二卫卫二

一 协 ⋯
,

单元刚度矩阵

由虚功原理可 以得到单元的结点载荷与结点位移的以下关系

王
’

〔 〕
‘

乙
、 ’

其中 〔 〕一 ·
’

〔 〕
, 〔 〕

〔 〕

〔 〕 ‘

一
二

, 二

二 女二

子矩阵 〔 二 〕二 · 〔
·

〕
〔 〕

, , ,

将 〔 〕分成两部分 〔 〕二 〔 〕

〔 〕是相应 于 单元形心
,

处在

〔
, 产 〕

〔 〕值

了
‘

〔 尹 〕

由此可推得

其中

二
, 。 , ,

万 、

〔派 〕 〔 〕 〔 ‘ 〕

〕 兀 △ 〔 〕 〔 〕 〔

返 卜迎 ‘
协 一 卜 △ 仪 , 。 ,

, ,

不
。 ,

〕

石是形心处的
,

值
。

当单元网格足够小时
, ,

可 以 以虱
,

作为近似值
。

一

〔 尹 , 。

其中

兀

△

。。 、 。 、

「贬
。 。 。 。 〔 ’

『 一

亘
、少少 ,

三
卜刀 、 — 、

一

屯梦己 ‘·‘· 北 一 卜

卜 一 协

·
⋯ ‘广告

·

一
‘么 一

冬
· 一

劲 ,

『
,

一下尸一 —— 以艺

—凸 刀 △ 一
。二 , , 一 , , 二 一 二 , 二

。 一 , 。 一 一 。 一 一 ,

『
, ,

一
一州

月皿一

—
乙 二

—凸 刀 △

一 。 ‘

犷, 么 一 ,一名 , , 。 一 一‘

, , 二 一 。 , , 一 , 一 ‘一 。

么。 一 艺‘ , 。 , 恶 一 名 一 , 名 一 ,
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八 一犷
目

兰生

、 一 二 , ‘ 人二 一, 一 一 , , 千
、
人 。 ‘一 二 。 了 二 ‘。

二 一 。 二 , 一 “ 一 一 , , 二“ 吕 一 产 一 二 么

,名 一 。么 , , 么 ‘ 一 , ,

。二 。

一
。 一 一 一 , 一 △

‘ ‘ 一

一

了了‘、

一一

、、户夕
厂丫
、

二 一里渔二二‘
一 ‘

〔
, , 尹 〕是积分修正项

,

它是 由于单元内。 并非单元

形心处的值而 引起
,

当单无的任意两个结点在对称轴
‘

上时
,

例如点
, , 二 。 ,

由于对 称轴上径向位

移为零
, , 。 二 ,

于是 由式 解得

〕
。

“各 ”“的平衡 ”程“““

。,

可推出 二 叮 , 。 , 二 卫‘ 二 以 是常量
,

因此不

濡引进积分修正项
‘ ,

即
。

如果只有一个

结点在对称轴上
,

例如点
, , 办则式 中

是 无 穷 大
,

但 人 一 , 二 为零 当
,

几 沪
,

人 一
二 极限为零

,

因此式 中可略

去半径为零的相应 的对数项
。

当两个结点径向坐标相

等时 , 例如 ,沪
,

积分在点
,

连 线 下 不 存

在
,

因此可令 , 二 。 二 。

当 , , , 二 互不相等

亦不为零时
,

积分 中非对数项 后三项 自 然 消

失
。

三
、

求解结点位移
,

计算

应力分布
二 一 , “

了
一 「

前面 已得 出了轴对称问题的单元刚度矩阵
,

并且

外载荷经过静力等效移置成为结点载荷
, 、

于是对每一

个结点 可 以建立用结点位移表示的结点力平衡方程

艺 艺

一起
,

便得到
一

〔 〕 厦乙 二 ,

其中 〔 〕就是结构的整体刚度矩阵
,

实际上得到的

是一组以结点位移为未知数的线性代数方程组
,

通过

计算机解线性代数方程组来求解结点位移
, 然后由式

计算应力
,

结点处的应力可以用该结点周 围所

有单元在该点的应力值平均求得
。

三角形单元及结点坐标由计算机 白动形成
。

在附

录中给出网格及结点坐标 自动形成的方法
。

计算在 一 机上进行
,

并以资料 〔 中关

于 机上平面问题的有限单元法 迭代解 程序为

基础
,

亦利用刚度矩阵的对称性
,

采用紧凑存贮法
,

编制了网格 自动形成的轴对称弹性体有 限 单 元法程

序
。

计算 了参考资料 〔 〕中图 所示旋转盘 应 力

分布
,

结果与该文采用等参 数 单 元的结果符合比较

好
,

并将均匀内压作用下无限长厚壁园简的计算结果

以其精确解作校核符合得很好
。

二
‘

附录
’

网格和结点坐标值的自动形成

任何一个平面图形都可 以划分为若午个四边形块
包括曲边 四边形

,

如图二所示
,

现将它分为十二

个四边形块
。

四边形块内新网格的结点坐标位的产生

对于任意形状的四边形
,

‘

利用 “ 等参数 ” 坐标变

换来定出新结点坐标
。

如图二中第三块
,

将其 四个角

〔 , 。

〕健各
。 ,

,

程转方旋
艺

这里 表示对与结点 相连接的全部单元

右端为结点载荷项
,

由式 一

求和

求得

厂 、 、 厂 。么 勺

盘离心力体载荷 之 夕
,

是材料
从 少 从 少

密度
,

是角速度
,

园筒受均匀内压面载荷

立立立立 七七
图

·
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点和四条边中点顺时针方向取作八个结点
,

在该四边

形中建立局部坐标 佳
,

币
,

令四条边上的七与 , 值

分别为 土 ,

则八个结点在局部坐标系 七
,

币 中的

坐标如图三所示
。

作 “ 等参数 ,, 坐标变换

乏
丈

。

夕夕夕 夕夕 口口

夕夕夕 占占

”公【, 雌 句令砚知〔平滩公〔弓知

二

万
“ ‘ ‘

图

其 中

一
一

几 吸
任

一 昼 一 ” 七 , 自
生 一 乙 一

,工︸

奋
一 。 一 。 ,

一

一 畏么 月

。 七 刀 各 月一

昌 一 刀

要在四边形内产生稠密的新网格
,

不仅要给出八

个结点的坐标值
,

还要给出在七
、

方向上 进 行 再分

割的分割线数目 ,

分割线的交点即为新网格的结点
。

对于不 等距分割情形
,

可以利用四边形在局部坐标系

中的边 “ 中点 ” 对应整体坐标系中边的 非 中 点来解

决
,

即通过调整 “ 甲点 ” 如图兰的点
、 、 、

位置来进行不等距分剖
。

假定在 二 一 的边上分割成 段
,

该 边上旎
有 个结点 即 列

,

在 二 的边上

分割成双 段
,

该边上就有 个结点 十

列
,

为使程序编制简单
,

令 七 和 邑 两边

上分割段
、

数相同均为 段
,

两边各有 十 个 结点

行
,

当 与 相同时称 为 型 块
,

当
。 时称为 型块

,

当 孔 又 时称为 型

块
。

新网格的结点 由沿劝方向分割的分割线 以后 简

称行 和沿七方向分割的分割线 以后简称为列 的

交点组成
。

四边形块各条边上结点局部坐标值为

一一

含
‘一 。 “ 一 。一 ‘ ,

二 百
一 七么 一 勺

边 二 一 勺、 ,

乙 七 一

,曲口

。也就是八结点曲线四边形的形状函数
,

在结点

的值为
,

在其余结点的值则为零。

止 一 , , ,

⋯

七 二 一 。 一 ,

型块
, 又

边 二

七

么兔出

一 十 一

图
, ,

毛幻

⋯
, 么

一 一 二 ,

进行了上述 “ 等参数 ” 坐标后
,

局部坐标系 邑
,

劝 与整体坐标系
,

间建立了一一对应关系
,

于

是
,

只要给出八个结点的整体坐标值
, 戳

, , ⋯ , ,

则该四边形块内任意尸 点 氛

币 所对应的整体坐标
, ,

可 由 式
。

得到
。

班型块
, 一 》

边 色二 一

刀 一 大 一二丁 一 、 一 几 ,

,

⋯ , 。

乙
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边 七

月 了

, ‘ 、 , 一 。

一 十

—
气 一 少

、 , 气 , 乙 ,

七‘ ,

四边形块中第 行第 」列结点 坐 标 值 昌
, 介 由 点

住 , , ” 与点 代
, ” 的连线和 点 乙

,

刀 户 与点 咙
, 月‘ 的连线相交求得为

邑
七 , 一 七、,

月 七
。

二 一 一

该点对应的整体坐标值
,

可 由
。 ,

求得
,

以 〔
,

〕
,

〔
,

〕表示
。

如果四边形是直线边界或园弧线的特殊情况
,

则

并不一定要作 “ 等参数 ” 坐标变换
,

可直接利用两直

钱相交或园弧与直线相交的交点
,

定出新网格结点坐

标值
。

单元及结点的编号

把图二所示的图形十二块分别通过 “ 等参数 ” 坐

标变换变换到图四所示的图形
。

前面 已假定了同一块内沿 方向分割段数相同
,

因 此在图四 中
, 门方向具有相同分割段数的

、 、

块
, 、 、 、

块
, 、 。 、

块
, 、 、

块各组成一 组
,

即该图形划分为四大组
,

以 表示图

形划分的组数
。

为了适合于紧凑存贮的迭代解法
,

节省计算机存

贮量
,

要求结点号码适当编排
,

我们规定按组逐行逐

列编结点号码
,

如图四所示
。

各组沿 方向的分割段数以 〔 〕表示
,

, ,

⋯
, ,

第 组包含 的四 边 形 块 数 以

〔 〕表示
,

例如图四 中 〔 〕
,

每组的起始

块编号 〔 〕 〔 一 〕
,

每组的 未 块编

号 〔 〕 〔 一 〕 〔 〕
,

这里 〔 〕
,

〔 〕 〔 〕
。

下面将给出任一 四边形块内三角形单元总数
,

单

元在块内相对编号
,

结点数等的计算公式
。

第 组第

个四边形块
,

沿 ”方向分割段数为 〔 〕 ,

沿乙方

向分割段数至少为 〔 〕 ,

为使程序简化
,

假定 且

型块每行的分割段数是逐行增加一段
,

即在 ” 一

的边上的分割段数 〔 〕 〔 〕
,

在月 边

上的分割段数 艺 〔 〕 〔丘 〕 刀 〔 〕
,

型块每行的分割段数是逐行减少一段
,

即 〔 〕

〔 〕 〔 〕
,

〔 〕 〔 〕 型

块 〔 〕 。 〔 〕 〔 〕第 组第 块三角

形单元总数以 〔 〕表示
,

则

卜、夕

工型块 〔 〕 〔 〕 〔 〕

卫
,

型块 〔 〕 二 〔 〕 〔 〕 〔 〕 么

第 组第 块第 条 第 行与第 行所围区域
, , , ⋯ ,

〔 〕 的起始三角形单元编号 以 〔门 表

示
,

末三角形单元编号以 〔 〕表示 在该块内的相对编号

型 一 〔 〕 一 〔 〕 , 〔〕二 〔 〕 ,

丑型 〔 〕 一 〔 〕 一 么 ,

〔 〕 〔 〕
,

型 〔 〕 一 〔 〕 〔 〕 一 一 ,

〔 〕二 〔 〕 〔 〕 一 么 〕

第 组第 块第 行分割段数以 〔 , ,

〕表示
,

型 〔 , 旦 ,

〕 〔 〕 ,

型 〔
, ,

〕 〔 〕 一 。

兀型 〔
, ,

〕 〔 〕 〔 〕一

块内三角形单元编号 与所对应行号
,

列号 有以下关系

, 型 ‘

气拼
一 ‘一 一 〔 〕

卫型
二 ‘ ‘· 二 一 一 〔 〕一 一

。

, 型 ‘·‘ 一 一 〔 〕 〔 〕 一 活

第 组 以前的结点总数 不包括与 组公共行的结点数 以 。 〔 〕表示
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〔 〕
· , 〔卜

· , 〔 一 ‘

卜 万
〔 〕

·

艺
〔 〕

〔 , , ‘〕 ·

艺 〔 〕

〔 〕

〔 〕 〔 〕
·

艺 互 右 〔 〕 〔 〕

二 〔 〕

其中 〔 〕
,

〔 〕
,

乙 〔 〕 取值见注

第 行第 」列与第 行 」十 列所围四边形结点编号如图五所示
,

其结点编号 由以下各式求得

一 〔 〕
卜 行

行
二色上 互

·

互 〔
, ,

〕 ·

〔 一 〕

已 几
〔 〕

列 十 列

图 五

一

、砚,
十 盗二

〔 〕
· 〔

, , ‘
卜 艺

〔 〕 ·‘ 〔 〕

二 〔 〕 二 〔 〕

·

艺
”

〔 〕

〔 〕

〔 〕 一 乙 〔 〕 当 寺 时
,

〔 〕

、一、︸︸一气‘

当 二 时则
一

·

互

一 〔 一 〕

〔 , , ‘

卜 艺 〔 〕

〔 〕 〔 〕

么 〔 〕
·

艺
· 〔 , , ‘ 〕 · ,二‘ 〔 一 ‘ 〕

二 〔 〕

‘、万
一一

一 〔 〕
·

艺 〔
, , “ ‘ 〕 ·

叉 〔 〕

〔 〕 也 二 〔 〕

·“ 〔卜 艺
乙

〔 〕

名 〔 〕

〔 〕 , · ‘一 , ,

叉
〔 〕 ,

〔 〕

十 ,

乏
〔 〔 〕〕

其 中 二 〔 〕

〔 〕
〔 〔 〕〕

〔 〕见注

‘ ,
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结点
, , , ‘的坐标值为

〔 〕二 〔
,

〕

〔 〕“ 〔
,

〕
,

〔 〕二 〔
, 〕

〔 〕 〔
,

〕
,

〔 〕

〔 〕

〔 〕

〔 〕

中
,

〔 ,

〔 ,

〕,

〕

〔 , 〕,

〔
,

〕

这里 。
,

〕 , 〔 , 〕由 一 求

褥
,

将四边形 吓 ‘连线 以其较短 对 角 线分

成两个三角形单元
,

令己 为
、

连线 的 长 度
,

“ 为点
、 ‘连线的长度

,

按三角形单 元结点逆时

针编号
, 则

若
,

当 时 或 一 〔 一 〕
,

当 时

为奇数号

当己 》 ‘ 时
,

三角形单元结点取 卜
、 。,

当 ‘ 时
,

三角形单元 结点取
, 一 , ,

若 当 或 一 〔 一 〕 当 为偶数

号
,

当 三 一‘时
,

三角形单元结点取
, ‘ , ,

当 ” 时
,

三角形单元结点取
, , ,

若 二 〔 〕
,

则对 型块取
, ‘ ,

对 型块取
, , 。。

这样
,

第 组第刀块第 行再分割 形成的

三角形单元
、

结点号码和结点坐标值便可得到
。

〔 〕

结点总数 一‘ 〔·‘〕 ·

乏 “ 二
一 〔 〕

〔 〕二 〔 〕 〔 〕,

时

〔 〕若第 组第 块第一行始结点编
一

号

大于同组中第 一 块在该行的末结点 号或当第 一

块不在该组时而它大于第 一 组末行 始结点号时
,

〔 〕表示两者的差值
,

否则 〔 〕为 零
,

例

如 〔 〕 二 〔 〕, 〔 〕 〔 〕

〔 〕 若第 组第 块末行始结点编 号

大于同组中第 一 块末行末结点编号或当第 一 块

不在该组时而它大于第 十 组第一 行 始 结 点编弓

时 , 以 〔 〕表示前者跳过的结点个数
,

否则

〔 〕为零
, 例如 〔 〕 〔 〕一 , 〔 〕二

〔 〕

“ ’“ ‘ 〔 〕 , 二 〔 〕钾

〔 〕二
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