
环筋园柱壳静水压力作用下整体弹性屈曲

力学所十二 室板壳组

环筋中心间距

一
、

引 言

环筋园柱壳在静水压力作用下弹性整体失稳间题

已有较多人进行了研究
。

一般以材料的正交各向异性

壳来处理 , 并采用扁壳假定 , 例如 〔幻把环筋

壳折合为单层正交异性壳 , 即不能考虑环筋的偏心影
‘
响 , 同时也不知道扁壳近似将带来多大的误差

。

等 〔 〕 〔 〕曾分析并计算了偏心效应 , 但仍

采用 了扁壳近似
。

本文采用 〔 将环筋园柱壳当作一多层壳

处理 的理论 , 考虑了环筋的偏心影响 , 推导出环筋园

柱壳在静水压力作用下计算临界载荷的弹性整体失稳

方程 , 同时推导 出扁薄壳
、

薄壳等简化情形的弹性整

体失稳临界载荷公式
。

本文还对 的近似公

式作一偏心效应的修正 , 给出较简单的环筋园柱壳在

静水压力作用下考虑偏 心影响的弹性整体失稳临界载

荷的简化公式
。

本文在常用尺寸范 围 , 作了大量计算 , 将各种简

化假定的计算结果与较精确的 理论的 结果 进

行了比较和讨论
。

计算结果表明在常用参数范围内简化公式
·

与较精确的 理论结果比较在 以内符

合 , 因此在工程计算中推荐用
·

的简化公式
,

同时看到当周 向波数 三 时由扁壳假设产生 的 误差

可达 以上
。

关于偏心效应 的计算结果表明在静水

压力作用下 , 内加环筋园柱壳 比外加环筋园柱壳有较

高的临界压力
。
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园柱壳静水压力作用下平衡方程

器 黔
巴 一 , ‘

豁
“

骼
, 一

零 韶
。

二 了
占‘ 二丁一 了 代二一

一 一 二二甲 ‘

尺 、

十
、

掣毕、
一

了粤契
一

契、
盖 、 山

丝竺
、

旦里竺
名

么 。

了 一面狂一
么 二

, ,

一

一
、二

己

·

嘿
迎 一 骼

一

箭 髻器 卫旦兰
名

二

选择满足简支边界条件 。 二 二 二 。 的挠度函数

二 , ‘”
·

云 等
以屁

。

刀 」五
户

工一

代入
。

得到
、 、

的三个线性方程

, , ,

各系数如下

止兰
名

“ 十“ , · ’ ·

警 一 、

一 里二兰 一

, 一 ,

一名
二

〔
人 卜劲

、

〕一号
‘ , 、

等
皿‘ 万 。

砂小
‘

静
一 人 之 一 ”

壹 若 〕
一 , 一

劲 二竺
昌

么

‘ ,

粤
。 一 一

兰二二 , 。 厂五

一 八 ,下 一 盆 〔 名一

“ 幻 佘 名一

十 ‘

〕
一

〔
· 人绩

一 “

若 一

等 一 厂



由其系数行列式等于零便导出临界载荷方程

·

是 子的三 次方程 , 其最小根瓦 即为临界载荷参数
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、
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。

又翻应的 ,
、
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,
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, 这同时反映了扁壳与薄壳的假设

爪

在平衡方程
·

第二式中忽略反映横剪力 的第三项 , 即忽略
。 二 。 ,

一二犷
,

万
,

一 甲 、一一二尸 一 叨弓 ,

口
这也反

映 了扁壳假设

, 。 、
, 、 ,

, ,

、 , 民闪三 认 , 石
,

二 认

几

由以上假设可得到环筋园柱壳内力
、

内力矩为

豁
魂 ·

食带
一

餐, ” ‘一 ‘ 一 , 。

么丫

。 责器
一

劲
二

号
” 食

二 。 日
」 傀二 一 么

么 一
￡ 一

向

丁一 么

二 住 十

器

器
二

业

。 么

一
‘、

气万丁犷 ”哀寸
一 一

面籍爵
、

咎 毕 食箭
一

贵
一

导
‘, 。 · ,“人 , 下

名 名

一一 一

一 一

食 一 一

园柱壳静水压力作用下

己 己

平衡方程

乡丝三

瓷
。

袋
“

鲁

二
。

, 么 。

,

尸

一
口 己日

, 么 。 。 甲
甲 了 一下石了矿 甲 、 一 不犷万二

几 一

卫里
名

,

选择满足简支边条件的挠度函数

扁薄壳近似下载荷无量纲参数

, 代入 同样可求得临界载荷公式 , 以石 表示

得到临界载荷公式为

石‘ , 二

匹狱
‘ ·

刹
、

气



其中
尹 二 , 一 盆 卫

灯
尹 一 型‘

名 ‘

么 么 一 “ 一 , ‘

〕
, ,

一

念 号一 一 粤
产 ‘ ,

等
, ,

一 盆

钊
“ 十

劲
“ ‘ ‘

粤 一

厂、
忿

一 , ‘

〕
·

粤
“。 一 “ · , ·‘

在没有环筋的情形下 ,
·

化为 公式
、

菊壳近似下临界载荷公式

基本假定 在前一节 第 节 的基础上 , 保留平衡方程 式第二式中反映 横剪力 。 的 第 三

项 , 并保留由挠度 所引起的 方向曲率 变化

力
、

内力矩为

』一
艺

, 这两项是通常扁壳假定所忽略的项
。

于是环筋园 柱 壳内

平衡方程

器
·

鄂
一 。

鲁
十

要
一

钊
。 十

其丛迎 、
、

。
、

‘

。

。
,

。 。

二、 二丁 甲
。

自 一一二 , 一 二卜二,

乙
己

一登
一

,黔
十 “ 。

一以
卫退里 访



、飞尹
,

曰产几‘,尸公

伺样 , 选择挠度函数
· , 表示此种近似下载荷无量纲参数 ,

一

临界载荷近似公式为
﹃

以

‘工

。
二 代 二‘ 一 一一 一

州

七 宁
」习通‘ ‘ 、

一
二 十 自 一
艺

其中

一
一 ·

众
· 一 一 么 一 号

一

一

一 鱼污兰 〔
么 , 一 “ 一 ,

〕
一 ,

—
艺 〔 么 么

‘

一
,

〕
三二卫

名

么
、 , 。

气挑
“ 十 爹一 一 早

一 ‘

伽
· 三升小 〔

‘ ·

粤
一

粤
一

早 〕
十

厂
‘

“
、

、

眨又
上 十 八 , 下 气艺 八 , 一 八 , 一 八 ‘八 ”一 十 八 , 、八 乞 一 八‘ ’ “ 一 十 ‘八‘ 气 一 ’ “ 一 ,

‘
一等

· ·

早一
一

罕
‘

一 罕
‘ 、

考虑了横剪 力 但 忽略带的临界载荷近似公式

, , ‘

基本假定 在第 节的基础上 ,

对平衡方程考虑了横剪力 。 。

环筋园柱壳内力和力矩仍采用
·

式
。

平衡方程

一

“

癸 鄂
“

豁 瓷
一

鲁
“

鲁
口

偿豁
十

音

。

旦李黑旦 一
口

名 卫丑乡 么

名
二

、,‘

户‘同样选择挠度 函数

二 丽蔺
,

, 求得临界载荷公式 , 以 云 表示这种近似下载荷无量纲参数

·

子
, 。

么 么
‘ ‘ 一 “ ·

粤
一

气生 〔
‘ “ ‘ ·“ ,

么 一 名 〕
一

导
一

一 〔
‘ ‘ ·砂 ”

一一一一

中仇其



,
、、名 名

、、刃
,人尸

一 生二工
·‘

’

了旦
‘飞、

生二竺 一 一 〔 粤
一

牛
一

鲁〕‘、、

一一
扩

且

厂 二
‘

、
, , ‘ 、 。

卜
。 ‘ ,

, 贬又
土 , 八 ‘了 气乙 八 , 一 八 ’ 一 八 , “ “ , 几‘ 、几 一 几‘ ’ “

名

一

叭 飞
、

, ,

旦 、 、

互
一

卫生 、
、 夕 、

一 ‘

,

祥等生 一 , , ‘

‘

、

简化公式
‘ 给出的环筋园柱壳在静水压力作用下弹性整体失稳的临界载荷 , 由园柱壳 拉伸刚 度和环 弯曲刚

度来表示 , 即

一 爵
·

会 飞汀

‘“ , 一 十 , 十 ”名 , “

。

式中未能反映环筋的偏心效应
。

这里 , 我们对环弯曲刚度项稍作修正 , 式中 取环筋壳的组合惯性矩 ,

并 以环筋 形心到园柱

壳中心轴的距离 这里 一 代替该项中 , 得到

一 一二下二丁 , 一 , 二 , 十 ￡碑二二 ,

一 ‘ “ 一 ‘

等
, ‘ “ ,

以 ‘ 表示简化公式下载荷无纲参数

‘ 一 恶 一

一
一

一
一一一一一飞二二一一一一 , 一 。

声
龟月二

日 一
一

一 ,
’

‘ 昌 ”勺 ’

四
、

计算结果与讨讨

本文采用从 住 理论出发的较精 确的 方程

哎 和近似公式
· 、 一 、 、

析讨论 。

取近似公式
、 · 、 、

·

忿 的计算结果
。 ‘ 与较精确的方程

·

·

对常用参数范围作了大量计算

到 间的值
,

冬取。 。。 到 。 。 间的值
找

, 。

气、 一 上伏 乙

找

偏心距参数

音卜
· ,

会 。
·

’ 万器“
·

, 并计算了

丑 模型五种 以及一组实验参数〔 〕。
‘ ’

为便于分析
,

部分结果列入表一 —表六
。

由于

篇幅所限 , 大量计算结果没有列 出 , 仅给出结果的分

, ‘ 一 一
。 」一

、 、 ,

。
,

。一云
, “ ,

瓜的结果
。 ,

相比的相对误差为
。 ￡二二丁

巴

一一
,

二 , , ,

计算表 明在常用参数范围内 , 当轴向半波数 为

时 , 求得环筋园柱壳均匀静水压力作用下的最低临

界压力 , 并有以下结论
、

计算表 明一般对外环筋环壳 , 。 , 即

·

式的结果 “ 与精确 结果
。

比较偏大
,

对内环筋一般 。 。 , 即
·

的结果 与精确结

果
。

相 比较偏小 , 当环筋很弱时 例如 环 筋 壳组合



惯性矩无量纲参数点
。‘ , 不管是外环筋或是

爪

内环筋精形 , 通常
。 “ 均 比

。

小
,

且在非常用范围

时 例如典
。 ‘川

。 会超过 。 在没有
’ “ ‘ 户 ’, 一 ”

一“
‘

一 “ ’ 公 一
“ ’ 协 曰

环筋的极端情形下误差值 。 达到最 大值
,

其值与

壳长
、

壳厚有关
,

壳越短越厚 司 越大
, 表 四给出

、

、
, 动 卜 , , 。 , 。二 , 」 ,

、 二 、
, , ,

、
, , , ,

这些非常用参数范围极端情形的部分结果
。

例如共 二

一 一
’ · ’ ‘’ ‘

” 一 一
’

一
卜

一 一
’、 ”“ ‘ ”‘ ”一 一 ” 一 ’一 。 “ ‘

比较在 以内符合 , 因此 在工 程计算中推荐 采 用
息

·

的简洁公式
。

、

大量计算表明 , 薄壳近似公式
·

计
算结果的相对误差一般小于 , 最大不超过 ,

因此
·

可代替较精确又较繁复的公式
·

。

、

关于扁壳近似公式 的适 用范围 ,

大量计算表明当周向波数 大于 时
,

由扁 壳假 设产

生的“ 差
。 一 。

。

小于 ’

。 , 。 ‘二 , 一 , 比 , 一 。
, 。 尸 。 , 。

乙 , 石
一 乙 公夕口卫 少侧

’

妙 , 。 一 旦
长

表一给出一部分周 向波数 蕊 的结果
, 从 表一看出

对 等于 和 时扁壳近似公式式
·

的 误差
可达 以上

。

同时大量计算表明
,

对 于考虑 横
大最计算表明在常用参数范围内简化公式

·

剪力 。影响
,

而忽略曲率 变 化中的共项的近似公式
的 结 果

。 ,与较精确的方程
·

的结果 相 从

裹一 周向波数 三 的部分计算结果

月⋯二 ⋯二到二 ⋯二⋯二 ⋯坚竺竺兰竺巨鹦巨兰些竺竺卜二竺一卜二毕导
吧

一竺二 竺
一

卜里一引哩翌竺些些互竺全些燮生一兰兰一卜竺竺一
】

·
” 』

‘ 一 ”
·

犷“
·

巴
·

”月吕即巴些 ‘ ”
·

“ ’ ‘
·

“
“

二且竺一



, 、 ‘
一 。 二 。 。 。 , 一

·

艺 的误差 “ ‘ ‘ 。二 口遭‘二一些
一一 当

。 、 。 ,

周 向波数 》 时均小于 , 只有当 时 ‘ 才

会达到 以上 , 这说明 只有在 二 的情形 , 由
一

算 弓起的曲率变化项才不能忽略
。

么 ‘ ’ ”‘ 户
, ’

一
’“ 乃

一 ’ ‘ ‘
以

’

一曰 。

、

关于 确心效应 , 在我们所计算的大量常用参

数范 围内 , 在静水压力作用下 , 内加环筋园柱壳有较

高的临界压力
。

能提高临界载荷 , 但对内

值 内 外影响不大
。

外加环筋壳的临界载荷比

壳长度与壳半径 比值赞的影响 由表三“

出当策增大时临界载荷下降
,

但对偏心效应 的影响不

, 、 , 。 , 。。 从 。 ,

一 一 五
、 上 明璐 曰 肪巳 下丫 则路“回 于匕节 、 节 、 一子不一 、

一 一
八 几 且

今
二取值不变时 , 由表二知道

,

偏心距越大
, ,庙界载

一 ’

一
’

一
’ ‘ ’

一
’

” ’ 犷 “ “ 乃 ,
‘

囚 , ’

训

荷越高 用 内和 外表示内加环筋园柱壳和外加环筋

园柱壳的临界载荷参 数
,

偏心距越大 , 内 外越大

在我们计算的参数范 围内 内 外可达
。

同时看到

, 即环筋形心在壳中面上时临界载荷最低
。

幻 环筋惯性矩 。 的影响 从表二看出 ,

一
, ,

二
卜
二

矛
、

瑞一
,

会 取值不变时
,

增加惯性矩
。

’ ” ” , 尸目 刀“ 以 ’工瓜
‘ 。

大
。

‘ , 计算表明奇对临界载荷及偏心效应 的影

响不大
。

、

与 计算结果的比较
’

表五列出对 五种模型 的计算结果 , 并
“

给出 的计算结果石
、和予

, 以及 ‘ ,

对其 中两种模型的计算结果
。

从计算结果看出 , 由子 的计算 不 考虑

环筋偏心效应 , 即外加环筋截面当作集 中在中面上 ,

其计算结果均 比
·

的计算结果
。

大 对其模型

和 , 甚至误差达 , 偏心距越大误差越大
。

我们看到 在扁壳近似下对 其 中两种 模型的

计算结果与这里按薄扁壳近似公式
·

计算 的

结果是完全一致的
。

上一当在

表二 偏心效应影响的计算结果

石内内
。 。 。 。 。 。

歹歹歹外外外
。 。 。 。 。

内 外外外
。 , 。 。 。 。

厂内内
。 。 。 。 。 。

石石石夕卜卜卜
。 。 。 。

内 外外外
。 。 。 。 。

内内
。 。 。 。 。 。

石石石夕卜卜卜
。 。 。 。 。

内 外外外
。 。 。 。 。

云内内
。 。 。 。 。

石石石夕卜卜卜
。 。 。 。

内 外
,,, 。 。 。
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色
··
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⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
夕 夕外外外外外外外外外外外外外外外外外外外

。 。 。 。

峨

内 外外外
。 。 。 。

内内
。 。 。 。 。

外外外
。 。 。 。

。 。 。 。
。。。。 。 夕。

·

表四 不常用参数范围及无环筋情形下 〔简化公式 误差较大 〕的计算结果

互 上 立
互五丁

。 ,

。 。

。 。

。 。

。 。 。 。

。 。 。

。

。

一一 。

一一 。

一一 。

一一 。

。

一兰一 ⋯缨一
一 ·

。 。 一 。

。 。 一

。
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一 。

一 。

。 。 一 。

。 一 。

。 。

。

。

一 。

。
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卜兰二一
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·
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石
。

。 。 。 。 。 一 。

一一一一 。 。 。 。 一 。

。 。 一 。

。 。 。 。 。 。 一 。

一一一一 。 。 。 。 。
一 。

。 。 。 一 。

。 。 。 一 。

。 。 。 一 。

。 。 。 一 。

。 。 。 一

表五 对 立 模型 “ 计苏结果

。 。 。 。 。

。 。 。 。

一 “
·

“ ”
·

“ 一 一 。 。 一 。 一 。

。 。 。 。

五 。 。 。

” ” ”
。

二
。 。

。 , ‘ 。
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〔 〕计算中取 二 的结果

⋯取 〔 〕 计算结果

二 〔 〕中 由该文章公式 计算



表六

、

⋯
一 、

⋯
“

与实验结果〔 〕的比较
, 《。

录

⋯
瓦 丫

名竺 ⋯ ⋯竺
二竺竺竺

子二里型兰里兰生⋯二竺一
。 。 一 。

。 一 。

。 。 一 。

。 。 一 。

赢石 。 。 二不硫 ⋯

。
··

通三三 瓦
,,

邝邝 令 诬诬 只 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。

。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

。 。 。 。

、

与实验的比较

表六给出七个模型装置 的实验结果 与本 文计

算的结果 , 绝大部分实验结果均 比所有计算值低
。
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