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多自由度非线性随机系统的响应与稳定性 ∗
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摘 要 响应与稳定性分析一直是随机动力学研究的热点, 发展预测随机响应及判定系统响应性态的方法具

有重要的科学意义与广阔的应用前景. 本文综述了有关多自由度非线性随机系统的响应与稳定性的研究. 首

先简介用于随机系统响应预测的Fokker –Planck –Kolmogorov方程法、随机平均法、等效线性化法、等效非线

性系统法和Monte Carlo模拟法, 评述其优缺点, 进而讨论了多自由度非线性随机系统响应的精确平稳解、近

似瞬态解的研究现状. 然后介绍了随机系统稳定性分析的两类方法, 即Lyapunov函数法及Lyapunov指数法,

并综述了多自由度非线性随机系统稳定性分析的研究现状. 最后给出几点发展建议.
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1 引 言

在自然、工程及社会领域中不可避免地存在

随机激励, 诸如大气湍流、海浪、路面或轨道不平

度、强地震引起的地面运动、电压波动、股市波动

和生物群体波动等. 随机激励作用下系统的动态

响应与确定性激励作用下的响应有天壤之别. 因

此, 平行于确定性激励作用下的动力系统的特性

问题, 必须研究随机激励作用下的动力系统的特

性问题,即研究所谓的随机动力系统.例如,研究不

平路面上车辆的振动, 道路表面的不平度施加在

车轮上的位移扰动为随机激励; 研究风载作用下

悬索结构 (悬索桥的缆索、电杆上的电线等)的振

动, 脉动风为随机激励; 研究大气湍流对飞机的作

用, 大气湍流为随机激励; 研究海浪对轮船和舰艇

的作用, 波浪为随机激励; 等等. 随机激励与确定

性激励的本质区别在于: 后者可用时间与 (或)空

间坐标的确定性函数来描述, 而前者只能用概率

或统计的方法描述. 随机激励可以是外加的, 也可

以通过使系统参数发生随机变化而起作用, 后者

称为随机参变激励. 另一方面, 动力系统总是含有

各种非线性因素并体现出或强或弱的非线性行为.

例如, 材料黏弹性和弹塑性行为、构件大变形、机

械部件的间隙和干摩擦、控制系统的元件饱和、控

制策略非线性等. 非线性系统的行为偏离采用线

性模型的预测结果, 并在许多情况下和线性模型

的预测结果有本质不同. 系统的非线性可以表现

为非线性恢复力, 非线性阻尼及非线性惯性. 为了

能够反映问题的本质, 相当部分问题必须多自由

度非线性系统描述,如大型旋转机械系统、电力系

统、复杂生物网络系统等. 因此,研究从自然科学、

工程科学及社会科学中抽象得到的多自由度非线

性随机动力学系统, 发展预测其随机响应的方法

及判定系统响应的定性性态等具有重要的科学意

义与广阔的应用前景.

本文主要论述近年来多自由度非线性随机

系统的响应和稳定性的研究进展. 第 2节阐述多

自由度非线性随机系统的响应, 介绍了四种分

析方法, 重点讨论了基于FPK(Fokker –Planck –

Kolmogorov)方程法和随机平均法的系统响应的精

确平稳解及近似瞬态解. 第 3节阐述多自由度非线
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性系统的随机稳定性, 侧重概率为 1稳定性. 介绍

两种分析方法: Lyapunov指数法和Lyapunov函数

法, 并讨论了两种方法与随机平均法相结合的随

机稳定性分析方法. 由于笔者水平及阅读范围所

限, 本文只提及极其有限的一部分结果和文献.

2 多自由度非线性随机系统的响应

五十余年来, 已发展了许多预测非线性随机

响应的方法, 诸如FPK方程法、随机平均法、统

计线性化法、摄动法、等效非线性系统法、矩函数

微分方程法及各种截断方案、拟静态法、级数解

法、虚拟激励法、Monte Carlo模拟法等,大部分方

法在系列专著 [1-9] 中已作了详细论述. 这里简述

多自由度随机系统分析常采用的 4 种预测方法.

FPK方程法是分析非线性系统随机振动问题

的有效工具. 其基本思路是: 由系统随机微分方程

导出FPK方程, 并在适当的边界条件和初始条件

下求解该方程, 得到系统响应的转移概率密度 (或

无条件概率密度), 该方法是非线性随机动力学分

析中理论最严密的一种解法. 然而, FPK方程法要

求激励必须是白噪声 (对某些特殊随机激励情形,

如有理谱密度情形, 也可以通过增加Markov过程

维数的方法直接导出相应的FPK方程), 响应必须

是Markov过程. FPK方程法对系统非线性强弱没

有限制, 只是对非线性强的系统FPK方程可能更

难求解. 由于该方法理论严密, 其精确解常常作为

判断其他各种近似方法精度的基准. FPK方程的

解析解难以得到, 已提出一些研究以FPK方程为

基础的近似解法. 然而, 对于高维FPK方程, 这是

一个很大的挑战.

随机平均法是处理随机动力系统问题的一种

有效近似方法. 应用随机平均原理可以证明, 在

一定条件下线性或非线性动力系统对非白噪声激

励的响应可用扩散过程近似. 该近似扩散过程

的FPK方程的漂移与扩散系数可由原系统的运动

方程经适当的随机平均 (或随机平均连同对时间

的确定性平均)得到, 求解这个平均FPK方程可得

原系统响应的近似概率密度, 进而得到各阶统计

矩. 随机平均法的优点在于: 经过随机平均和确

定性平均, 使原来不是扩散过程的系统转化为扩

散过程, 平均系统的维数大大降低, 且保留原系

统的主要特征, 这样就可以采用较低维的FPK方

程分析系统特性. 正因如此, 随机平均法在非线

性随机动力学研究中有着广泛的应用. 其中主

要的有标准随机平均法、能量包线随机平均法、

拟Hamilton系统随机平均法和基于广义谐和函数

的随机平均法 [9]. 标准随机平均法的一个缺陷是

不能计及非线性恢复力对响应统计量的影响, 另

外 3种平均法则没有这个限制.

等效线性化方法又称统计线性化法, 是确定

性非线性系统的等效线性化法在随机动力学领域

的直接推广. 该方法分别由Kazakov, Booton和

Caughey独立提出, 通常用来求解弱非线性系统的

响应统计量. 其基本思想是: 以线性系统等效替

代原非线性系统, 使得原系统按照统计意义上误

差最小的原则化为形式上的线性随机系统. 等效

线性化法由于其灵活性在多自由度系统近似分析

中获得了广泛应用. 该方法的局限性在于: 激励

必须是平稳正态随机过程, 响应的分布是接近于

正态分布的平稳随机过程; 虽可得到可靠的响应

均值和均方值, 但是相应响应概率密度估计可能

很不精确, 特别是在尾部区域. 因此, 学者们提出

了各种改进方法 [10-13], 例如Tail等效线性化法等.

由于该方法用线性随机系统近似替代原非线性随

机系统, 因此其致命缺陷在于不能适用于强非线

性随机系统. 由此, 人们进一步发展了等效非线性

系统法 [9]. 与等效线性化方法不同, 该方法以某个

具有精确平稳解的非线性系统替代给定的非线性

系统, 从而保证了原始系统的非线性特性. 该方法

特别适用于预测具有本质非线性特征的强非线性

刚度、非线性阻尼的随机系统响应. 目前, 等效非

线性系统法在多自由度系统中的成果十分有限.

Monte Carlo模拟法是非线性随机动力学中最

通用的数值分析方法. 其基本思路是: 首先产生

大量的激励样本, 对每一条激励样本计算系统的

响应样本, 然后对响应样本进行统计分析, 得到系

统响应的各阶统计量. Monte Carlo模拟法原则上

适用于任意线性、非线性系统,且能获得随机响应

的完整信息. 其主要缺点是计算成本高, 计算精度

取决于样本个数. 在实际应用中, 当不存在精确解

时, 该法通常用作确定其他近似方法精度的基准.

其发展状况详见综述文献 [3, 11]. 该法用于分析多

自由度非线性系统时, 计算效率有待进一步提高.

限于篇幅, 不再赘述其他方法. 下文重点介绍

多自由度非线性随机系统基于FPK方程法和随机

平均法的精确平稳解和近似瞬态解的研究进展.

2.1 精确平稳解

由随机系统导出其相应的FPK方程, 在适当
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的边界条件及初始条件下得到的解为精确瞬态解,

精确瞬态解只有对非常少的情形才能得到, 因而

人们首先讨论精确平稳解, 即所谓的简化FPK方

程的解. 简化FPK方程是漂移与扩散系数不显含

时间且方程不含时间导数项的FPK方程, 精确平

稳解还需满足非负性与归一化条件.

求解精确平稳解的方法主要有平稳势法、局

部平衡法、广义平稳势法等, 并且已经得到了多

类单自由度强非线性随机系统的精确平稳解, 这

些方法及结果已在专著 [3,6,9] 中详细介绍. 这里简

要回顾多自由度非线性随机系统的精确平稳解方

面的发展. 20世纪 60年代起, Caughey等 [14-16] 学

者得到了几类特殊类型的多自由度非线性系统

的FPK方程的精确平稳解, Fuller [17] 将Gauss白

噪声外激下的非线性系统表示成随机激励的

耗散的Hamilton系统的形式 (虽然当时他并未

使用这一名词), 并将相应FPK方程的平稳解

表示成Hamilton函数的泛函. 20世纪 80年代末

与 90年代初, Soize [18-19] 与Zhu等 [20-21] 独立

地得到了Gauss白噪声外激与参激下非线性耗

散Hamilton系统的能量等分的精确平稳解, 这些

解都是能量的泛函. 能量等分的精确解意味着

多自由度非线性随机系统的各个自由度之间的

能量比值是一定的; 如果改变随机激励和阻尼的

大小, 只能改变系统总能量的分布, 而各个自由

度间的能量分配不改变. 然而Gauss白噪声外激

下的时不变多自由度线性系统的平稳概率密度

是Gauss的, 改变随机激励与阻尼的大小, 可同

时改变系统总能量的分布与各个自由度间能量

的分配, 即它是能量非等分的, 因此在线性与非

线性多自由度随机动力学系统的精确平稳解之

间存在不一致. 为消除这种不一致, 20世纪 90年

代以来, Zhu等 [22-24] 发现原来的解只考虑到解

的系统Hamilton函数 (总能量)的泛函形式, 通过

将多自由度非线性随机系统由Lagrange体系转化

为Hamilton体系, 他们应用Hamilton系统的可积

性与共振性将原系统分为完全不可积、完全可积

非共振/共振、部分可积非共振/共振等 5类, 对

每一类分别得到相应的Gauss白噪声激励的耗散

的Hamilton系统的精确平稳解. 其中第一类系统

的平稳解是能量等分的, 其他 4类系统的平稳解

是能量非等分的, 从而打破了多自由度非线性随

机系统的精确平稳解局限于能量等分解的局面.

Huang等 [25] 利用广义Hamilton系统的可积性与

共振性进一步得到了拟广义Hamilton系统的精确

平稳解. 以上这些精确平稳解的泛函都是与系统

总能量或子系统能量有关. 关于非能量依赖的精

确平稳解, Wang [26] 和To等 [27] 得到几类非常特殊

的单自由度强非线性随机系统的解. 本文作者利

用构造等价随机系统的方法,导出了几类Gauss白

噪声激励的多自由度非线性随机系统的非能量依

赖精确平稳解 [28-29].

总体看来多自由度非线性随机系统的精确平

稳解还是局限在很少的几类, 特别是非能量依赖

的解更少, 还需寻找更多的多自由度非线性随机

系统的能量依赖及非能量依赖的精确平稳解. 这

些结果不但可以加深人们对多自由非线性随机系

统的理解, 同时又可以为发展等效非线性系统法

奠定基础.

2.2 近似瞬态解

非线性随机系统的精确瞬态解一般很难得到,

迄今已得到的精确瞬态解只是针对极少数一阶非

线性系统 [30]及多自由度常系数线性系统 [31-33],因

此人们转而寻求其近似解. 寻求近似解可从两方

面着手: 一是FPK方程的近似求解方法; 另一个

是应用随机平均法等扩大FPK方程法的使用范

围, 再求解相应的FPK方程. FPK方程瞬态解

的近似数值求解, 已发展的方法有特征函数展开

法、 迭代法、Galerkin法、 有限差分法、 随机

步行法、路径积分法等 [3]. Atkinson [34] 用变分

法求非线性随机系统的FPK方程的近似特征值与

特征函数, 从而得到系统响应的近似瞬态转移概

率密度. Johnson和Scott [35] 用摄动法求特征值问

题,得到了Gauss白噪声激励下的Duffing振子的近

似瞬态转移概率密度. Liu和Davies [36] 用非Gauss

闭合法得到了受Gauss白噪声激励的非线性阻

尼振子的非平稳响应的概率密度. Bonzani等 [37]

用半解析法得到了非线性随机系统响应的近似

瞬态概率密度. Zhang等 [38] 假设概率密度具有

指数形式, 用Galerkin方法得到了随机激励的

非线性振子响应的近似瞬态概率密度. Yu等 [39]

和Mamontov等 [40] 用路径积分法求得系统响应的

近似瞬态概率密度. 其他近似瞬态解的求解方法

可参看文献 [3, 41-42].

随机平均法可实现系统降维, 从而可以降

低FPK方程的维数. 随机平均法和FPK方程法

相结合的方法在多自由度非线性随机系统响应

预测中有广泛应用. 近十年来, 随机平均法在

求解系统近似平稳解方面有很大的进展. 朱位
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秋等发展起来的拟Hamilton系统的随机平均法业

已应用于Gauss白噪声激励以及其他激励形式 (如

宽带、 窄带)作用下的多自由度非线性随机系

统的近似平稳解 [9], 并且进一步应用于预测时

滞、滞迟、黏弹性、振动碰撞系统的近似平稳

解 [43-46]. 基于随机平均法求解多自由度非线性

随机系统响应的近似瞬态概率密度也有一些进

展. 受到 Spanos等 [47] 的启发 (他们通过将单自由

度非线性随机系统瞬态响应表示为随时间变化

的Rayleigh分布与一组适当的正交基函数线性组

合的和), Jin等 [48] 用基于广义谐和函数的随机

平均法和Galerkin法研究了Gauss白噪声激励下

的多自由度非线性随机系统的瞬态响应. 应用随

机平均法可以得到维数较低的关于响应瞬态概

率密度的FPK方程, 将该方程的解近似表示为多

重Laguerre型正交基函数的级数和 (其中组合系数

为时间的函数), 用Galerkin法得到关于这些系数

的一阶线性微分方程组, 从而通过求解这一线性

微分方程组得到系统响应的近似瞬态概率密度及

各阶统计矩.

由于理论方法的缺乏及计算的复杂性, 对多

自由度非线性随机动力系统响应的瞬态概率密度

的研究还很少, 这是一个亟待深入研究的课题.

3 多自由度非线性随机系统的稳定性

稳定性问题的重要性是不言而喻的. 任何一

个实际系统在运行时总会受到各种各样的干扰,

受到这些干扰之后, 系统能否保持预定的运动或

工作状况是必须考虑的问题, 也是系统设计的首

要目标. 随机稳定性是非线性随机动力学研究的

最基本、最重要的分支之一. 其数学描述是研究

当初值偏离平衡状态或平稳状态时, 随机动力学

系统之解与该平衡状态或平稳状态间的距离在半

无限时间区间上是否有界以及在时间趋于无穷时

解是否收敛于该平衡状态或平稳状态. 考虑到随

机动力系统的平衡位置或平稳解的稳定性问题总

可以通过变换转化为随机动力系统平凡解的稳定

性问题, 因此只需研究随机动力学系统平凡解的

稳定性. 随机过程的有界性与收敛性可有多种定

义方式, 因此随机稳定性也有多种定义. 最常用

的有概率为 1稳定性、概率稳定性及 p阶平均稳

定性等, 关于它们的定义可参考文献 [3,49-51]. 本

文侧重概率为 1稳定性的综述, 它是Lyapunov稳

定性理论在随机系统中的推广, 在文献中研究最

多. Lyapunov随机稳定性有两种研究方法: 一

种是Lyapunov第一方法 (即Lyapunov指数法), 其

理论基础是 1968年Oseledec提出的乘性遍历定

理 [52] 及Khasminskii方法 [53], 其关键是如何计算

系统的最大Lyapunov指数; 另一种是Lyapunov第

二方法 (即Lyapunov函数法), 其关键是寻求合适

的Lyapunov函数.

3.1 基于Lyapunov指数法的随机稳定性

用Lyapunov指数研究概率为 1渐近稳定性,

可通过最大Lyapunov指数的符号来判定系统的概

率为 1稳定性. 由此得到系统的概率为 1渐近稳

定的充要条件, 这是最大Lyapunov指数法的优点.

对一维随机系统而言, Lyapunov指数法有很大的

优势; 但是对多维随机系统, 由于确定单位球

面上相应多维过程的平稳概率密度很困难, 使

该方法应用受限. Khasminskii [53] 给出了扩散

矩阵为非负定且非退化的线性 Itô随机微分方程

的最大Lyapunov指数的表达式, 得到了系统概

率为 1渐近稳定的充要条件. 对于线性系统或

漂移和扩散系统具有齐次性质的非线性随机系

统, 应用Oseledec乘性遍历定理, 可以得到该系统

的Lyapunov指数谱.当然,还可根据响应的随机过

程及Lyapunov指数的定义数值计算Lyapunov指

数, 从而判断系统的随机Lyapunov稳定性 [54]. 应

用随机平均法将系统降维简化, 然后再用随机稳

定性的相关理论判定系统的稳定性是一个相对有

效的方法. Ariaratnam和Xie [55] 基于随机平均法

和Khasminskii方法得到了一类耦合的多自由度随

机系统的最大Lyapunov指数的显式渐近表达式,

判断了系统的随机稳定性. 近几年来, Zhu等 [56-60]

将其发展的各类随机平均法应用于系统稳定性的

研究中, 提出新的范数定义, 基于这些随机平均

法得到了最大Lyapunov指数的表达式, 并判定了

非线性随机系统的稳定性. 上述文献虽然得到

了最大Lyapunov指数的计算表达式, 但是对高维

系统求解最大Lyapunov指数的值仍然是非常困难

的. 文献 [61]提出了一种求系统概率为 1渐近稳定

域的新方法, 利用Lyapunov指数对不同范数定义

的不变性, 不必求解平稳FPK方程就能直接确定

概率为 1渐近稳定与不稳定域边界.

3.2 基于Lyapunov函数法的随机稳定性

随机Lyapunov函数法是确定性理论中Lyap-

unov直接法在随机情形的推广. 该法的特点是
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判别系统稳定性时不必求解原系统方程, 而是构

造一个Lyapunov函数, 通过该函数及导数的符号

在平衡位置附近的变化来判别该平衡位置的稳定

性, 得到其充分条件. 此方法最大的困难在于如

何构造Lyapunov函数, 关于Lyapunov函数法构造

可参考文献 [62], 其构造很大程度上依赖经验与技

巧. 如果成功构造了合适的Lyapunov函数, 则系

统的稳定性就可以很容易确定. 利用矩阵的特征

问题的计算方法及矩阵不等式理论等, 可以方便

的应用于一些多自由度系统 (如生物神经网络系

统 [63])的稳定性分析, 它比Lyapunov指数法有优

势. 最近, Huang等 [64] 应用拟Hamilton系统随机

平均法和Lyapunov函数法研究了拟不可积及拟可

积非共振Hamilton系统的稳定性. 对拟不可积系

统, Lyapunov函数取为Hamilton函数; 对拟完全可

积非共振系统, 则取为系统的独立对含首次积分

的最优线性组合; 最后稳定性问题归结为矩阵的

特征值和特征向量问题. 另外, 还将该方法推广应

用于时滞随机系统的稳定性分析 [65]. 相比于确定

系统的稳定性理论和方法, 随机稳定性的研究还

远远不够. 对拟线性随机系统的Lyapunov指数法

理论虽较完善, 但无法应用于高维随机系统; Lya-

punov函数法也仅能应用于一些特殊系统情形, 离

实际工程应用尚有很长一段距离.

4 总结与展望

非线性随机动力学理论经过几十年的发展

已取得了许多进展, 但总体来说研究成果主要集

中于低维随机动力学系统, 除了一些特殊系统情

形 [66], 大部分是关于个位数的多自由度系统. 对

于高维随机动力学系统, 由于受到计算效率及精

度的影响, 其响应及稳定性研究还很不成熟, 离实

际应用尚有很大距离, 因此, 急需发展一整套完整

的理论和一系列高效的数值方法以适应工程需要.

在响应研究方面, 发展新的能量依赖与非能

量依赖精确平稳解还需要有新的思路, 要发展适

应工程需要的超高维随机动力系统响应预测的数

值求解方法及近似解析方法. 在随机稳定性研究

方面, 现有的结果基本上是在随机平均法的基础

上得到的, 但随机平均法已有一定的近似, 需要发

展新的基于原系统的随机稳定性分析方法, 特别

是适用于实际工程的高维随机系统, 有必要借鉴

更多的确定性系统的已有成果. 另一方面, 随机动

力系统往往具有强非线性、有各种约束条件、非

光滑、时滞、黏弹性等非常复杂的动力学特性, 发

展具有这些复杂非线性特性的高维随机动力学系

统的响应与稳定性分析方法是具有挑战性的任务.
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Abstract The response prediction and stability analysis are always hot topics of research in stochastic

dynamics. Developing the method for response prediction of nonlinear stochastic systems and determining the

qualitative behavior of the system response are of important significance and extensive application potential.

This paper reviews response and stability of multi-degree-of-freedom nonlinear stochastic systems. Firstly, main

methods for the response prediction of stochastic systems are outlined, such as Fokker-Planck-Kolmogorov

equation, stochastic averaging method, equivalent linearization, equivalent nonlinear system procedure and

Monte Carlo simulation. The advantages and disadvantages of these methods are discussed, respectively. The

state-of-the-art of the exact stationary solutions and approximately nonstationary solutions is also illustrated

for the multi-degree-of-freedom nonlinear stochastic systems. Then, two effective procedures to evaluate the

stochastic stability, i.e., the Lyapunov function and Lyapunov exponent, are briefly presented. Based on these

two methods, the stochastic stability of multi-degree-of-freedom nonlinear stochastic systems is outlined. Finally,

some suggestions are given for further research on the response and stability of nonlinear stochastic systems.
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