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非光滑多体系统动力学数值算法的研究进展 ∗
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摘 要 非光滑多体系统动力学数值计算方法是多体系统动力学研究的重要内容之一. 本文介绍了近年来含

摩擦与碰撞的非光滑多体系统动力学数值算法方面的研究进展. 首先, 讨论了库仑摩擦模型和修正的库仑摩擦

模型, 以及具有单边和双边约束的多体系统中法向约束力的特点. 其次, 回顾了基于连续模型和非连续模型的

多体系统动力学方程的数值计算方法, 详细介绍了基于互补概念的非光滑多体系统动力学的事件驱动法和时

间步进法, 分析比较了相关的数值算法. 最后, 指出了一些需要进一步研究的问题.
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1 引 言

多体系统动力学是 20世纪 70年代发展起来

的一门新兴学科, 它是研究由多个物体组成的机

械系统的动力学问题. 20世纪 70∼ 80年代, 多体系

统动力学主要研究多刚体系统动力学问题 [1-3], 包

括多体系统动力学的建模和相关的数值计算方法,

物体间的约束基本上是双边理想约束, 系统的动

力学方程为常微分方程或微分 –代数方程, 对于微

分 –代数方程的数值解法有增广法和缩并法. 随着

科学技术的发展和应用领域的不断扩展, 多体系

统动力学的研究对象逐步扩展到包含柔性体、液

体的刚 –柔 –液耦合的多体系统, 通过利用离散化

和等效模型等手段, 将刚 –柔 –液耦合的多体系统

简化为有限维自由度的多体系统, 并有效地解决

了刚体大位移与小变形相互耦合带来的建模和数

值计算方面的困难 [4-8], 同时也促进了微分 -代数

方程数值计算方法的进一步发展 [9], 形成了相对

完备的理论体系, 研发出了相应的多体系统动力

学软件, 如ADAMS软件等 [10], 研究成果在航空、

航天、机械和车辆等诸多领域得到了广泛的应用.

然而, 随着研究问题的不断深入和研究领域

的不断扩展, 到了 20世纪 90年代和 21世纪初, 非

光滑多体系统动力学成为该领域研究的热点问题

之一. 非光滑多体系统动力学研究含有摩擦与碰

撞的非理想约束变拓扑结构的多体系统. 如步行

机器人在地面上行走、航天器的空中对接、机械

手抓取工件和具有非理想约束铰链 (考虑间隙与

摩擦的滑移铰和转动铰)的机械系统等都存在物

体间的接触与分离、滑移与黏滞等现象 (称为非光

滑事件). 由于这些非光滑事件的存在, 系统的动

力学方程不连续或分段连续, 给非光滑事件的判

断和动力学方程的求解带来了新的困难. 本文着

重介绍近年来非光滑多体系统动力学数值计算方

法的研究进展和发展趋势.

2 非光滑力学模型

所谓非光滑力学模型是指作用在物体上的

力 (包括约束力)是系统运动状态变量的非光滑函

数, 即该函数或其导函数是状态变量的非连续函

数或分段连续函数. 这里主要介绍作用在物体上

的切向约束力 (摩擦力)和法向约束力.

2.1 切向摩擦力

摩擦是一种复杂的非线性物理现象. 对于固
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体而言, 摩擦产生于具有相对运动或相对运动趋

势的物体接触面之间, 摩擦力产生的机理以及摩

擦对系统动力学行为影响的研究已有几百年的历

史, 目前建立的摩擦模型已经有几十种, 如库仑摩

擦、黏性摩擦 (摩擦力的大小与相对速度有关且相

对速度为 0时摩擦力也为 0)、Stribeck摩擦 (摩擦力

的大小与相对速度有关且在速度较低的范围时摩

擦力随相对速度的增大而减小) 等, 各有其自身特

点和适用范围 [11]. 摩擦模型大致可分为干摩擦模

型和有润滑剂的摩擦模型. 库仑摩擦模型是被普

遍采用的干摩擦模型. 这里着重介绍库仑摩擦模

型的数学描述及其特点.

2.1.1 库仑动滑动摩擦模型

当两个物体接触点的相对速度不为 0时,

即 vr ̸= 0, 作用在物体上的摩擦力在切向上的投

影Ff 可表示为

Ff = −µFN sgn(vr) (1)

其中µ, FN 分别是物体间的动滑动摩擦因数和法

向约束力的大小, sgn( )为符号函数. 由于物体接

触点的相对速度不为 0, 物体间有相对滑动, 即处

于 slip运动状态.

2.1.2 库仑静滑动摩擦模型

当两个物体接触点的相对速度和相对切向加

速度均为 0时, 即vr = 0, atr = 0, 且有相对滑动趋

势时, 作用在物体上的摩擦力Ff 可表示为

|Ff | 6 Ff max = µ0FN (2)

其中µ0, FN分别是物体间的静滑动摩擦因数

和法向约束力的大小. 当vr = 0, atr = 0, 此时物体

接触点处于黏滞状态, 即 stick状态. 式 (2)表明, 当

物体的接触点处于 stick状态时, 作用在该接触点

上的摩擦力的取值是在一个范围内, 其最大摩擦

力的大小为Ff max = µ0FN, 式 (2)反映出了摩擦的

静态特性. 通常情况下, µ0 > µ.

2.1.3 库仑摩擦模型的非光滑数学描述

以往库仑动滑动摩擦模型和静滑动摩擦模型

是分别表示的, 如式 (1)和式 (2). 当物体接触点从

slip状态到 stick状态或从 stick状态到 slip状态转

换时, 该式不易描述摩擦力与运动状态的关系. 随

着现代非光滑动力学的发展 [12], 库仑摩擦模型可

表示成如下形式

Ff =

 − µFNsgn(vr), vr ̸= 0

− µ0FNsgn(atr), vr = 0
(3)

其中 atr为接触点的相对切向加速度, Sgn( )为多值

函数, 它可表示为 [13]

Sgn(x) =


+ 1, x > 0

[−1,+1], x = 0

− 1, x < 0

(4)

将式 (4)带入式 (3), 库仑摩擦模型可表示成

Ff =



− µFNsgn(vr), vr ̸= 0, slip

− µ0FN, vr = 0, atr > 0, slip

[−µ0FN,+µ0FN], vr = 0, atr = 0, stick

µ0FN, vr = 0, atr < 0, slip

(5)

式 (5)给出了摩擦力与物体接触点 stick - slip运

动状态的关系. 该式是关于接触点相对速度的分

段连续函数, 且在相对速度等于 0时, 不是单值函

数, 而是多值函数, 此时, 摩擦力的取值是一个范

围, 如图 1所示. 含库仑摩擦的力学系统的微分方

程是微分包含 [12] (differential inclusion)或多值微

分方程. 当物体接触点的相对速度不为 0时, 摩擦

力是系统状态变量的单值连续函数, 摩擦力的计

算与系统动力学方程的求解均相对容易. 而当相

对速度为 0时, 摩擦力与相对切向加速度耦合. 当

有一个摩擦点时, 其取值有 3种可能, 若用试算法

求解系统的动力学方程, 要用 3个判断语句; 而当

所研究的系统有n个摩擦点时, 要用到的判断语

句的数量级将是 3n, 当n较大时, 非光滑事件的判

断与方程的求解相当困难.

O vr

Ff

图 1 库仑摩擦模型
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2.1.4 修正的库仑摩擦模型

为了避免库仑摩擦力与相对切向加速度的耦

合给数值计算带来的困难, 一些文献给出了几种

库仑摩擦模型的修正方案, 这里只列出两种. 一种

是用非线性函数对库仑摩擦模型进行修正, 可用

下面的关系式表示 [14]

Ff = −µFN

(
1− e

− α
vr1

|vr|
)
sgn(vr) (6)

其中 vr1, α为大于 0的常值. 图 2为vr1 = 0.02m/s

时, 不同的α值所对应的摩擦力与相对速度的关系

曲线. 从图 2可以看出, α的值越大, 曲线越陡.

O vr

Ff
α = 0.5

α = 1.0

α = 2.0

α = 5.0

图 2 修正的库仑摩擦模型 1

另一种是用分段线性函数对库仑摩擦模型进

行修正, 其关系式为 [14]

Ff = −µFNcdsgn(vr) (7)

其中 cd是关于vr的分段函数

cd =


1, |vr| > v1

|vr| − v0

v1 − v0
, v0 6 |vr| 6 v1

0, |vr| < v0

其中v1和v0是常值, 该摩擦模型如图 3所示.

由式 (7)可以看出, 修正的库仑摩擦模型仅与

相对速度有关, 而与相对切向加速度无关, 且当相

对速度为 0时, 摩擦力的大小也为 0. 当所研究的

系统无 stick - slip运动状态的切换时, 摩擦模型可

近似地用修正的库仑摩擦模型来代替, 用该模型

可避免数值计算方面的困难. 但是修正的库仑摩

擦模型不能反映摩擦的静态特性, 当所研究的系

统有 stick - slip运动状态的切换时, 摩擦模型就不

能用修正的库仑摩擦模型. 刘丽兰等 [11]、Jonker

等 [15] 给出了机械系统中常见的摩擦模型, Tomlin-

son等 [16] 还通过实验方法研究了人的手指与物体

间的法向约束力和摩擦力的关系. 摩擦学是一个

多学科交叉的研究领域, 关于摩擦模型的研究还

在不断地深入和发展.

O vr

Ff

−v0−v1

v0 v1

图 3 库仑摩擦模型 2

2.2 法向约束力

多体系统中物体间的法向约束力通常有两种

力学模型, 一种是刚体模型, 另一种是局部柔性体

模型. 其法向约束力的计算方法也各有不同, 下面

给予分别介绍.

2.2.1 刚体模型的法向约束力的计算方法

对于具有双边约束的多体系统, 若其约束方

程为

Φ(q, t) = 0 (8)

其中Φ ∈ Rs, s为独立的约束方程的个数, q ∈ Rn

为系统的广义坐标. 法向约束力的广义力可表示

为

QFN = ΦT
q λ (9)

其中QFN 为法向约束力的广义力列向量, Φq 为

约束方程的雅克比矩阵, λ为Lagrange乘子列向

量. 通常情况下, 约束力是Lagrange乘子的线性

组合. 对于平面问题 (圆柱转动铰链和直线平移滑

移铰), 若选取刚体的质心坐标和刚体相对惯性参

考系的转角为系统的广义坐标, 按照递推法 [4] 列

写多体系统的约束方程, 则一个Lagrange乘子对

应一个约束力或一个约束力偶 [17-18]. 当约束方
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程是限制点的线位移时, 对应的Lagrange乘子为

约束力, 当约束方程是限制刚体的转动时, 对应

的Lagrange乘子为约束力偶矩. 齐朝晖 [19] 还给出

了空间铰链约束力的计算方法.

对于单边约束的多体系统, 取潜在的接触

点Pi到约束面的距离 gNi(q, t) > 0为系统的约

束方程. 当Pi点与约束面接触且有相互作用时,

gNi = 0,作用在Pi点上的方向约束力的大小λNi >

0; 当Pi点与约束面分离无接触时, gNi > 0, 此时方

向约束力的大小λNi = 0; 当Pi点与约束面间的距

离为 0, 但未有相互作用时, 有 gNi = 0, λNi = 0.

根据以上的分析可以发现 gNi和λNi具有互

补关系 [20], 即

gNi > 0, λNi > 0, gNi · λNi = 0 (10)

当约束面对潜在的接触点产生约束作用时,

必有 gNi = 0. 若用第一类Lagrange方程建立系统

的动力学方程, 其法向约束力的广义力为 [13]

QFN = WNλN (11)

其中WN 为约束方程 gNi = 0的雅克比矩阵的转

置. λN 为作用在接触点Pi上的法向约束力的

列向量, 该向量中的元素λNi对应于单边约束

gNi(q, t) > 0的法向约束力. 对于具有单边约束的

多体系统, 由于取等式约束方程 gNi = 0的个数是

随时间变化的, 因此是一个变拓扑结构的多体系

统, QFN , WN , λN 的维数也会随之变化.

2.2.2 局部柔性模型法向约束力的计算方法

局部柔性化模型是考虑物体的接触点附近的

局部变形, 将方向约束力的大小表示成局部变形

量 δ以及 δ̇的非线性函数 [14]

FN =

 0, δ = 0

Kδα +Dδ̇, δ > 0
(12)

其中, K是与接触物体材料的性质和几何尺寸有

关的常量, α是与材料性质有关的常数, D是与

材料性质、变形量 δ和初始碰撞速度 δ̇(−)有关的

量 [14]. 从式 (12)可以看出, 由于D中含有 δ和 δ̇(−),

因此法向约束力是关于 δ和 δ̇的非线性函数. 物体

是否接触或接触时的局部变形量 δ及其变化率 δ̇

可根据运动学关系用系统的广义坐标和广义速度

来描述 [14]. 局部柔性化接触力模型常用于具有间

隙的滑移铰和转动铰系统中物体的接触与碰撞问

题 [21]. 随着研究的不断深入, 接触力模型也在不

断的完善 [22-23], 应用领域也在逐步扩展,局部柔性

化的接触力模型已经推广应用到人体膝关节骨骼

间的接触力分析 [24].

3 非光滑动力学方程的数值算法

目前主要采用第一类Lagrange方程建立多体

系统的动力学方程. 对于考虑接触、碰撞与摩擦

的多体系统动力学方程的数值计算方法, 大致可

分为两种: 一种是基于连续模型的数值计算方法,

另一种是基于非连续模型的数值计算方法, 后者

也称为非光滑动力学方法 (non-smooth dynamical

method). 下面分别介绍这两种数值计算方法的特

点和研究进展.

3.1 基于连续模型的计算方法

对于一个多体系统, 将具有间隙且考虑摩

擦与碰撞的转动铰和滑移铰 (称为非理想约束铰

链)的约束解除, 系统的广义坐标列向量为 q. 这

些非理想约束铰链的法向力用式 (12)表示, 它是

广义坐标和广义速度的单值连续函数; 摩擦力采

用修正的库仑摩擦模型式 (6)或式 (7), 则摩擦力

也可表示成广义坐标和广义速度的单值连续函

数. 设多体系统受到的双边理想约束的约束方程

为Φ(q, t) = 0, 则应用第一类Lagrange方程, 该系

统的动力学方程可写成

Mq̈ +ΦT
q λ = G

Φ(q, t) = 0

 (13)

其中, M 为系统的广义质量矩阵, G中包含了非理

想约束铰链的法向接触力和切向摩擦力的广义力.

该方程是微分 -代数方程组, 由于G只与系统的广

义坐标 q、广义速度 q̇和时间 t有关, 因此可直接用

微分 -代数方程组的数值计算方法求解该方程, 多

数大型商用软件都是采用这样的建模方法和数值

计算方法.

另一种求解方程 (13)的方法是采用Baumgarte

约束稳定化方法建立系统的动力学方程. 其动力

学方程可表示成 [14][
M ΦT

q

Φq 0

][
q̈

λ

]
=

[
G

γ − 2αΦ̇− β2Φ

]
(14)

同理, 由于方程 (14)等号右端仅与系统的状态变

量和时间 t有关, 因此可用常微分方程的数值计算
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方法求解该方程组. 由于接触点附近的局部变形

量 δ与物体的大位移相比是一个非常小的量, 因此

在数值计算时积分步长h通常取得较小 (h = 10−n,

n = 5, 6). 另外, Baumgarte约束稳定化系数α和β

的取值不同, 违约修正的效果也有所不及 [25]. 目

前该方法不仅用于研究含非理想铰链多刚体系统

的动力学问题 [26-27] 及非理想铰链的磨损问题 [28],

还可将该方法与绝对节点坐标法结合用于研究含

非理想铰链的柔性多体系统动力学问题 [29].

值得指出的是, 修正的库仑摩擦模型 (连续化

模型)仅适用于摩擦静态特性可以忽略不计的多

体系统. 对于需要考虑摩擦静态特点的非光滑多

体系统, 由于系统在运动过程中存在 stick - slip 运

动状态的切换, 因此摩擦模型应采用能反映其动

态和静态摩擦特性的力学模型, 如式 (5)所示的库

仑摩擦模型. 由于在该库仑摩擦模型中, 摩擦力

与物体接触点的相对速度和加速度有关, 这时, 式

(13)或式 (14)中的广义力含有广义加速度 (是关于

广义加速度的多值函数), 不易通过数值积分方法

直接求解其动力学方程.

3.2 基于非连续模型的数值计算方法

所谓非连续模型是指多体系统动力学方程是

不连续的或是分段连续的. 导致不连续的原因有

两个方面: 一是由于碰撞导致碰撞点的速度发生

突变 (系统的广义速度不连续); 另一个是由于摩擦

力的非光滑性, 如两物体接触点的相对速度方向

改变或 stick - slip 运动状态切换导致的摩擦力大小

或方向发生突变 (系统广义力不连续). 当多体系统

的运动受到单边约束时, 不仅会产生碰撞, 同时还

存在接触与分离的切换, 有效地通过数值方法判

断系统在运动过程中的接触与分离和黏滞与滑移

等运动状态的切换是非光滑多体系统动力学方程

数值求解的重要内容之一.

设多体系统中潜在的接触点的个数为nG, 当

所有潜在的接触点的距离函数 gNi > 0时, 系统

的自由度为 k. 当部分潜在的接触点的距离函数

gNi = 0, 相当于系统添加了若干个双边约束, 系统

的自由度将小于 k, 因此系统的自由度是随系统的

接触状态的变化而变化的. 为了描述接触点的运

动状态, 定义如下 4个指标集 (index set) [30]

IG = {1, 2, · · · , nG}

IS = {i ∈ IG|gNi = 0}, with nS elements

IN = {i ∈ IS |ġNi = 0}, with nN elements

IH = {i ∈ IN |ġTi = 0}, with nH elements


(15)

其中 ġTi表示接触点的相对速度. nS , nN , nH 不是

常数, 是随着接触点运动状态的变化而变化的量.

应用第一类Lagrange方程, 具有单边约束且考虑

接触点摩擦与碰撞的多体系统动力学方程可表示

成 [30]

M(q, t)q = h(q, q, t) +
∑
i∈IS

(wNλN )i +
∑
i∈IS

(wTλT )i

(16)

其中等号右端的第 2项为法向约束力的广义力,

第 3项为切向摩擦力的广义力.

非光滑多体系统动力学方程求解的难点主要

是非光滑事件 (接触与分离、 黏滞与滑移)的判

断. 当非光滑事件个数少时, 可以用试算法进行

判断 [31-33]; 当非光滑事件较多时, 判断的次数呈

指数上升, 不易于编程计算. 为有效解决这一难点,

目前采用的方法有以下几种:

3.2.1 事件驱动法 (event-driven schemes)

事 件 驱 动 法 是 多 体 系 统 动 力 学 非 光 滑

事件判断的方法之一, 主要用于判断接触

点的 stick - slip状态的转换以及接触点是否分

离 (detachment). 该方法在力 -加速度层面表述了

系统的法向接触定律、切向库仑摩擦定律和动力

学方程.

3.2.1.1 法向约束的接触定律

根据单边约束的性质, 当 gNi = 0, ġNi = 0时,

作用在接触点的方向约束力的大小λNi和潜在接

触点的法向距离 gNi对时间的二阶导数 g̈Ni满足下

列互补关系 [19]

g̈Ni > 0, λNi > 0, g̈Ni · λNi = 0, i ∈ IN (17)

这表明, 式 (17)中的 g̈Ni, λNi均是大于等于 0的, 只

要其中的一个量大于 0, 另一个一定等于 0. 将上式

用向量形式表示成

g̈N > 0, λN > 0, g̈T
N · λN = 0 (18)

式中的 g̈N 可表示成系统广义坐标、广义速度、广

义加速度和时间的函数, 用矩阵形式表示为 [19]

g̈N = WT
N q̈ + w̄N , ∈ RnN (19)

其中WT
N , w̄N 中的各元素是广义坐标、广义速度

和时间的函数.

3.2.1.2 切向库仑摩擦定律

当两个物体保持接触时, 有 gNi = 0, ġNi = 0,

若接触点的相对速度不为 0时, 即 ġTi ̸= 0, 由库仑
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摩擦定律可得, 接触点的摩擦力在切向的投影可

表示为

λTi = −µiλNisgn(ġTi), i ∈ IN (20)

当 两 物 体 保 持 接 触 且 相 对 速 度 为 0时,

即 gNi = 0, ġNi = 0, ġTi = 0, 摩擦力在切向的

投影与接触点相对切向加速度的关系式为

|λTi| < µ0iλNi ⇒ g̈Ti = 0

λTi = +µ0iλNi ⇒ g̈Ti < 0 i ∈ IH

λTi = −µ0iλNi ⇒ g̈Ti > 0

 (21)

上式中的第一式表明接触点处于 stick状态, 后两

式表明接触点从 stick状态转换到 slip状态, 或仍然

处于 slip状态 (只是相对切向加速度的方向发生改

变).为便于判断 stick - slip状态的转换,定义接触点

的正向与负向相对切向加速度, 并引入正向与负

向摩擦余量 (friction saturation)的概念 [30].

正向与负向相对切向加速度定义为

g̈+Ti =
1

2
(|g̈Ti|+ g̈Ti), i ∈ IH (22)

g̈−Ti =
1

2
(|g̈Ti| − g̈Ti), i ∈ IH (23)

上面两式相减并写成向量形式

g̈H = g̈+
H − g̈−

H (24)

其中 g̈+
H = {g̈+Ti}, g̈

−
H = {g̈−Ti}, g̈H = {g̈Ti} ∈ RnH ,

相对切向速度为 0时接触点的相对切向加速度可

表示为

g̈H = WT
H q̈ + w̄H ∈ RnH (25)

正向与负向摩擦余量定义如下 [30]

λ+
H0i = µ0iλNi + λHi, i ∈ IH (26)

λ−
H0i = µ0iλNi − λHi, i ∈ IH (27)

其中λHi(i ∈ IH)为接触点相对切向速度为零时的

摩擦力. 应用库仑静滑动摩擦力多值函数的表示

式可以证明: 接触点的正 (负)向加速度和正 (负)

向摩擦余量具有互补关系, 即

g̈+Ti > 0, λ+
H0i > 0, g̈+Ti · λ

+
H0i = 0, i ∈ IH (28)

g̈−Ti > 0, λ−
H0i > 0, g̈−Ti · λ

−
H0i = 0, i ∈ IH (29)

将式 (26)和式 (27)用矩阵形式表示

λ+
H0 = µ̃HλN + λH (30)

λ−
H0 = µ̃HλN − λH (31)

其中 µ̃H = diag{µ0i}, i ∈ IH , 式 (30)和式 (31)相加

可得

λ+
H0 = 2µ̃HλN − λ−

H0 (32)

将互补关系式 (28)和式 (29)用向量形式表示

为

g̈+
H > 0, λ+

H0 > 0, (g̈+
H)Tλ+

H0 = 0 (33)

g̈−
H > 0, λ−

H0 > 0, (g̈−
H)Tλ−

H0 = 0 (34)

再将多体系统的动力学方程进一步表示成

M(q, t)q̈ = h(q̇, q, t) +WNλN + W̃GλN +WHλH

(35)

其中等式右端的第 2项为法向约束力的广义力、

第 3项为动滑动摩擦力 (ġTi ̸= 0)的广义力, 最后一

项为静滑动摩擦力 (ġTi = 0)的广义力.

应用动力学方程 (35)以及式 (19), (24), (25)和

(32), 可将 stick - slip转换的判断以及 detachment

的判断转换成下列线性互补问题的求解

y = Ax+ b,

x > 0, y > 0; xTy = 0 (36)

其中

x =


λN

λ−
H0

g̈+
H

 , y =


g̈N

g̈−
H

λ+
H0

 .

利用线性互补的数值计算方法, 求解出λN、

λ−
H0和λ+

H0, 将其代入式 (30)或 (31), 求出λH . 再

将λN 和λH 代入式 (35), 应用常微分方程的数值

解法求解该方程, 可求出系统下一步的状态变量.

以此往复循环, 就可求解系统的动力学方程.

事件驱动法可以有效地判断接触点 stick - slip

状态的转换和接触点是否分离, 但不能判断物体

是否发生接触. 因为接触时物体间通常发生碰撞,

速度发生突变, 不易从力 -加速度层面研究碰撞问

题.

Flores等 [21] 应用连续化的模型, 通过数值仿

真分析了具有间隙的非理想滑移铰的多体系统动

力学特性, 发现当间隙充分小时, 滑块与滑道的两

侧呈现周期性的接触, 滑块与滑道间的碰撞与冲

击几乎可以忽略. 当滑移铰的间隙充分小时, 滑移
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铰可视为双边约束. 彭慧莲等 [34] 将事件驱动法推

广到具有双边约束含摩擦滑移铰的非光滑多刚体

系统动力学方程的数值求解, 建立了双边约束两

个法向约束力的互补关系, 利用摩擦余量与相对

切向加速度的互补关系, 将双边约束法向约束力

的切换与 stick - slip状态切换的判别转换成水平线

性互补问题 [35] 的求解. 所谓水平线性互补问题是

求解满足下列关系式的向量x, y

A1y = A2x+ b

x > 0, y > 0, xTy = 0

 (37)

韩继业等 [35] 给出了线性和非线性互补问题

的有关定义、解的存在性、唯一性和解集的有界

性的相关定理. 为提高互补问题数值求解精度, 人

们还在不断完善相关的数值计算方法 [36].

事件驱动法存在约束漂移问题 (即约束违

约) [37], Wang等 [38] 将Baumgarte约束稳定化方法

应用于非光滑多体系统动力学的事件驱动法, 有

效地抑制了约束漂移问题.

3.2.2 时间步进法 (time-stepping method)

时间步进法是在冲量 -速度层面建立系统的

动力学方程和采用相应的数值计算方法 [39-40]. 该

方法可用于研究物体接触与碰撞时非光滑多体系

统动力学方程的求解. 最初人们将碰撞过程分为

压缩过程和恢复过程, 设碰撞的时间历程非常短,

在碰撞过程中忽略常规力的作用效应; 应用牛顿

和泊松接触定律, 根据单边约束的特点, 给出了相

关物理量的互补关系, 应用线性互补方法确定系

统的接触、碰撞、分离以及 stick - slip运动状态的

切换,对非碰撞阶段还应用事件驱动法求解 [19]. 其

他学者 [13,30,39-40] 逐步完善了原有的方法, 给出了

一种既适用于碰撞过程也适用于非碰撞过程的非

光滑多体系统动力学的数值求解方法 (时间步进

算法). 该方法是将动力学方程表示成速度 -冲量

形式

MM (uE − uA)− hM∆t−WNMPN −WTMPT = 0

(38)

其中, ∆t为积分步长, 下标A和E分别为该积分步

长的初始点和终止点 (tE = tA + ∆t), 下标M 为积

分步长的中点 (tM = tA + 0.5∆t), PN 和PT 为接触

点法向和切向约束力在该积分步长下的冲量. 在

时刻 tA和时刻 tE 接触点的法向和相对切向速度

可分别表示为

γNA = WT
NMuA + w̃NM

γTA = WT
TMuA + w̃TM

γNE = WT
NMuE + w̃NM

γTE = WT
TMuE + w̃TM


(39)

法向冲量与法向速度具有互补关系

PN > 0, ξN > 0, PT
NξN = 0 (40)

其中 ξN = γNE + εNγNA, εN 为法向碰撞恢复系数

的对角矩阵. 用该互补关系可判断接触或分离. 冲

量形式的摩擦余量 (impulsive friction saturation)定

义为

PR = µPN + PT

PL = µPN − PT

 (41)

其中µ为接触点摩擦因数的对角矩阵 (设动摩擦

因数和静摩擦因数相等), 与之相应的相对切向速

度定义为

ξT = ξR − ξL (42)

其中 ξT = γTE + εTγTA, εT 为切向恢复系数的对

角矩阵. 由此得到以下的互补关系

ξR > 0, PR > 0, ξTRPR = 0

ξL > 0, PL > 0, ξTLPL = 0

 (43)

用该互补关系可判断 stick - slip的转换.

将接触 -分离、stick - slip运动状态的判断转化

成下面线性互补方程的求解

y = Ax+ b

y > 0, x > 0, yTx = 0

 (44)

其中

x =


PN

PR

ξL

 , y =


ξN

ξR

PL


每积分一步, 需计算求解一次式 (44)所描述的线

性互补问题. 该方法既可以判断潜在接触点的接

触与分离, 也可判断接触点的 stick - slip运动状态

的转换. 其不足之处是接触点的动、 静摩擦因

数要取相同的值, 这与库仑摩擦模型有一定的差

别 (通常静摩擦因数大于动摩擦因数). 该方法同

样也存在约束违约问题 (即约束漂移问题) [13]. An-

itescu等 [41] 给出了一种约束违约的修正算法, 对

约束漂移起到了抑制作用.

段文杰等 [42] 应用时间步进法, 对被动行走

器 [43-44] 进行了非光滑动力学数值仿真研究, 有效
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地分析了摩擦因数和碰撞恢复系数对被动行走器

动力学特性的影响, 而用传统方法无法分析恢复

系数和摩擦因数对被动行走器动力学特性的影响.

高海平 [45] 将该方法推广到具有单 -双边约束的非

光滑多体系统; Zhang等 [46]、Theodosiou等 [47] 将该

方法推广到含单边约束的非光滑柔性多体系统.

Acary等 [48] 详细论述了非光滑动力学的多种

数值计算方法, 不仅有力学中的非光滑动力系统

的数值计算方法, 还有电子线路中的非光滑动力

系统的数值计算方法.

3.2.3 其他数值算法

董富祥等 [49] 利用第一类Lagrange方程和有

限元法建立了柔性多体系统正碰撞的动力学方程,

根据物体接触和碰撞时接触区域具有的几何性质,

给出了碰撞时速度突变的协调关系式. 设无碰撞

时系统的动力学方程为[
M ΦT

q

Φq 0

][
q̈

λ

]
=

[
Q

Q1

]
(45)

当物体间有接触和碰撞时, 系统的动力学方

程为 
M ΦT

q CT

Φq 0 0

C 0 0




q̈

λ

λN

 =


Q

Q1

QN

 (46)

其中C为物体接触处的法向约束对应的雅可比矩

阵, λN 为物体接触处的法向约束力向量. 该方法

可有效地分析柔性多体系统正碰撞问题. 韩石磊

等 [50] 在此基础上, 与非线性有限元结合, 给出了

一种多变量方法, 并通过数值仿真与实验等手段

验证了该方法的有效性.

Arczewski等 [51] 研究了考虑摩擦的车辆动力

学问题. 当不考虑摩擦时, 其动力学方程可表示成

Mq = −ΦT
q λ+Q

Φ(q, t) = 0

 (47)

当系统只有动滑动摩擦 (相对速度不为 0)时, 其动

力学方程为

Mq = −ΦT
q λ+Q+QT (λ)

Φ(q, t) = 0

 (48)

其中, QT (λ)是滑动摩擦力的广义力, 若系统既有

动滑动摩擦, 又有静滑动摩擦 (相对速度为 0)时,

将处于静滑动摩擦状态的物体视为又受到了新的

约束ΦT (q, t) = 0, 其动力学方程为

Mq = −ΦT
q λ−ΦT

TqλT +Q+QT (λ,λT )

Φ(q, t) = 0

ΦT (q, t) = 0

 (49)

若λi是法向约束力, λTi是切向静滑动摩擦

力, 只有当所有的 |λTi| 6 µ0iλi均成立时, 约

束ΦT (q, t) = 0才成立. 实际上, 该方法也是一

种试算法.

赵振等 [52] 研究了三维含摩擦多刚体碰撞问

题的数值计算方法. 该问题的困难在于碰撞过

程中切向运动的方向会随着法向冲量的变化而

变化, 为正确确定碰撞后的总冲量必须利用数

值计算的方法来精细地刻画碰撞过程. 该文基

于Lagrange方法和Keller处理空间的两刚体碰撞

问题的思路, 将多刚体系统单点碰撞问题描述为

以法向冲量为独立变量的碰撞动力学方程, 给出

了一种求解三维含摩擦多刚体系统碰撞问题的有

效数值方法.

Leonesio等 [53] 利用库仑摩擦模型研究了

某一类机械系统的自锁问题, 用数值方法可给

出系统的自锁区域. Fraczek等 [54] 研究了具有

多余约束含摩擦机械系统的动力学问题. Pfeif-

fer [55] 综述了事件驱动法、 时间步进法和增广

的Lagrange法 (augmented lagrange method), 该文

献认为增广的Lagrange法优于基于互补概念的事

件驱动法和时间步进法.

4 总结和展望

本文简要介绍了由于考虑摩擦与碰撞导致多

体系统动力学方程不连续而带来的数值计算方面

的问题以及近年来非光滑多体系统动力学数值算

法的研究成果. 本文着重介绍了库仑摩擦模型与

修正的库仑摩擦模型的特点、单 -双边约束法向接

触力的特点和非光滑多体系统动力学方程的特点;

较详细地介绍了基于连续模型和非连续模型多体

系统动力学的数值计算方法, 着重介绍了基于互

补概念的非光滑多体系统动力学的事件驱动法和

时间步进法; 简要介绍了其他相关的数值计算方

法; 分析并比较了各种模型和数值方法的特点. 在

此基础上, 作者认为, 今后可以进一步研究的内容

有:
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(1) 提高非光滑多体系统动力学方程数值算法的

计算精度和速度. 对于光滑的多体系统, 可用隐

式数值计算方法提高动力学方程数值求解的精

度; 而对于非光滑多体系统, 由于动力学方程不

连续, 约束力发生突变, 会给数值计算带来一定的

困难. 当摩擦力的广义力可以表示成Lagrange乘

子 (法向约束力)的线性函数时, 动力学方程是广

义加速度和Lagrange乘子的线性代数方程, 可用

线性代数方程数值求解方法或线性互补算法求解

出Lagrange乘子, 然后用隐式数值计算方法求解

系统的动力学方程. 但是当摩擦力的广义力表示

成Lagrange乘子的非线性函数时, 动力学方程是

关于广义加速度和Lagrange乘子的不连续的非线

性代数方程, 在非光滑事件判断和隐式数值计算

方面均还存在一定的困难.

(2)考虑二维摩擦或面摩擦和线碰撞或面碰撞的非

光滑多体系统动力学的数值算法研究. 目前多数

研究成果涉及的是一维摩擦或点摩擦和点碰撞的

非光滑多体系统动力学的数值算法问题. 如何建

立二维摩擦或面摩擦和线碰撞或面碰撞的简化模

型; 如何建立和求解相应的动力学方程是值得进

一步研究的问题.

(3) 利用现代非光滑动力系统的基本理论与方法

分析非光滑多体系统动力学行为. 目前常用计

算Poincare截面和Lyapunov指数等方法分析复杂

非线性系统的动力学行为. 如何用解析和数值相

结合的方法分析非光滑多体系统动力学行为也是

值得进一步研究的问题.

本文仅对非光滑多体系统动力学中的部分

算法进行了总结和综述, 关于非光滑多体系统

动力学其他方面的研究成果也有相关的综述文

献 [56-61]可供参考.
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