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摘 要 介绍了胞映射方法的研究和进展. 归纳了目前胞映射方法的几种主要研究方法, 主要包括简单胞映

射、广义胞映射、图胞映射、图胞映射的符号分析方法、图胞映射的面向集合方法、邻接胞映射、庞加莱型的

简单胞映射、插值胞映射以及胞参照点映射方法, 分析了各类方法的基本特点和特色, 简述了这几种胞映射方

法的最新国内外进展, 综述了胞映射方法在控制及相关领域的应用研究及进展, 给出了胞映射方法研究的一些

展望, 提出了胞映射方法研究可能率先突破的几个研究方向.
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1 引 言

非线性系统的动力学特性分析 [1-3],根据对小

邻域和大范围等空间区域的不同考虑, 可分为局

部分析和全局分析. 局部分析通常关注的是周期

解和解的稳定性, 以及参数变化对解的影响; 全局

分析主要关注各个吸引子及其吸引域的空间位置,

不稳定不变集, 以及参数变化对相空间全局结构

的影响. 由于全局分析能够使人们获得非线性系

统的更多信息, 因此对系统进行全局分析是一项

非常重要的工作.

非线性系统的全局分析方法可以分为解析方

法和数值方法. 解析方法中较为著名的是 Mel-

nikov 方法 [1,4], 该方法通过度量系统稳定流形与

不稳定流形之间的距离, 并经过一阶近似简化后

成为 Melnikov 函数, 然后判断它是否存在简单零

点, 如果存在则表明系统的稳定流形和不稳定流

形横截相交而形成 Smale 马蹄 [5], 从而导致混沌

的出现. 由于适用于该方法的系统需要满足一定

的条件, 如未受扰动的平面可积系统存在双曲鞍

点和连接鞍点的同宿轨道或异宿环, 因此, 它只适

用于部分非线性系统. 此外, 文献 [6] 在无穷远奇

点一节对于全局结构进行了精辟的论述. 由于非

线性问题的 “个性” 很强, 目前尚没有统一的求解

方法, 因此在对系统进行全局分析的研究工作中,

数值方法一直占有重要的地位, 它是人们进行全

局分析的有效选择, 也是工程和科学领域许多学

者研究的主题.

利用数值方法研究动力系统的全局特性, 人

们首先想到的是直接数值模拟法 [7], 例如, 若要

确定相空间中系统的吸引子, 可以从某一初始点

出发数值积分, 当充分长时间后系统的最终运动

行为就确定了吸引子的位置, 而所有可以到达该

吸引子的初始点的集合就构成了该吸引子的吸引

域. 尽管这种方法直观明了, 然而实施时却要耗费

很长的时间, 特别是当系统存在多个吸引子及其

吸引域时, 为了不漏掉每个吸引子, 需要在相空间

内选取大量的初始点, 当每个初始点出发的轨线

演化充分长时间后再来确定吸引子的位置和个数,

然后对所有初始点进行分类确定出吸引域. 显然,
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通过直接数值模拟法对系统进行全局分析需要更

长的时间, 常常使人们无法忍受. 因此, 设计一些

高效的数值方法对系统进行全局分析是十分必要

的. 胞映射方法就是基于上述目的而产生的一种

有效的全局分析方法.

2 胞映射方法的理论研究及进展

胞映射方法最先由 Hsu [8] 在 20 世纪 80 年代

初提出. 方法一经出现, 便以其快速、准确和适用

范围广等特点而被众多研究者所关注, 成为研究

的热点. 它的基本思想 [9-11] 是将动力系统状态空

间离散化为许多小的几何体 (胞), 全部胞构成的

集合形成胞空间. 将动力系统状态空间转化为胞

空间后, 动力系统中状态的转移就自然地对应成

为胞之间的转移. 进而通过对胞之间转移关系的

研究完成对原动力系统的相应研究. 这就是胞映

射方法的基本思想.

相对于直接数值模拟法, 胞映射方法以胞作

为研究单元, 根据动力系统的转移关系形成胞之

间的转移关系 (胞映射动力系统).对胞映射动力系

统进行研究后, 得到胞空间的分类. 进而对分类结

果进行动力学解释, 完成对动力系统的相关研究.

胞映射方法不是孤立地研究动力系统中每条轨线

的演化, 而是从整体上关注各状态胞之间的信息

传递, 避免了直接数值模拟法简单孤立地对待所

处理的信息,从而极大地提高了效率.此外,通过对

状态胞之间转移信息的深入分析, 可以获得直接

数值模拟法较难得到的某些动力学行为 (如图胞

映射方法分析中得到的不稳定不变集或鞍 [12-13]).

而且, 基于胞的概念, 还可以对直接数值模拟法进

行改进, 得到更为高效的点映射方法 [14-16].

事实上, 先于 Hsu 提出胞映射方法, 已有类似

方法在相应的文献中出现过,正如《非线性动力学

系统的数值研究》 [17] 一书中所指出的: “将状态

空间 (或称相空间) 离散化的思想, 在 Kolmogorov

(1959) 和 Sinai (1959) 的著作中就可以找到. 他们

把状态空间加以分割, 以便克服确定测度熵时遇

到的困难.

与先前研究者不同, Hsu 是首先全面地、系统

地研究胞映射方法,并将其应用于各种确定性、随

机非线性动力系统的动力学行为与控制研究中的

学者. 随后, 受此启发, 各国学者基于胞映射的思

想发展出各种胞映射方法, 发表了大量相关论文,

并在科学与工程实际领域取得了丰富的成果.

2.1 简单胞映射

简单胞映射 (SCM) [8] 方法是由 Hsu 在 1980

年首次提出的. 该方法的基本思想是将连续状态

空间离散化为许多小的几何体 (胞),状态空间离散

化为大量胞的集合, 胞的集合构成胞状态空间并

且被整序数所标识. 对每一个胞的中心点进行短

时积分 (映射), 则可以建立该胞与积分结果所达

之胞的映射关系, 从而就构造出一个基于胞空间

上的映射, 即胞映射动力系统. 对简单胞映射动力

系统进行分析, 可求得运动方程的周期解及稳态

解及其吸引域. 事实上, 前面提到的直接数值模拟

法也可以看作为某种程度的简单胞映射, 因为对

于实际中的一个点来说, 由于有限截断和噪声等

因素的影响, 计算机无法将该点精确地表示出来,

而计算机表示出来的只是该点邻域内某一点的位

置信息 (该邻域半径非常小).

简单胞映射方法实际上是从状态空间和映射

方式上对原动力系统进行了简化. 它最大的优点

是含义简单明了,易于程序化,运行速度快,至今仍

为许多从事实际研究工作的研究人员所喜爱. 它

的缺点在于由于每一个胞只有一个像胞与之对应,

损失的原系统信息过多, 故只能得到原系统动力

学行为的一个近似描述 (如对应于原系统的混沌

运动, 简单胞映射动力系统只能用有限周期的周

期胞群来表征), 有时甚至产生 “伪解”. 为了克服

这一缺陷, 需要采用较小尺寸的胞, 合理选取映射

点, 更为重要的是需要使用者具有一定的经验.

2.2 广义胞映射方法

对于简单胞映射方法, 一个胞中只有一个代

表点, 由于计算机处理能力的有限性, 胞总是具有

一定的几何体积 (特别是受限于 80 年代的计算机

处理能力, 当时采用的胞结构较粗糙), 仅用一个

内点信息来近似动力系统, 在一些情况下可能会

产生很大的误差 (如系统的吸引域边界具有分形

结构时). 为了更准确地反映动力系统的真实信息,

自然的想法是在每个胞中选取更多的代表点, 广

义胞映射方法 (GCM) [18] 就是这一想法的直接体

现, 它由 Hsu 在 1981 年提出. 广义胞映射方法延

续了简单胞映射方法将状态空间离散为胞空间的

思想, 但在建立胞与胞之间映射关系的过程中采

用一个胞可以发出多条轨线, 一个胞可以有多个

像胞的方法; 而在分析过程中, 将广义胞映射动力

系统等价于一个 Markov 链, 采用 Markov 链的分

析方法对广义胞映射动力系统进行分析.
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相比于简单胞映射方法, 广义胞映射方法的

这种改变优点在于：它不仅保留了原动力系统的

更多信息, 而且更能从统计意义上反映动力系统

流的观点, 其研究领域自然延伸到随机动力系统.

广义胞映射方法不仅适用于研究系统的拓扑结构

等定性性质,如计算系统的吸引子和吸引域、确定

各吸引子的吸引域边界, 还适用于从统计角度分

析系统的定量性质,如吸引子的极限概率分布、奇

怪吸引子的空间概率特征、熵演化的不变分布以

及李雅普诺夫指数等, 这些工作在 Hsu 的专著 [9]

中都有详细介绍. 1992 年 Hsu 进一步推广了广义

胞映射分析方法 [10], 发现了瞬态过程中有着规律

性层次结构, 并将这些结构反映于 Markov 链的转

移概率矩阵, 构造了瞬态胞转移概率矩阵内结构

的驻址基范式 (domicile-based normal form); 这一

发现使得广义胞映射方法不仅可以刻画系统最终

的动力学行为, 同时也能够揭示系统瞬态过程的

演化信息, 适合控制与优化控制等研究领域.

与简单胞映射方法相比, 广义胞映射方法对

于动力系统的描述有了本质的改进. 通过对广义

胞映射动力系统的研究, 得到原动力系统的信息

也就更多、更为深入. 此外, 该方法还是研究随

机动力系统的天然工具, 而简单胞映射方法不具

备此性质. 但其不足也十分明显, 首先是其算法复

杂, 要求使用者具有纯熟的编程技巧, 以便当胞的

数目巨大时 (通常均在百万级别), 计算时间不会

太长 [19]. 另外, 由于广义胞映射方法依然以胞之

间的转移来表征动力系统中状态的转移, 而一个

胞又存在多个像胞, 故可能形成胞流的扩张, 即使

对于较小尺寸的胞, 也无法从根本上消除这种现

象. 胞流的扩张使得广义胞映射方法的准确性降

低了, 影响了其使用 [17]. 广义胞映射方法既有理

论上的优势, 又有实际处理过程中技术上的困难.

Levitas [20] 对于这种情况作出了分析和评价: 认为

广义胞映射方法既有理论上的优势, 又有实际处

理过程中技术上的困难.

2.3 图胞映射方法

1995 年, Hsu 在以前分析方法的基础上, 将偏

序集和图论理论与广义胞映射方法相结合, 提出

了广义胞映射与偏序集 (poset)和图论数学分支的

对应 [11](以下简称图胞映射方法). 对于胞映射动

力系统, 将每个胞对应于有向图的一个顶点, 如果

两个胞之间存在一步可达关系, 则相应顶点之间

存在一条有向边, 如果有必要还可进一步定义该

有向边上的权为胞之间的转移概率. 从而胞映射

动力系统就完全等价于一个有向图, 对胞映射动

力系统的分析就变为对一个有向图的分析. 在对

有向图进行分析时, 可以得到图的强连通子图, 强

连通子图是指有向图顶点集的一个子集合, 该子

集合中的任何两个顶点相互可达. 强连通子图对

应的是相应动力系统的稳定和不稳定不变集, 即

系统的吸引子和不稳定不变集,不稳定不变集 (鞍)

是其他方法不易得到的. 当有向图的某一顶点不

属于强连通子图时, 则其对应的胞称为瞬态胞. 如

果一个瞬态胞可达某一闭强连通子图, 则称这个

闭强连通子图为该瞬态胞的一个驻足, 一个瞬态

胞可以有多个驻足, 按照瞬态胞所具有的驻足数

目, 瞬态胞被分为单驻足瞬态胞和多驻足瞬态胞,

仅具有一个驻足的瞬态胞称为单驻足瞬态胞, 具

有多于一个驻足的瞬态胞称为多驻足瞬态胞, 单

驻足瞬态胞对应于吸引子的吸引域, 多驻足瞬态

胞对应于吸引域的边界.

1999 年, 徐健学等 [21] 依循 Hsu 的思路, 通过

在胞状态空间上定义二元关系, 建立广义胞映射

动力系统与图的对应关系并给出了严格的数学证

明, 提出了全局分析的广义胞映射图论方法, 将其

应用于激变问题的研究中 [12-13,22]. 2006 年, Hong

等 [23] 将上述方法推广到模糊动力系统问题的研

究之中, 取得了很好的研究成果 [24-25].

2.4 图胞映射的符号分析方法和面向集合方法

Hsu [11] 的工作将图论中的相关概念和优秀算

法与胞映射方法相结合, 得到各种与动力系统不

稳定极限集 (鞍点, 混沌鞍等) 相关的信息, 是以

前的胞映射方法所不具备的. 方法极具启示性, 对

其后胞映射研究有重要的影响. 正是由于有了这

些工作, 近年来相继出现了一些与图胞映射方法

类似的方法, 主要是 Osipenko 提出的符号分析方

法 [26-31](symbolic analysis) 和 Dellnitz 等人提出的

面向集合方法 [32-47] (set-oriented methods). 这些

方法在科学与工程领域取得了显著的研究成果.

对于符号分析方法, Osipenko 将动力系统通

过有限覆盖和映射关系将其转化为有向图, 该有

向图被称为所研究系统的符号映像. 认真分析研

究该有向图的生成过程后可以看出它与图胞映射

方法中有向图的生成过程完全相同. 在原动力系

统转化为有向图之后, 可以利用图的算法对原系

统动力学性质进行揭示. Osipenko 的研究表明, 在
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原系统和它的符号映像之间存在如下关系: 系统

的轨道对应于图中的容许路径；符号映像反映了

动力系统的全局结构; 符号映像可视为系统的一

个有限逼近; 胞的最大直径控制了逼近的精度. 在

其专著中 Osipenko [26] 对符号分析法有相当深入

的论证.

面向集合法是另一种类似于图胞映射的方法.

该方法首先将要研究的区域分成许多小区域 (被

称为 “集合”), 根据动力系统的轨线转移信息确定

小区域之间的相互关系, 然后将动力系统中的不

变集、不变流形、不变测度等特性反映于这些小

区域上, 为了得到某一特性 (如全局吸引子) 精细

结果, 运用有向图的强连通子图的概念, 不断选择

包含这一特性的合适区域, 将其多级细分 (multi-

level subdivision procedures), 而其他区域则在考虑

之外, 全部抛弃. 从以上的分析介绍可知, 这两类

方法和图胞映射方法有着紧密的联系:

(1) 符号分析方法和面向集合法都是通过对

状态空间离散然后运用图论方法来分析动力系统,

这是与 Hsu 的图胞映射方法相似的地方.

(2) 对于相同的动力系统, 它们所处理的有向

图与图胞映射方法中的有向图是完全一样的.

(3) 为了克服有向图分析处理所面临的困难,

这两种方法均是通过舍弃一部分信息来换取上述

问题的部分解决, 针对分析的目的不同, 其舍弃

的信息也不同：符号分析方法更为关注系统的

周期解 (稳定和不稳定); 面向集合方法更为关注

系统的不变集；而图胞映射方法则通过研究状态

胞之间的演化来寻求动力系统的多种全局信息.

由于符号分析方法和面向集合法均舍弃了部分信

息, 使得对有向图的分析处理较已有的图胞映射

方法 [11,21] 更为深入; 也正是由于他们舍弃了部分

信息, 使得他们的分析还不够全面. Dellnitz 等 [32]

在谈到面向集合法时对此有过详细的分析与论述.

由于上述不同, 图胞映射方法在对胞映射动

力系统信息发掘及算法研究上要远远困难于上述

两种方法. 但反映信息更多、也更为深刻; 同时它

能很好地与其他方法相结合, 揭示动力系统中的

信息. 贺群等 [48] 延续了 Hsu 和洪灵, 徐健学的思

路, 提出了基于自循环胞集的瞬态胞分类方法, 实

现了动力系统稳定流形和不稳定流形的胞映射逼

近.进一步,文献 [49-54]将迭代分割技术与图胞映

射方法相结合, 提高了它的效率, 构建了迭代图胞

映射方法. 并给出了一类典型非线性随机系统的

全局分析, 研究了几类随机激励下非线性系统的

全局分岔和混沌行为.

2.5 其他一些胞映射方法

此外, 国内外许多学者从各个方面对胞映射

方法进行了研究和改进. 这些工作各具特色, 使其

功能更强、效率更高、适用范围更广. 研究工作主

要集中在两个方面：高效、准确地确定各胞之间

转移关系；更为合理地确定胞空间结构. 其中具

有代表性的方法有：

2.5.1 胞映射方法 --邻接胞映射方法

1993 年, Zufira 等 [55-56] 提出了一种有趣的胞

映射方法: 邻接胞映射方法. 该方法针对的是自治

微分方程系统. 在采用通常的胞空间结构的基础

上, 根据自治系统中轨线的性质, 通过合理选取积

分时间, 在建立胞与胞之间转移关系时, 将像胞限

制在与原胞几何位置相邻接的胞中. 这不仅解决

了自治微分方程在胞映射方法运用中积分时间的

选取问题, 更为重要的是在其后的算法中, 该胞映

射方法提供了一种可能性, 即先对若干个局部区

域进行分析, 然后再将这些分析结果进行 “无缝”

连接, 在大大降低难度和复杂度的情况下, 能够准

确地得到动力系统的全局性质. 在广义胞映射和

图胞映射方法已经实现了确定性动力系统和随机

动力系统统一处理模式的情况下, 该方法提供的

动力系统全局和局部处理的有机融合前景就显得

更为诱人. 但是, 由于该方法建立胞转移时只和相

邻的胞发生关系, 故该方法产生的胞流扩张也最

为明显, 造成进一步研究的困难.

使用广义胞映射方法处理随机非线性动力系

统时一个巨大的困难是转移概率矩阵的形成通常

需要大量的计算时间. 针对这一问题, Sun 等 [57]

通过随机动力系统求得其满足的矩方程, 认为动

力系统的短时转移概率密度可以使用高斯概率密

度函数近似表示, 故可以通过数值方法求解矩方

程, 得到转移概率密度的解析表达式, 大大节省了

由随机动力系统生成胞映射动力系统的时间. 该

方法是首次通过获得动力系统在较小邻域内状态

转移的解析表达式去生成胞映射动力系统, 极大

地提高了胞映射方法的效率, 研究思路极具启发

性.

2.5.2 庞加莱型的简单胞映射法

Levitas 等 [58-59] 提出了庞加莱型的简单胞映

射法. 这种方法针对的是自治微分方程系统. 在

胞空间的生成过程中, 与其他胞映射方法不同, 它
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不是在动力系统状态空间中形成胞空间, 而是在

状态空间的若干个截面中形成胞空间, 并通过在

此空间中运用简单胞映射方法对原动力系统进行

研究. 该方法的最大优点在于: 在对同一动力系统

进行研究时, 由于该方法中胞空间对应的状态空

间比其他方法中胞空间对应的维数少 1,因此胞空

间中胞的数目极大减少, 胞映射动力系统处理过

程所需时间也极大减少. 但该方法也有其不足: 首

先,由于在形成胞空间时需要选取截面,因此,被选

取截面是否恰当是该方法成功与否的关键, 由于

非线性问题具有强烈的 “个性”, 因此对截面选取

无法提供统一处理方案; 其次, 该方法的胞映射动

力系统是建立在真实动力系统的截面上, 为了将

胞映射动力系统得到的结果进行动力学解释, 就

需要在胞空间对应的状态空间高 1 维的空间进行

工作, 直观性大为降低, 难度加大, 也给将该方法

推广到广义胞映射甚至于图胞映射方法的研究中

带来了极大的困难. 但无论怎样, 该方法中通过合

理选取最好的胞空间结构来提高胞映射计算效率

的这一观点对其后的研究工作启示巨大.

胞映射方法研究中一个引人入胜的方面是它

的迭代分割方法与算法的研究. 研究发现在借助

胞映射方法研究非线性系统的动力学特性时, 通

常会遇到这样两个问题: 其一是尽量想使胞的尺

寸足够小, 从而能够准确地展示系统的全局空间

结构, 其二是提高计算速度. 然而这两者之间存在

着矛盾, 因为胞的尺寸足够小就意味着胞的数目

的增多, 胞的数目增多将导致计算速度降低. 为

了解决这一困难, 许多学者基于相应版本的胞映

射方法提出了细化处理方案, 如 Hsu 等 [60] 利用

兼容的胞映射方法研究了吸引子和边界的细化问

题, Zhu 等 [61] 基于广义胞映射方法给出了奇怪吸

引子的细化方案, Jiang 等 [62-63] 基于迭代的胞参

照点映射法提出了用于优化胞结构的多尺度参照

技术. Guder 等 [64] 结合广义胞映射方法提出迭代

细化方案, 并提出了生成映射时的自动中止条件.

这些细化处理方案与相应版本胞映射方法的有机

结合, 极大地提高了计算效率. 将各种胞映射方法

与细化技术相结合是胞映射方法应用于动力系统

研究的一个重点, 同时也是一个难点.

2.5.3 插值胞映射法

上述方法均是以胞的转移来替代动力系统中

状态的转移. 由于存在轨线的不连续性, 一旦采用

的胞尺寸较大, 就会造成相当大的误差, 有时甚至

产生伪解. Tongue等 [14,65-70] 提出了插值胞映射法

(ICM)克服上述不足. 该方法继承了简单胞映射方

法中对动力系统状态空间进行离散化的处理方法;

与之不同的是: 对于动力系统, 它不是建立胞之间

的转移关系, 而是通过数值积分直接得到每个胞

的各个顶点的像点, 而对于胞中任何一个点, 通过

该胞各个顶点的像点的插值 (最初是双线性插值,

随后又发展为各种插值方法) 得到该点的像点, 在

此基础上使用传统的点映射方法对动力系统进行

研究. 该方法减少了胞轨道中像点到胞中心点不

连续所造成的误差和失真, 获得了一批较好结果.

本质上插值胞映射方法与上述胞映射方法是完全

不同的. 胞在其中的作用只是为了快速生成动力

系统中状态点的转移. 该方法的突出优点在于计

算速度快. 但也存在一些不足: 它的插值通常为线

性插值, 精度受到影响.

2.5.4 胞参照点映射法

为了改进插值胞映射方法的上述不足, 1994

年 Jiang 等提出了胞参照点映射法 (PMU-

CR) [16,62-63]. 该方法将动力系统状态空间离散

化后, 胞结构在动力系统研究中的作用是真实轨

线的另一个记录坐标. 这样动力系统的状态既有

真实坐标又有胞坐标. 它的好处在于它对动力系

统进行研究的方法是点映射方法 (没有经过插值),

准确性得到很好地保证; 又由于胞结构的存在, 使

得对一条动力系统连续轨线探查所使用的时间大

大缩短. 此外, 国内一些学者如文成秀等提出的胞

映射点映射法 [66] 是用传统的胞映射方法对动力

系统进行研究, 然后再使用点映射方法对胞映射

方法的结果进行检验和修正. 这两种方法最为突

出特点是: 他们强调了胞空间和胞映射结果的灵

活使用, 强调胞映射方法同其他方法的有机结合、

相互融合, 为胞映射方法的进一步发展开辟了新

方向.

3 胞映射方法在控制及相关领域的应用研

究及进展

最优控制理论及其各种应用已经成为工程领

域中重要的研究课题.胞映射方法最初是由 Hsu提

出并应用于最优控制问题 [71-72], 随后关于控制方

面的其他应用也相继展开. Burns 等 [73] 基于胞

映射方法发展了航天器动量卸压控制算法, 将基

于胞映射方法的最优控制技术应用于动量卸压问

题的研究, 得到了大量基于磁力矩器的卸压方案.

Zhu和 Leu [74] 利用胞映射方法设计机器臂的全局
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轨线, 并研究了在无约束领域和有障碍约束领域

下的最优轨线问题. Wang和 Lever [75] 利用胞映射

方法研究了多机器人手臂的一般最优轨线的设计

问题, 并构造了寻找最优轨线的简单搜寻算法, 该

算法特点是通过简单的搜索从所有可能的初始条

件出发, 均能产生最优轨线. Yen 等 [76] 利用胞映

射方法基于 bang-bang控制理论,研究了计算机硬

盘读写磁头的跟踪控制问题.

Sun 和其合作者在胞映射应用于最优控制问

题研究上获得了一系列成果.他们 [77-78] 利用简单

胞映射方法提出一种策略来解决固定末端最优控

制问题, 利用不统一时间步长的简单胞映射方法

创建一般数据库, 同时提出两级后向搜索算法以

获得不同最优控制问题的解. 在文献 [79] 中, 基

于贝尔曼的最佳性原理他们又提出一种胞映射策

略, 解决了状态和控制有界的强非线性系统固定

末端最优控制问题. 进一步, 他们 [80-81] 将基于短

时高斯逼近的广义胞映射方法应用于随机动力系

统的随机最优控制问题研究. 该方法仍采用贝尔

曼的最佳性原理, 获得对所有初值问题来说的最

优控制问题的全局解. 此外, 他们 [82] 还利用简单

胞映射方法研究了两种对立物种数量的最优控制

问题, 提出两种控制策略, 并通过调控耦合系数以

实现维持两种物种长期共存.

胞映射方法在模糊控制设计方面也有广泛的

应用研究. Chen 等 [83] 首先将简单胞映射方法应

用在模糊控制设计问题上, 利用胞与胞映射的概

念获得模糊动力系统状态的演化过程. Yen 等 [84]

提出模糊胞映射方法来研究次优控制律, 该方法

不仅保留了胞映射方法简单灵活的特性, 还能够

降低对胞数目的要求, 此外还能消除由不精确的

状态描述引起的稳态误差累积问题. 对高维状态

空间中的模糊最优控制问题, Smith和其合作者将

简单胞映射进行扩展并得到一些研究成果 [85-89].

除了简单胞映射之外, 广义胞映射方法也被扩展

并应用于模糊动力系统的研究中. Edwards 等 [90]

将模糊逻辑和胞映射方法相结合研究了一类混沌

系统的全局特性, 他们提出将每个具有相同形式

胞的初始分布作为非典型的模糊从属函数, 这样

的广义胞映射仍然是一个 Markov 链. 此外, Sun

等 [91] 还利用 Zadeh 扩展准则对广义胞映射方法

进行改进, 提出基于模糊集的胞映射方法来研究

模糊不确定非线性动力系统.

为了提高计算精度和降低计算量, 并用以分

析非线性动力系统的控制设计和分析, 一些学者

对胞映射方法本身进行了扩展研究. Sun 等 [57] 提

出短时高斯逼近方法, 并将该方法应用于广义胞

映射方法一步转移概率矩阵的计算当中, 事实证

明该方法精确且有效. 此外, 基于短时高斯逼近的

胞映射方法还可以用于分析非线性动力系统的瞬

态和稳态解, 并可以应用于随机动力系统的随机

最优控制问题的研究中. Baglio 等 [92] 提出一种高

效的立方体收集算法用于解决胞映射方法的内存

问题, 该方法能够使用较少的计算机内存精确分

析高维系统的动力学行为. Zufiria 等 [93] 基于自适

应时间积分法提出一种邻接胞映射方法, 该方法

能够克服简单胞映射方法积分时间间隔问题, 同

时作者又提出一种基于自适应时间积分的递归算

法, 研究表明改进后的简单胞映射在确定动力系

统周期解方面比较有效.

4 胞映射方法的研究展望

胞映射算法的基本思想是将动力系统的连续

状态空间离散化为胞状态空间, 用胞来代替状态

空间中的点, 每个胞可以对应一个或者多个像胞,

用状态胞与其像胞之间的转移关系来对应原系统

中状态点之间的关系, 从而得到原动力系统的全

局特性. 为了使全局特性刻画地更加清晰, 就需要

对胞状态空间进行更精细的划分, 这样的代价就

是使胞状态空间中的状态胞数目增多, 从而将导

致算法需要更大的计算机存储空间. 特别地, 当考

虑非线性随机动力系统时, 更是如此. 为了达到更

准确的结果, 对每个采样点需进行多次的随机取

样, 这无疑又大大增加了计算机的存储空间和计

算时间. 在胞映射算法中, 求状态胞与其像胞之间

对应关系的过程, 实际上是在求一步转移概率矩

阵, 这一步是胞映射算法的关键也是核心步骤, 也

是绝大部分机时所耗费的关键. 胞映射算法要发

展得更为广泛, 特别要应用于高维非线性随机动

力系统中, 就需要有新的方法和思路. 因此, 深入

研究胞映射算法的快速有效实现, 对非线性随机

动力系统全局分析的研究具有重要的意义. 进一

步的工作可在以下几方面展开：

对胞映射方法发展有效的计算算法, 以使其

更加有效地用于高维动力系统的研究, 可以从合

理利用计算机内存和提高计算效率两方面出发.

一是稀疏矩阵方法, 该方法虽然在文献 [94] 中提

到过, 但是尚未进行扩展研究, 它可以通过有效的

矩阵算法解决胞映射计算的存储问题. 二是短时
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高斯逼近方法, 基于短时高斯逼近的胞映射算法

可以提高转移概率矩阵的计算速度, 这使得其可

以用于随机最优控制等问题的研究.

随着计算机技术的发展, 可将并行技术和算

法引进到胞映射方法; 将迭代图胞映射与已有的

其他数值方法相结合, 使之互为基础, 互为补充

是一个非常有趣的问题, 解决得好往往可以起到

事半功倍的作用; 合理使用迭代图胞映射方法中

“胞”的概念可能是解决高维动力系统胞映射分析

的捷径; 合理使用迭代图胞映射方法分析结果中

有向图的压缩表示是实现胞映射方法 “局部分析”

和 “全局分析” 的有效途径, 该方法可能是彻底解

决高维动力系统胞映射分析的途径; 由于迭代图

胞映射方法是对各种动力系统进行全局分析的有

利工具. 因此可以将其应用于多种具体的确定性

和随机动力系统全局分析研究及控制中, 发现新

现象, 解决新问题.

胞映射方法的数学基础研究一直是胞映射方

法研究的难点, 从伪轨道和系统不变测度两个方

向展开工作是现阶段该工作两大研究方向. 该问

题的复杂性致使它的彻底解决是一个长期、艰巨

的工作, 需要进一步研究.
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Abstract This paper presents briefly the research and development of cell mapping methods. Several main
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