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结构理论中解的存在性问题述评 ∗

孙博华 †

开普半岛科技大学工学院, 南非开普敦

摘 要 阐明线性弹性力学和线性弹性结构理论中解的存在性的基本概念和研究解的存在性意义, 简述微分

方程和弹性力学解的存在性的研究结果, 着重介绍和评价王大钧和胡海昌的关于复杂结构和组合弹性结构理

论解的存在性的研究成果, 介绍了他们的结构理论算子正定性定理和能量嵌入算子紧致性定理.
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1 引 言

线性弹性力学和结构理论中解的存在性是固

体力学的一个基础性的理论问题 (为简便起见, 后

文略去 “线性” 二字). 结构理论包括梁、板、壳结

构元件的理论, 以及各种结构元件组合和结构元

件与弹性体组合构成的复杂形状, 复杂材料的组

合弹性结构的理论.

弹性力学和结构理论中主要有 3 类问题: 给

定外力和部分变形之下的平衡; 固有振动; 动力响

应. 解有几类层次:

(1) 满足微分方程和边界条件的解, 称为古典

解;

(2) 满足变分方程 — 最小位能原理或

Rayleigh 商驻值的解;

(3) 在广义导数意义下满足变分方程的解.

其中 (2) 和 (3) 称为广义解. 不同层次的解的光滑

性有很大的不同. 2m阶微分方程的古典解具有 2m

阶导数; 第 (2) 类解具有 m 阶导数, 而第 (3) 类解

只具有 m 阶广义导数.

讨论微分方程、弹性力学和结构理论解的存

在性是在第 (3)类解的意义下广义解的存在性. 然

后, 根据个别问题的方程系数, 边界形状、边界约

束的光滑性可以导出广义解的光滑性. 从而考察

它属于什么层次的解.

为什么说解的存在性问题是一个基础性的理

论问题呢?

(1) 人们在研究自然对象和工程对象时, 要经

物理建模和数学建模, 形成数学表达. 弹性力学和

结构理论中的问题多是用微分方程、变分方程或

积分方程表达. 如果建模不合理, 可能发生解的不

存在或不唯一的情形. 例如, 在 Mindlin 板上设置

集中质点或集中支承, 在壳上设置集中质量, 这样

的结构模型及其数学方程就不存在解, 因此, 解的

存在性对合理建模有指导意义.

(2) 弹性力学和结构理论中除了少数特殊的

简单问题可以获得精确解, 多数问题需要求助于

近似方法获取近似解. 例如惯用的强有力的近似

方法 Ritz 法及其变种有限单元法. 这就需要知道

近似方法的收敛性. 幸运的是, 解的存在性和近似

方法的收敛性常常是紧密关联的. 合理的物理模

型、数学方程常常既保证解的存在唯一性又保证

Ritz 近似法的收敛性.

(3) 如前所述, 解的含义有不同的层次, 研究

解的属性及其对物理、数学模型、参数的依赖关

系, 具有重要的实用意义.

从固体力学的学科分类和发展看: 有 3 类标

志性的 (里程碑性的) 解的存在性问题: 有关微分

方程主要是椭圆形方程解的存在性、弹性力学解

的存在性和结构理论解的存在性.

早期, 一些简单的方程, 如与一维弹性杆有关

的 Liouville’s 方程, 与膜有关的 Poisson 方程等, 解
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的存在性, 可用初等的方法讨论 [1]. Hilbert 泛函

空间理论建立后, 被用来极其成功地系统地解决

了微分方程解的存在性问题. 主要的代表作之一

是 1952年出版的 C. Γ. MIXALIH的专著《二次

泛函的极小问题》 [2], 此书系统简明地阐述了微

分方程解的存在唯一性, Ritz 法等近似法的收敛

性问题. 它们成为研究许多物理问题, 包括弹性力

学和结构理论中解的存在性问题的理论框架.

紧接其后, 一些学者利用上述理论框架, 解

决了在广泛的边界条件下的弹性力学的平衡解,

固有振动解及动力响应解的存在性问题 [3−7].

MIXALIH 在 1952 年的专著 [2] 中, 总结了关于

三维弹性体在固定、自由、刚性接触以及它们的混

合边条件下, 弹性力学的平衡和固有振动解的存

在、唯一性的证明. Fichera 的专论Existence Theo-

rems in Elasticity,发表于 1972年的 Encyclopedia of

Physics (Ed. Flügge S) Vol VI, a/2, 1984年又被收录

于 Truesdell C主编的Mechanics of Solids, Vol. II [8].

在此专论中用 CoboleB空间理论对弹性力学的平

衡, 固有振动和动力响应解做出了更精细的分析.

如此重要的弹性力学解的存在性问题又如此幸运

地比较轻易地得到解决, 主要归因于弹性力学方

程统一归于二阶椭圆型方程, 便于纳入微分方程

解的框架.

关于弹性力学解的存在性证明, 除了上述基

于 Hilbert 空间理论的途径外, 还存在另一种途径.

1954 年Kubpace 借助于多维奇异势论和奇异积分

方程证明了弹性力学平衡问题的存在性, 1963 年

写成一书, 1965 年出版英译本 [9]. 1968 年出版专

著《弹性力学和热弹性力学的数学理论的三维问

题》, 1979 年出版英译本 [10]. 书中将其所发展的

一些理论和工具称为 “Kubpace 势” 和 “Kubpace

矩阵”.

前一种途径适于处理变系数方程和一般的边

条件, 而后一种途径便于研究解的可微性和解的

构造.

结构理论解的存在性问题, 情况有所不同, 一

维结构、膜、板的情况简单, 而由于壳体中曲面的

几何复杂性和壳体模型的多样性, 从方程出发研

究壳体的存在性就相当艰难, 弹性组合结构尤甚,

因此进展缓慢.

多年来, 许多学者对各种不同的壳体理论的

算子正定性给出了证明. 例如, 1974 年, Shoikhet

对 Novozhilov的壳模型 [11] 和 Gordegiani对 Vekua

的壳模型 [12]; 1975 年, Bernadou 和 Ciarlet, 对于

具有固定边界的壳体 [13]; 1980年,武际可 [14] 对相

当广泛的中曲面形状铰支和固定边界的壳体; 1985

年, Bernadou 和 Lalanne 对 Koiter 的扁壳模型 [15];

1992年, Ciarlet和Miara对线性化的Marguerre-von

Kármán扁壳模型 [16]; 1994年, Bernadou, Ciarlet和

Miara 对 Koiter 模型和 Naghdi 模型的一般几何形

状的中面的壳体 [17] 等. 这些工作基本上是从壳

体方程出发证明壳体理论算子的正定性, 也未涉

及能量嵌入算子的紧致性, 即未涉及动力学问题.

1982 年以来, 王大钧和胡海昌发表了一组文

章 [18-20], 另辟新路, 用力学和数学结合的方法, 对

包含复杂壳体, 复杂形状和复杂材料的组合弹性

结构给出了统一的存在性定理. 紧接着又与其他

作者合作, 论证了结构模型的合理性问题 [21-24].

本文将重点评述王大钧和胡海昌的上述工作,

并在涉及到组合结构时顺带介绍冯康, 石钟慈和

孙博华的工作 [25-29]. 他们的工作是在 20 世纪 80

年代完成的,但是,由于参与基础性研究的人很少,

论文发表在当时的中国杂志上, 所以国内外力学

界对他们的工作了解不够. 时至现今, 经过 20 多

年的沉淀, 已得到国内外一些学者的了解和肯定.

本文作者认为, 在当今述评这项重要的有长远意

义的研究成果, 并且强调重视力学基础理论的重

要性, 还是有必要的.

2 弹性力学解的存在性

首先简述一下偏微分方程解的存在性的数学

框架.

2.1 偏微分方程解

2.1.1 偏微分方程边值问题 [2]

微分算子 A定义在内积为 (u, v)的 Hilbert空

间 H 中的稠密线性集 M 上

Au = f, u ∈M (1)

定理 1 如果在 M 上算子是正定的, 即

(Au, u) > γ2 ∥u∥2 , u ∈M (2)

其中 γ 为一常数,则微分方程问题 (1)对应的变分

问题, 即泛函

F (u) =
1

2
(Au, u)− (u, f) (3)

的极小问题在 Hilbert 空间 HA 中存在唯一解, HA

空间的内积为

(u, v)A = (Au, v)
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2.1.2 偏微分方程特征值问题 [2]

Au = λρu, u ∈M (4)

定义空间 Hρ, 其内积为 (ρu, v).

定理 2 如果 (1) 在 M 上算子 A 和 ρ 是正定的.

(2) 算子 A 和 ρ 是使 HA 中的任一有界集都是 Hρ

中的紧致集, 即从 HA 空间到 Hρ 空间的映射是紧

致的. 则方程 (4) 对应的变分问题, 即泛函

Ψ(u) = (Au, u)/(ρu, u) (5)

的驻值问题有可数无穷个特征值, 只以无穷远点

为聚点; 特征函数在 H, HA, Hρ 空间都是正交完

全序列.

2.1.3 偏微分方程的初值问题 [8]

Au+ ρutt = f(x, t), Bu(s, t) = 0

u(x, 0) = g0(x), ut(x, 0) = g1(x)

定理 3 如果 (1) 在 M 上算子 A 和 ρ 正定; (2) 算

子 A 和 ρ 是使 HA 中的任一有界集都是 Hρ 中的

紧致集,即从 HA 空间到 Hρ 空间的映射是紧致的;

(3)g0(x), g1(x) ∈ Uv 及其他条件 (算子 A 是变量 x

的 2m 阶方程). 则

u(x, t) =
∞∑
k=1

qk(t)φk(x),

q̈k(t) + λkqk(t) = fk(t) =

∫
f(x, t)φk(x)dx

即振型展开法收敛.

2.1.4 Ritz 法的收敛性 [2]

定理 4 如果算子 A 正定, 则用 Ritz 近似

法求解泛函 (3) 的极小值和求解泛函 (5) 的

驻值的近似解在 HA 的度量下收敛于精确解.

2.2 弹性力学解

弹性力学算子 Ae

Aeu = −
3∑

i,k,l,m=1

∂

∂xi
(Ciklm(u))x

(0)
k (6)

各向异性体的弹性系数 Ciklm 不多于 21 个,

各向同性体有两个独立常数. 对于非均匀弹性体,

弹性系数是空间坐标的函数.

平衡问题

Aeu = f (7)

固有振动问题

Aeu = λρu (8)

动力响应问题

Aeu+ ρutt = f(x, t), Bu(s, t) = 0

u(x, 0) = g0(x), ut(x, 0) = g1(x)
(9)

设边界 S 是逐片光滑的, 4类边条件: (1)固定

位移 u|S = 0, (2) 自由边界 t(u)|S = 0, (3) 刚性接

触 u(v)|S = 0, t(u)(s)|S = 0, (4)以上 3类边界的混

合边界条件.

取 H 空间为平方可积空间 L2,其元素为 Ω 上

的平方可和向量函数, 内积为 (u,v) =
∫
Ω
u · vdΩ,

而 HA 空间的内积为 (Au,v), 其模的平方为弹性

体应变能的 2 倍, 称 HA 为应变能模空间. 它的完

备化空间用 H1 表示. 以 (ρu,v) 为内积的空间称

动能模空间, 其模的平方为 2 倍动能系数. 动能模

空间和 L2 空间是等价模空间. 应变能模空间到动

能模空间的映射称为能量嵌入算子.

将方程 (6)∼(8) 纳入偏微分方程解的框架, 可

证明如下定理:

定理 5 对于以上 4 种边界条件, (1) 弹性力学算子

在定义域内是正定的; (2) 弹性力学的能量嵌入算

子是紧致的.

因此弹性力学的: (1) 平衡问题 (7) 的广义解

存在 (在空间 H1 中); (2)固有振动问题 (8)的广义

解存在 (振型在空间 H1 中); (3) 强迫力和初位移、

初速度满足一定条件时, 动力响应解存在, 振型展

开法收敛; (4) Ritz 近似法收敛.

3 王大钧和胡海昌有关弹性结构理论解的

存在性工作及国内外评述

1982年至 1995年王大钧和胡海昌在《中国科

学》和《力学学报》等杂志上发表了数篇论文, 用

力学与数学相结合的方法, 相当彻底地解决了弹

性结构理论中解的存在性问题. 其主要结果如下:

(1) 以弹性结构理论与三维弹性力学的力学

联系为背景,即以两者之间的变形联系、应变能联

系和动能联系为依据, 运用泛函的性质, 建立了一

个泛函分析的框架, 对各种弹性结构的两类算子

的正定性和紧致性作了统一证明. 建立了结构理

论算子的正定性定理和结构理论能量嵌入算子的

紧致性定理. 其结论是: 对于具有给定的边界条件

的弹性结构, 如果对应的弹性体的边界条件保证

弹性力学算子正定、弹性力学能量嵌入算子紧致,
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结构和对应的约束弹性体的应变能二次型算式等

价, 结构动能系数小于对应约束弹性体的动能系

数, 则在给定边界条件下的结构理论算子也是正

定的,结构理论能量嵌入算子也是紧致的. 特别地,

这些情况涵盖了具有相当广泛的边条件的各种薄

壳和厚壳理论、复杂材料和复杂形状的结构理论

和组合结构理论.因此,对于广泛的弹性结构理论,

其平衡问题、固有振动问题和动力响应的解的存

在性得到证明 [16-18].

(2) 作为结构理论算子正定性和结构理论能

量嵌入算子的紧致性的推论, 统一论证了弹性结

构理论中线性振动的普遍性质, 即满足具有上述

存在性条件的有限尺寸的弹性结构的固有频率有

可数无穷个, 以无穷大为极限; 固有振型为正交完

全函数系; 自由振动和强迫振动的振型展开是收

敛的. 作为另一重要推论,论证了 Ritz近似求解法

及有限元法对广泛的弹性结构理论是适用的 [17].

(3) 论证了并非任意的结构模型都自然具有

两类算子的正定性和紧致性以及解的存在性, 从

若干方面讨论了结构理论的合理性. 例如, 建立结

构理论时,对弹性力学中的位移、应力和应变做出

的假设必须相称, 即各个力学量都有做功的可能

性. 此时弹性力学中的各种能量原理在相应的结

构理论中都继续成立, 结构理论的解和弹性力学

的解的存在唯一性质保持一致. 这种结构理论的

力学模型是合理的. 反之, 当假设不相称时, 某些

或全部能量原理在结构理论中不再成立 [19]. 例如,

不满足结构和对应的弹性体的应变能的二次型算

式等价, 或不满足两者的动能系数的二次型算式

等价, 即使弹性力学的解存在唯一时, 对应的结构

理论的解可能不存在或不唯一. 这种结构理论的

力学模型是不合理的. 又例如, 结构理论的动态

Green 函数和静态 Green 函数或者都有界或者具

有相同的奇性. 对于 Green 函数的某些分量有奇

性的结构理论, 在该分量方向 (如计入剪切变形的

板的法向, 有矩理论壳的切向, 无矩理论壳和计入

剪切变形的有矩理论壳的法向和切向), 在平衡问

题中设置集中弹性和刚性支承, 在动力学问题中

设置集中的质量、阻尼器和支承是不合理的. 而

对于 Green 函数是有界的结构理论, 设置这些集

中参数则是合理的 [20-22].

上述研究成果获得国内外学者的正面评价,

主要有:

法国著名科学家 Valid 在 1995 年出版的专

著The Nonlinear Theory of Shells Through Varia-

tional Principles, From Elementary Algebra to Dif-

ferential Geometry [30] 中,以 “关于线性情形两个吸

引人的中国定理” 为题用一节 (1.16 节) 详细转述

了王大钧、胡海昌建立的两个定理及其证明. 该

书作者说: “一个很重要的问题数学家一直未获答

案, 一直持续到 ‘中国定理’ 的发表才获得答案. 这

个问题是 ‘在一般的结构理论中, 特别是对线性弹

性力学的三维理论通过采用应力和/或位移假设

所导出的板和壳理论中, 如何像保证三维弹性力

学的解的存在性和唯一性那样仍然能保证板和壳

理论解的存在性、唯一性. 1985 年北京大学的王

大钧和胡海昌的题为《弹性理论中两类算子的正

定性和紧致性》论文中给出了问题的答案. ”

孙博华和叶志明在文献 [28] 中指出: “王大钧

和胡海昌以弹性结构理论与三维弹性力学的力学

联系为背景,即以两者之间的变形联系、应变能联

系、动能联系为依据, 运用泛函分析的简单性质,

对弹性结构理论中两类算子的正定性和紧致性做

了统一证明. 这样不仅可以加深理解弹性结构平

衡问题的适定性和振动问题的可解性及一系列性

质, 而且这种力学与数学相结合的证明方法中不

涉及弹性结构的具体几何关系和方程的具体表达

式. ”.

邱吉宝等 [31] 指出, “1982 年王大钧、胡海

昌 [1-3] 对各种弹性结构理论的微分算子的性质作

了统一的证明, 从而进一步证明了这些结构都具

有上述普遍性质 · · · · · · ,同时更重要的是在证明中
不涉及弹性结构理论的具体几何关系与方程, 对

于相当广泛边界条件的各种壳体和组合结构的复

杂情况以及其他可能提出的结构理论都可以用算

子统一地给予描述并得到普遍的性质, 从而为各

种复杂结构的动力分析提供了统一的理论基础. ”.

武际可 [32] 指出 “王大钧与胡海昌合作, 证明

了任何基于弹性力学方程组所简化结构的方程都

具有正定性. ”

4 王大钧和胡海昌有关弹性结构理论解的

存在性的思路

对于某一结构理论, 其结构理论算子 As 的定

义域为广义位移 w 组成的函数集 Us, 在 Us 上定

义 3 个内积空间.

第 1 个内积空间表示为 Uss, 相应的模的平方

是

∥w∥2s = (w,w)s =

∫
F

w ·wdF (10)
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与平方可积空间 L2(F ) 的模一致. Uss 称为该结构

理论的位移空间, Uss 的完备空间 Ūss 是 Hilbert空

间.

第 2个内积空间表示为 Ups,相应的模的定义

为 2 倍应变能的平方根, 即

∥w∥2ps = 2Πs(w) (11)

其中二次型 Πs 是结构的应变能. 对于所有行之有

效的结构理论, 算子 As 是线性、对称和正定的,

Ups 的完备空间 Ūps, 称为该结构理论的应变能模

空间.

第 3 个内积空间表示为 Uks, 相应的模定义为

该结构的 2 倍动能系数的平方根, 即

∥w∥2ks = 2Ks(w) = (ρw,w)s (12)

其中 Ks 和 ρ 分别为结构的动能系数和广义质量

密度. Uks 的完备空间 Ūks 称为该结构的动能模空

间.

由相同元素建立的从 Ups 到 Uss 和从 Ūps 到

Ūks 的映射分别记为

Tps,ss : Ups → Uss; Tps,ks : Ūps → Ūks

Tps,ks 称为该结构理论的能量嵌入算子.

要解决的问题是: Tps,ss 是否有界, 即结构理

论算子是否正定; Tps,ks 是否紧致, 即能量嵌入算

子是否紧致.

事实上, 一个结构可以用弹性力学作更精确

的分析. 这样, 对应的弹性体的位移可以用三维向

量 u(Ω) 描述, Ω 是弹性体所占区域. 所有比较位

移 u 组成函数集 Ue, 它是弹性体力学算子 Ae 的

定义域. 同前面在结构理论中的讨论一样, 可以在

Ue 上构造 3个内积空间,并形成 3个 Hilbert空间:

第 1 对是弹性力学的位移空间 Use 和它的完备空

间 Ūse; 第 2 对是空间 Upe 和它的完备空间 Ūpe(应

变能模空间); 第 3 对是空间 Uke 和它的完备空间

Ūke(动能模空间). 对于实际的弹性体, Use 和 Uke

是等价模空间, 在许多情况下不需加以区别.

相同元素建立的从 Upe到 Use,和从 Ūpe到 Ūke

的映射表示为

Tpe,se : Upe → Use

Tpe,ke : Ūpe → Ūke

算子 Tpe,ke 称为弹性力学的能量嵌入算子.

在定理 5 中已证明, 在 4 种边界条件下, 弹性

力学算子是正定的, 即 Tpe,se 是有界的; 能量嵌入

算子是紧致的, 即 Tpe,ke 是紧致的.

把结构理论中的两个问题与弹性力学中已解

决的两个问题沟通起来, 从而使前者获得简明的

回答.

(1) 位移之间的联系

弹性结构理论中的位移是对三维弹性力学中

的位移加以约束 (如直法线假定) 后形成的, 这种

约束是一种从空间 Uss 到 Use 的一个子集 U r
se 的一

一对应的映照, 表示为

u = Tss,sew

因此, U r
se 子集是弹性力学位移空间 Use 的一个子

空间, 称为约束位移子空间 U r
se ⊂ Use, 将这种受到

位移约束的弹性体称为约束弹性体.

(2) 应变能之间的联系

三维弹性力学的约束位移子空间 U r
se 上的应

变能

Πr
e =

1

2
(Aeu,u)e, ∀u ∈ U r

se (13)

弹性结构的应变能

Πs =
1

2
(Asw,w)s, ∀w ∈ Uss

对多数弹性结构理论, Πs 6 Πr
e . 进一步分析

发现, 如果结构模型是合理的, 则两种应变能密度

的二次型算式是等价的, 即

Πr
e > Πs > α2Πr

e (14)

因此, Tps,pe 有界, T̄ps,pe 有界.

(3) 动能之间的联系

由于三维弹性力学中动能包括全部位移分量

产生的动能, 所以 u ∈ U r
se 产生的动能系数 Kr

e(参

见式 (12)) 也包含所有位移分量的贡献. 而一般的

合理模型的结构理论中, 动能系数 Ks 往往舍去了

部分位移分量的贡献. 故有

Kr
e > Ks (15)

因此 Tse,ss 有界, T̄ke,ks 有界.

运用 Hilbert 空间理论, 可证明:

(1) 如果算子 Tps,pe, Tpe,se 和 Tse,ss 有界, 则

Tps,ss 有界.

(2)如果算子 T̄ps,pe 有界, Tpe,ke 紧致, T̄ke,ks 有

界, 则 Tps,ks 紧致.

由此可得到结构理论中解的存在性的两个基

本定理.
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结构理论算子正定性定理 对于具有给定边

界条件的弹性结构,如果 (1)对应的弹性体的边界

条件保证弹性力学算子 Ae 正定, (2) 结构和对应

的约束弹性体的应变能的二次型算式等价, (3) 结

构的动能系数小于对应的约束弹性体的动能系数.

则在给定边界条件下的结构理论算子 As 是正定

的.

图 1 是结构理论算子正定性定理表示图.

Upe

Tpe,se

Tps,ss

Tps,pe
Tse,ss

Upe

Use

Use

UssUps

r
r

图 1 结构理论算子正定性定理表示图

满足此定理的结构理论的平衡问题的广义解

存在唯一. Ritz 近似法用于求此解是收敛的.

结构理论能量嵌入算子紧致性定理 对于具

有给定边界条件的弹性结构, 如果 (1) 对应的

弹性体的边界条件保证弹性力学的能量嵌入算子

Tpe,ke 紧致, (2) 结构和对应的约束弹性体的应变

能的二次型算式等价, (3) 结构的动能系数小于对

应的约束弹性体的动能系数. 则在给定边界条件

下的结构理论的能量嵌入算子 Tps,ks 是紧致的.

图 2 是结构理论能量嵌入算子紧致性定理表

示图.

Upe

Tpe,ke

Tps,ks

Tps,pe
Tke,ks

Upe

Uke

Uke

UksUps

r

_ _
__

_ _

r

__

图 2 结构理论能量嵌入算子紧致性定理表示图

满足此定理的结构理论的固有振动的广义解

存在, Ritz 近似法用于求此解是收敛的, 动力响应

的振型展开法收敛.

5 存在性定理在梁、板、壳上的应用

5.1 应用 1 — 梁

梁的变形约束是平截面假设, 且假定横向无

应力, 即 σx = σy = 0, 因此, 梁的理论中是单向

应力状态, 取梁的轴线为 z 轴, 梁的挠度 u(z) 和

v(z), 位移约束应为

u1 = u, u2 = v, u3 = −xdu
dz

− y
dv

dz

受位移约束后, 弹性体是单向应变状态. 梁和

对应的约束弹性体的应变能分别记为 Πb, Π
r
e , 两

者的动能系数分别记为 Kb, K
r
e.

Πr
e > Πb =

(1 + µ)(1− 2µ)

(1− µ)
Πr

e

Kr
e =

1

2

∫ [
m(u2 + v2) + Iy

(
du

dz

)2

+ Ix

(
dv

dz

)2
]
dz

> 1

2

∫
m(u2 + v2)dz

满足式 (14) 和式 (15).

5.2 应用 2 — 薄壳理论

在薄壳理论中也采用了 Kirchhoff假设和垂直

中面的法应力为零的假设, 记壳体中面位移为 u0,

于是有位移假设

u =


1 +

z

R1
0 − z

A1

∂

∂x1

0 1 +
z

R2
− z

A2

∂

∂x2

0 0 1



u0

v0

w0

 =

Tss,seu0

在应力假设中
σ1

σ2

σ12

 =
1

h


N1

N2

N3

+
12z

h3


M1

M2

M3

 =

1

h
N +

12z

h3
M

应变假设为

ε = (e11, e22, e33, γ23, γ13, γ12)
T =

B

(
1

2
(e1, e2, 2ω)

T + κ

)
=
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B

(
1

2
e+ κ

)
得到壳体和对应弹性体的应变能和动能系数

Πs =
1

2

∫
Ω

E

2(1− µ)

{
(e11 + e22)

2 +

1− µ

1 + v
[(e11 − e22)

2 + γ212]

}
dΩ

Πr
e =

1

2

∫
Ω

E

2(1 + µ)(1− 2µ)

{
(e11 + e22)

2 +

(1− 2µ)[(e11 − e22)
2 + γ212]

}
dΩ

Ks =
1

2

∫
F

mu20dF

Kr
e =

1

2

∫
F

[mu20 + I(ϑ2 + ψ2)]dF

易见, 满足式 (14) 和 (15) 的关系.

6 存在性定理在组合弹性结构上的应用

大家知道三维线性弹性力学解的存在性和唯

一性有过许多研究, 也有很好的结果, 但是通过引

入对位移或应力约束后简化三维线性弹性力学而

导出的实用理论如梁、板、壳等, 是否在三维线性

弹性力学成立的解的存在性和唯一性也自动对于

梁、板和壳成立, 或者说三维线性弹性力学成立

的解的存在性和唯一性是否在有几何或应力约束

时也还成立; 更进一步讲, 如果各个结构元件 (梁、

板、壳和体) 的解有存在性和唯一性, 对于有不同

维 (几何的) 结构元件 (梁是一维, 板是二维, 壳是

二维曲面, 体是三维) 通过连接组成的任意组合结

构是否也自动具有解的存在性和唯一性, 在没有

研究之前严格说是不一定的. 因为对于不同维结

构元件的不同连接对于解的存在性和唯一性有本

质影响, 同时不同维元件的理论模型也可以不同

也产生出如何连接匹配的问题, 如有的板可以是

Kirchhoff 模型, 有的可以是 Mindlin 模型或有的是

Timoshenko 模型, 如果它们连接在一起又加上其

他的结构元件, 如何保证解的存在性和唯一性不

是直接就可以回答的, 实际的组合结构可能更复

杂, 有些部件是大变形, 有些部件是小变形, 有些

是动态, 有些可以处理成静态等.

所以, 对于组合结构理论定性和定量的研究

都非常有必要, 这也是材料向复杂材料发展, 结构

向复杂拓扑发展的必然要求, 详细讨论见孙博华

博士论文 [27]. 王大钧和胡海昌为此做了定性分

析; 对于组合结构的定量分析, 即显式的写出任何

组合结构的控制方程组和边界条件的工作是由冯

康、石钟慈和孙博华等完成的 [25-28].

对于组合结构的正定性分析已经有很好的成

果, 这些成果对于组合结构的研究起到了非常基

础性的指导意义. 从上面的介绍可以看出, 王大

钧和胡海昌的工作可以推广到组合结构的定性分

析. 有一些一、二维弹性结构和三维弹性体为元

件而组成的组合弹性结构, 其算子记为 Ac, 位移

u ∈ D(Ac). 将组合结构按三维弹性力学进行考察,

如各元件的位移可用弹性体的位移加以变形约束

而得到, 则组合结构的位移也可由弹性体加以相

应约束而得到. 由于组合结构的应变能、动能是

各元件的相应量的和, 所以组合结构和三维弹性

力学的应变能和动能也具有式 (14)和式 (15)表示

的联系. 可见, 由王和胡得到的关于结构理论的两

个定理适用于组合弹性结构.

对应组合结构的定量分析方面, 由于组合结

构的复杂性, 要想建立其定量的控制方程, 连接条

件和边界条件非常复杂, 推导一般性的连接条件

也是很困难的事情. 在组合结构一般理论研究方

面, 冯康和石钟慈 [25-26] 的建立在组合流形上的

组合结构的工作是非常有创造性的, 是统一处理

不同维结构元件构成的任意组合结构的首次, 是

数学力学理论思维上的突破, 但由于其理论起点

高, 没有受到广泛的注意. 1988 年孙博华 [27] 在其

博士论文中系统研究了组合结构的分析策略, 并

通过引入曲线内边界概念成功推广了冯康和石钟

慈 [25-26] 的工作,从而建立了包括壳体和非线性元

件的任意组合结构的控制方程和内外边界连接条

件. 1988 年以来, 由于冯先生的去世, 组合结构方

面的研究几乎没有进展,只是到了 2005年,由冯先

生的合作者石钟慈院士等 [33-34] 对线性弹性组合

结构以及有限元做了进一步的研究, 但仍是在线

性弹性范围内而没有研究非线性问题. 自 1979 年,

从冯康和石钟慈的突破性研究, 到孙博华 1988 年

的跟进, 所得到的对于组合结构的一般性研究, 即

使从现在世界范围内看都是这方面较好的成果.

对应组合结构, 要特别强调的是, 其正定性与

单个元件的正定性是完全不同的. 有关这方面的

研究已经在文献 [8, 11-13] 中系统地阐述. 指出组

合结构的正定性与单个元件的正定性是不同的这

点非常重要, 因为在研究组合结构的时候, 当你要

分解这个组合结构, 并进行连接时, 就必须考虑如

何确定这些待定常数, 存在着提供逐步的约束使

之成为正定的关系, 以前人们可能不自觉地做这
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样的事情. 现在, 组合结构的正定性分析给我们指

出了一个方法, 就是组合结构由分到合的过程, 需

要更加自觉地保证问题的正定性.

结构的正定性通俗地讲就是结构稳定的支撑

条件, 或者说要得到使得解有唯一性的条件. 从这

个意义上讲,一个单独的三维的物体显然提供 3个

点的支撑, 即要限制 3 个方面的位移, 或者说两个

方面的位移、一个方向的转动, 或者说两个方向

的转动、一个方向位移, 总之, 要提供足够的约束,

使它成为正定. 按同样的原理, 对于二维的板型

构建, 根据模型的不同, 通常要提供 3 个约束, 一

个位移两个转动; 对一维的杆型构件来讲, 只需要

一个位移一个转动, 即可确定他的正定性. 但是

这些单一构件的正定性与这些构件组成的组合结

构的正定性是完全不同的概念. 这是因为组合结

构的正定性, 取决于这个组合结构的哪一部分作

为支撑, 因为在实际情形中, 组合结构的支撑条件

既可以是一维的, 也可以是二维的, 还可以是三维

的, 或者是它们复杂的组合, 所以其正定性相对比

较复杂. 比如说, 如果这个组合结构是由一个三维

体和一个一维的杆组成, 如果这个支撑全部是由

三维组合, 那么其正定性和单一三维体的正定性

是一样的. 但是, 如果说这个支撑是由这个杆所提

供的, 完全由杆来支撑的, 那么这个组合结构的正

定性事实上就和单一的杆的正定性是一样的, 所

以组合结构的正定性要比单一元件的正定性复杂

得多, 也更丰富多彩, 这是组合结构的另外一个重

要特点.

详细内容请看冯康和孙博华等的论文 [25-29].

7 结 语

王大钧、胡海昌关于结构理论解的存在性的

研究成果是一项开创性的工作, 其主要贡献在于,

对复杂的壳体、复杂形状及材料的组合结构的结

构理论的平衡, 固有振动和动力响应问题的解的

存在性作了统一的论证. 相当彻底地解决了固体

力学中的这一基础性的理论问题. 这是一项具有

长远意义的科学成果. 另外, 他们所运用的力学与

数学相结合的研究方法在处理复杂的力学问题时

显得灵活和有效.

他们的工作属于定性分析, 在结构理论解的

存在性研究方面, 把定性分析和定量分析结合起

来, 使这方面的研究工作更前进一步, 是我们所期

待的.

致谢: 作者感谢北京大学工学院院长陈十一

教授和佘振苏教授的邀请. 本文是作者 2011 年访

问北京大学工学院期间完成, 作者感谢与王大钧

教授和李存标教授的多次讨论.
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